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ELOSZO

Az atomok kiilonb6z6 tulajdonsdgainak elméleti kiszamitasa sok gya-
korlati esetben sziikséges. Ilyen az atomok, molekuldk alap- és gerjesztett
allapotbeli energiaszintjeinek, atmeneti valdsziniiségeknek, iitkozési ha-
taskeresztmetszeteknek meghatarozasa, amelyek alapjan értelmezhetdk a
kisérleti spektrumok, anyagelemzés végezheto, plazmék viselkedése model-
lezheto, 1ézerek tervezhetok és a felsorolds még folytathaté. Ezen adatok
alapjan tudjuk meghatarozni a tavoli csillagok, kozmikus felhdk anyaga-
nak Osszetételét, a levego, viz szennyezettségének mértékét és jellegét, 1j
anyagok, gybgyszerek, bioldgiai anyagok, az emberi szervezet bizonyos tu-
lajdonségait (példdul a magmdagneses rezonancia, elektronspin-rezonancia
segitségével). Az atomi és molekularis adatok pontos ismerete feltétleniil
sziikséges a régota tervezett magfluzids reaktor megvaldsitasahoz.

Elvileg ezeknek a tulajdonsidgoknak a meghatdrozdsa nemrelativisz-
tikus esetben az atomra felirt Schrodinger-egyenlet, mig relativisztikus
esetben a Dirac-egyenlet megolddsanak tutjan toérténik. A gyakorlatban
azonban a kvantummechanika ezen alapegyenletei csak a hidrogénatomra
oldhatdk meg analitikus moédszert hasznalva pontosan. A t6bb elektront
tartalmazo6 atomok esetén a megoldas soran kiilonb6zo kozelité modszerek
hasznalatara kényszeriiliink. Ezek soran a megoldashoz gyakran numeri-
kus médszerek haszndalata dtjan jutunk.

Ez a konyv néhany, az atomfizikdban hasznalatos kozelité és numeri-
kus médszerrél szol. Az els6, nagyobbik részben az atomok stacionarius
allapotainak vizsgalataval foglalkozunk, mig a masodik részben az id6ben
lejatsz6do folyamatokat, az elektronatmeneteket tanulmanyozzuk. Az a-
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tomfizikdban hasznalt kozelité modszerek kozil a legfontosabbak a vari-
ciés mbdszer és a perturbaciés moédszer, amelyekkel az elsé két fejezetben
foglalkozunk. Az analitikus kozelité szamitasok mellett sokszor, példaul az
igen elterjedt Hartree—Fock-mddszer hasznalatakor, numerikus moédszerek
haszndlatara kényszeriiliink. Ezeket a numerikus mddszereket nagyrészt
tobb mint 6tven, bizonyos esetekben tobb szaz évvel ezelott dolgoztak
ki, de széles skdalan torténd felhasznaldsuk csak a szamitégépek megje-
lenésével és elterjedésével parhuzamosan tortént. A harmadik fejezetben
a masodrendli differencidlegyenletek, els0sorban a Schrodinger-egyenlet
numerikus megoldasanak egyes modszereivel foglalkozunk. A negyedik fe-
jezet a toltott részecskék és az elektromagneses sugarzas altal keltett elekt-
ronatmeneteket az id6tol fliggd perturbaciés médszer alapjan targyalja.

Ebben a konyvben a képletek felirdsakor az atomfizikaban szokasos
atomi egységeket hasznaljuk. FEkkor az elektron toltése, tomege, a h
Planck-allandé, valamint a Coulomb-torvényben szerepld aranyossagi té-
nyez6 mind egységnyi, vagyis

e=1; m = 1; h=1; deg = 1.

Az atomi egységek hasznalata nem csak a képleteket egyszeriisiti le, ha-
nem nagymértékben megkonnyiti a numerikus szamitasokat is, mivel a
szamszeri adatok nem lesznek tulsdgosan nagy vagy kis értékiiek.

Ajanlom ezt a konyvet mindazoknak, akik behatébban érdeklédnek
az atomfizikai szamitasok irant.

Nagy Laszlo

Kolozsvér, 2001 novemberében
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1. FEJEZET

A VARIACIOS MODSZER

1.1. Bevezeto a variacidos modszerhez

A varidcids médszer nagyon hasznos a kvantummechanikai rendszerek
staciondrius kotott allapotai energidinak és hullamfiiggvényeinek megha-
tarozasakor. Legyen H a rendszer (id6t6l fiiggetlen) Hamilton-operatora,
melynek diszkrét sajatértékeit F,-nel, megfelel sajatfiiggvényeit pedig
W,,-nel jeloljiik. Ezek a mennyiségek kielégitik a

HY, = E, ¥, (1.1)

Schrodinger-egyenletet.
Misrészt pedig tekintsiik a ¢ négyzetesen integralhatd fiiggvényt, és
értelmezziik az E[¢] funkcionélt

_ (¢lH|¢)
El¢] = @o) (1.2)

Léathatd, hogy ha ¢ = WU, akkor E[¢] megegyezik az E, sajétértékkel.

//////

kiilonboznek, vagyis
o=V, + 00, (1.3)

akkor az E[¢] els6rendii varidciéja nulla lesz

SE =0. (1.4)
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Kiindulva az E[¢] (1.2) képletébdl elvégezziik a varidciét

Jod*Hpdr + [ ¢* Hoddr
[ & odr
([ 8097 + [ ¢66dr) [ & Hodr (w5
(f ¢ ¢dr)? ’
ahol 7 azon koordinatak Gsszessége, amelyek fiiggvényében a hullamfiigg-
vényt felirjuk. A fenti képletben felhasznaltuk, hogy d(H¢) = Hip.

------

SE[8] =

(1.2) kifejezését, azt kapjuk, hogy
/MWH—EWM+/¢%H—Ewa=Q (1.6)

Elvégezve a ¢ — id¢ behelyettesitést az
—{/MWH—EwmA4/¢WH—Ew@h=o (1.7)

egyenlethez jutunk. Osszekombindlva az el6bbi két egyenletet azt kapjuk,
hogy az integraloknak kiilon-kiilon is egyenlének kell lennitik nullaval

ﬂwm>@wfzo (1.8)
/wm—mwwzzQ (1.9)

Ahhoz, hogy a fenti integral tetszéleges, végtelen kis d¢ varidcié esetén
nulla legyen, az integrandusz tObbi részének kell nulldnak lennie. Igy a
fenti két egyenlet a Schrodinger-egyenlettel lesz egyenértékii

(H— E)¢ =0. (1.10)

Tehét bebizonyitottuk, hogy ha az (1.2) képlettel értelmezett F[¢] funk-
ciondl elsérendii variacidja nulla, akkor a ¢ hullamfiiggvény megolddsa
az (1.10) Schrodinger-egyenletnek, és viszont, vagyis a dE[¢] = 0 feltétel
ekvivalens a Schrodinger-egyenlettel.

Egy masik fontos tulajdonsiaga az (1.2) funkciondlnak, hogy felsé ha-
tart szab a rendszer alapallapotdanak FEj energidjara. Annak érdekében,
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hogy ezt bebizonyitsuk, fejtsiik sorba a ¢ hullamfiiggvényt a H Hamilton-
operator W,, sajatfiiggvényeibdl alkotott ortonormalt bazis szerint

d=> an¥. (1.11)

Behelyettesitve ezt a kifejezést az (1.2) funkciondl képletébe, a kovet-
kez6hoz jutunk:

El¢] = S G (Vn H|Pn) 3o |anl* B
> A an (n|Wp) Zn|an|2 ’

ahol felhasznaltuk, hogy HV¥,, = F,V,,. Levonva a fenti egyenlet mindkét

(1.12)

oldalabdl az alapallapot Ey energidjat

_ don ‘an|2(En — Ep)
Zn ‘GTLP ’

és felhasznélva, hogy F,, > Ey, azt kapjuk, hogy ezen egyenlet jobb oldala

E[¢] — Eo (1.13)

sohasem negativ, amelybdl kovetkezik, hogy
Eo < Elg). (L14)

A fenti egyenl6tlenség azt jelenti, hogy ha megkeressiik azt a ¢ fiiggvényt,
amelyre E[¢] minimdlis (figyelembe véve, hogy ekkor JFE = 0, és ez a
feltétel ekvivalens a Schrodinger-egyenlettel), akkor az energiaminimum
az alapallapot Fy energidja lesz, és a fliggvény, amelyre ez teljesiil, az
alapallapot ¥( hullamfiiggvénye. Tehat ha a varidciét a Hilbert-téren
értelmezett fliggvények teljes osztalyan el tudjuk végezni, pontos, kozelités
nélkili megoldéast kapunk.

A legtobb gyakorlati esetben a variaciot csak a fliggvények egy szii-
kebb osztalyan végezziik el. Ekkor az energidra az (1.14) feltétel szerint
az FEy-nal nagyobb értéket kapunk. Ezen az elven alapul a Rayleigh—Ritz
variaciés modszer.

A Rayleigh—Ritz-mdédszer esetén ¢ = ¢(ay, T) egy vagy tébb a; pa-
ramétert6l fiiggd prébafiiggvény. Az ennek segitségével (1.2) alapjan ki-
szamitott E fliggvény szintén ezektol a paraméterektodl fog fliggeni

E =E(a); i=1,n, (1.15)
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ahol n a paraméterek szama. Ha a varidciot a probafiiggvények osztalyan
végezzik, a 0 F = 0 feltétel ekvivalens a

OE
80@ N

0; i=1n (1.16)

egyenletrendszerrel. Tulajdonképpen az energia minimumat keressiik az
adott fiiggvényosztélyon beliil, mert az (1.14) egyenlStlenség biztositja azt,
hogy minél alacsonyabb értékii energiat kapunk, anndl jobban megkozelit-
jik az energia valddi értékét. Minél jobban megkozeliti a prébafiiggvény a
valodi hullamfliggvényt, az energiat is annal jobb kozelitéssel kapjuk meg.
A Rayleigh—Ritz-médszer alkalmas a gerjesztett allapotok energiaja-
nak meghatdrozasara is. Szintén az (1.2) altal meghatarozott energiat
kell minimalizdlnunk, de azzal a feltétellel, hogy a ¢ fliggvény ortogonalis
legyen az Osszes, a keresettnél alacsonyabb energidju allapotra, vagyis

ha célunk az ¢ sorszamu allapot meghatarozasa.

1.2. A Rayleigh—Ritz variaciés médszer
alkalmazasa a héliumatom
alapallapotara

1.2.1. Egyszeru variaciés modszer

A héliumatom alapéllapotdnak hullamfliggvényét szorzatalakban ke-
ressiik, ahol a szorzétényezok hidrogénszerii, csak egy elektron koordina-
tajatol fuggd hullamfiiggvények. Egyetlen variacios paraméter az elektron
altal érzett toltés. Ez az « effektiv toltés nem egyezik meg a mag toltésével,
mert a masik elektron negativ toltése részben learnyékolja az atommag
pozitiv toltését. Ebben a kozelitésben a probafliggvény

¢(7"1, 7"2) = wls(ﬁ)%s(?“z), (118)
ahol L
P1s(r) = <a—> S (1.19)
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A fenti képletben, ahol « a varidciés paraméter, eleve norméltuk a hulldm-
fliggvényt. fgy az (1.2) egyenlettel értelmezett funkcional egyszertibb ala-
kot kap

E[¢] = (¢|H|¢). (1.20)

A héliumatom két elektronjdnak Hamilton-operdtorat a kovetkezOképpen
irhatjuk
2 : z z 1
g1 V2 Z_Z_ 1 (1.21)
2 2 L T2 112
ahol Z = 2 a rendszam, vagyis a mag toltése. A matrixelem kiszamitasa-
hoz alkalmazhatjuk az A. Flggelékben leirt médszert, figyelembe véve,
hogy I; = I} = I; = 17 = 0. Az (A.4), (A.5), (A.8) és (A.20) képletek
felhasznaldsaval a kovetkezot kapjuk:
o2 2

(V15(r1)15(r2) |H|11s(r1)Y1s(r2)) = ___%
0) [ rhdra— B, (r2)

o0 o0 1
n / drr2R2. (1) / drori—R2.(ry), (1.22)
0 0 r>

2
o0 1
—(Z - a)/ r%drl—R%s(rl) —(Z —
0 1

ahol r~ az r és az ry koordindtdk koziil a nagyobbikat jelenti. Az Rqs
radidlis hullamfliggvényt az (1.19) teljes hullamfiiggvénybdl tgy kapjuk
meg, hogy levilasztjuk beléle az Yyo = 1/+/4m orbitalis részt

Ris(r) = 203270, (1.23)

Elvégezve a behelyettesitéseket, az E[¢] = E(«) fiiggvény a kovetkezo-
képpen irhato:

[e.e]
E(a) = —o? —2(Z—a)4a3/ drre=297
0
6 o 2 _—2ar 1 " 2 _—2ar o —2ar
+16a / dryrie” =" —/ drarje 2+/ droree™“*"2 | (1.24)
0 1 Jo r1

A fenti integralok egyszerli parcidlis integralassal kiszamithatdok, és azt
kapjuk, hogy

E(a) = -0 - 2(Z — a)a + ga =a?—-2Za+ ga. (1.25)
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Az (1.16) feltétel szerint az energidnak akkor lesz minimuma, ha

OE

— =0 1.26
8@ Y ( )
vagyis
5

200 — 27 + 3= 0. (1.27)

Az energiaminimum feltétele tehat

5

=7 — — =1,6875. 1.28
a=Z- =1, (1.28)

Az alapéllapot energidja ebben a kozelitésben pedig az E(«) minimuma
lesz, tehat

5 2
Epy, = — <Z - E) = —2,8477 hartree = —77,456 eV. (1.29)
A fenti eredmény, amint az (1.14) egyenlStlenség alapjan varhaté volt,
nagyobb mint a valédi (kisérleti) érték

Eo, = —2,904 hartree = —79,00 eV, (1.30)

de mér elég jol megkozeliti azt.

1.2.2. Tobbparaméteres variaciés modszer

Ha a megfeleléen megvélasztott alaku prébafliggvény tobb variacids
paramétert tartalmaz, Ugy a pontossag noévelheté. A legjobb eredményt
a Hylleras tipusd hulldmfiiggvényekkel lehet elérni. A héliumatom alap-
allapota S allapot (L = 0), amely azt jelenti, hogy a hullamfiiggvény
gémbszimmetrikus, és nem fiigghet az elektronok ry és ro koordinatainak
irdnyatél, csak ezek és a két elektron kozotti r1o tavolsag nagysagatol. Egy
altalanos prébafiiggvénynek igy ettol a harom valtozétol kell fiiggenie.

Hylleras azonban nem a fenti koordinatakat hasznalta prébafiiggvé-
nyeinek a felirdsdhoz, hanem a kovetkezd véltozocserét hajtotta végre:

s= r+ry 0<s<oo (1.31)

t= ry—ry; —00< 00 (1.32)
U= T19; 0<u<oo. (1.33)
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Az ezektdl a valtozoktdl fliggd prébafiiggvényt Hylleras a kovetkezOképpen
irta fel: .

Gspu =€ > ciajustIul, (1.34)

i,,k=0

Ebben a probafiiggvényben a c; ;) egyiitthatok linedris varidcids pa-
raméterek, mig «, az el6bbi fejezethez hasonléan, az effektiv toltést ki-
fejez6 nemlinearis varidciés paraméter. Mivel az alapallapot hullamfiigg-
vényének szimmetrikusnak kell lennie az r, és 7o felcserélésére nézve, a
prébafiiggvény t-ben paros kell hogy legyen. n = 0 esetén az elébbi feje-
zetben ismertetett egyszerii varidcios modszert kapjuk vissza. TObb szaz
varidaciés paramétert hasznalva Frankowski és Pekeris pontosnak tekint-
het6 eredményt kapott, amely szerint a hélium alapéllapotanak energiaja

Ey = —2,90372437703 hartree. (1.35)

Megjegyezziik, hogy a fenti ,,pontos” érték tulajdonképpen 0,02 szazalék-
kal alacsonyabb a kisérletileg mért értéknél. Ennek az a magyarizata,
hogy modelliinkben, a Hamilton-operator felirasakor, nem vettiik figye-
lembe az atommag mozgdsat, a relativisztikus és a kvantumelektrodina-
mikai hatdsokat. Ezeket is figyelembe véve ( a korrekcidk koziil a mag
mozgasabol szarmazo a leglényegesebb) Frankowski, Pekeris és Schwartz
a héliumatom alapallapotdanak energiajat (és a kisérletileg kozvetleniil
mérhetd ionizdcids enegidt) elméletileg kiszamitva a kisérleti adattal az
egymilliomodnyi relativ hibahataron beliili értéket kaptak. Ez a rendkiviil
pontos eredmény a kvantummechanika egyik legnagyobb sikerének szamit
[3].

1.3. A hélium gerjesztett allapotai

Ha az energiaminimalizaldas mddszerét gerjesztett allapotokra kivan-
juk alkalmazni, az (1.17) feltételrendszer szerint meg kell kovetelniink,
hogy a ¢ probafliiggvény ortogonalis legyen az Gsszes alacsonyabb energiaju
allapotra.

Ha a gerjesztett allapot impulzusmomentuma vagy spinje kiilonbozik
az alacsonyabb energiaju allapotokétol, akkor az ortogonalitds automati-
kusan teljesiil, igy nem kell explicit médon figyelembe venniink. Ilyen eset
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a 23S, a legalacsonyabb energidji orto allapot, melynek spinje és ennek
kivetkeztében a térbeli hullimfiiggvényének paritésa is kiilonbozik az 115
alapallapotétdél. Egykonfiguracios kozelitésben az egyik elektron az 1s or-
bitalon foglal helyet, mig a masik, mivel ugyanolyan irdnyitasu a spinje,
csak a kovetkezd, 2s orbitalon kaphat helyet. Figyelembe véve, hogy a
hullamfliggvény térbeli része antiszimmetrikus kell hogy legyen (a spin-
hullamfliggvény triplett allapotban szimmetrikus), a kovetkez6 egyszerii
prébafiiggvényt irhatjuk fel

¢23S(T17 7’2) = N[uls(rl)vgs(rg) — UQS(Tl)UQS(TQ)], (1.36)

ahol N normalasi tényez0. Az 1s és a 2s jellegli hullamfiiggvényekbe egy-
egy varidciés paramétert vezetiink be, melyek a hélium alapéllapotdhoz
hasonléan az elektron &ltal érzékelt effektiv toltést jelentik

us(r) = e " (1.37)
vas(r) = (1 - %) e % (1.38)
Képezziik akkor az (1.2) szerinti, ebben az esetben két paramétertdl fiiggd
figgvényt
(¢|H|9)
E(a, 8) = 22090 (1.39)
)
majd aklamazzuk az (1.16) feltételeket
OF OF
— =0, —=0. 1.40

Elvégezve a fent kijelolt szamitdsokat, az energiaminimalizdlas az o =
2,01 és B = 1,53 eredményhez vezet. Ez azt jelenti, hogy mig a belso,
1s elektront a kiils6 egyaltalan nem &rnyékolja le (s6t, egy kissé a mag
felé ,taszitja”), a belsé elektron a kilsét 0,47 elemi toltés mértékben
ledrnyékolja. Az allapot energidjara —2,167 hartree adédik, amely csekély
mértékben tér el a Hylleras tipusi sokparaméteres hullamfiiggvénnyel sza-
molt —2,175 hartree ,,pontos” értéktol.

Hasonlé a helyzet a 2'P és a 23P gerjesztett allapotokkal is, mert
ezek eltéré szimmetridjuk miatt automatikusan ortogonalisak az 115, 235
allapotokra, és egymasra is, ezért a varidcidos modszert tovabbi feltételek



1.3. A HELIUM GERJESZTETT ALLAPOTAI 21

nélkiil alkalmazhatjuk. Felirjuk az 1s és 2p tipusd orbitalokbdl felépitett
megfelel6 szimmetridji prébafiiggvényeket

Po13p(r1,T2) = Ni[u15(r1)vapm (re) £ vopm(r1)us(r2)]. (1.41)

Az m index a p orbitél (és a kételektronrendszer) orbitédlis magneses kvan-
tumszaméat jeloli, m = 0, £1. Az orbitédlok egyszerli esetben csak egy-egy
paramétertol, az effektiv toltéstol fliggenek

uis(r) = e " (1.42)
Vapm(T) = e Z Vi (F). (1.43)

A fenti képletben ¥ az r vektor szogeit jelenti, tehét a (6, ) gémbi koor-
dindtapéarost. Alkalmazva ebben az esetben is az (1.16) feltételeket, azt
kapjuk, hogy a 2' P dllapotra o = 2,00 és 3 = 0,97, ami azt jelenti, hogy
a belsé elektron teljes arnyékolast jelent a kiilsére nézve, mig forditva
egyaltaldn nincs hatas. Az allapot ily mdédon szamitott —2,123 hartree
energidja nagyon jol egyezik a sokkal igényesebben szamolt —2,124 hart-
ree ,pontos” értékkel. A 23P triplett allapot esetén o = 1,99 és 3 = 1, 09,
mig az igy szamitott energia —2,131 hartree a ,pontos” —2,133 hartree
értékhez képest.

Valamivel bonyolultabb a 21S gerjesztett allapot varidciés hullamfiigg-
vényének a meghatdrozasa, mert az allapot jellemzd impulzusmomentu-
mai és szimmetridi megegyeznek az alapallapotéval, ezért az ortogonalitast
kiilon ki kell kotniink. A megfel6en szimmetrizalt

P g(r1,72) = Nluis(r1)vas(r2) + vos(r1)uas(r2)] (1.44)

hullamfliggvény tetszoleges uis és vos orbitdlok esetén nem ortogondlis a
¢11g alapéallapotra. Azonban a

Po1s = Py g — P115{P115]P1g) (1.45)

képlettel definidlt hullamfiggvény értelmezésébdl kovetkezden mindig or-
togonalis lesz az alapallapotra. Byron és Joachain egy harom paraméteres,
az alapallapotra ortogonalis probafiggvény segitségével az energidat a
—2,143 hartree értékre minimalizalta, ami jol megkozeliti a —2,146 hartree
,pontos” értéket [3].

Hasonl6 médon a magasabban gerjesztett allapotok energidja és a
megfelel6 hullamfiiggvények is meghatarozhatok.
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1.4. Hartree mddszere

A héliumatomra ismertetett mddszerek vagy nem kielégitéek, vagy
tulsdgosan elbonyolédnak a tobb elektront tartalmazé atomokra alkal-
mazva. Ezért dltalanosabb, barmely atomra alkalmazhaté kozelito eljarast
kerestek. A Hartree—Fock-mddszer a legaltalanosabban hasznalt eljards az
atomok hullamfiiggvényeinek és energidinak meghatarozasara. Ennek egy
egyszeribb valtozata a Hartree-mddszer, amelyet névaddja 1928-ban fej-
lesztett Kki.

A moédszer alapotlete a fliggetlen elektronos kozelités, vagyis az a fel-
tevés, hogy minden elektron egy, a mag és a tobbi elektron &ltal keltett
atlagolt térben mozog. Ez azt jelenti, hogy az N elektront tartalmazo
atom elektronrendszerének valédi Hamilton-operatorat

H= é (—%Vf - Z) +> ri (1.46)

Ti i<j Y

egy olyan kifejezéssel helyettesitjiik, amelyben nincsenek egyszerre két
elektron koordinatajatol fliggd tagok, tehat felirhaté egyelektron opera-
torok Osszegeként

S| Z
Hp=>)_ {—Evf - =+ V(ri)} . (1.47)
i=1 Ti
Itt V(r;) a tobbi elektron altal keltett dtlagolt potencial, amelyet az i-edik
elektron ,érez”. Ha evvel az operatorral irjuk fel az elekronrendszerre a
Schrédinger-egyenletet

Hig¢(r,r2;...,rN) = Eg¢(r1, re, ..., IN), (1.48)
az egyenlet szepardlhaté N darab, egy elektronra felirt Schrodinger-egyen-
letre

1y Z
—Evi - + V(ri) | uq, (ri) = €uq, (ri), (1.49)

és az N elektront leiré hullamfliggvény az u,, (r;) egyelektron hulldmfigg-
vények szorzata lesz

d(r1,r2,...,I'N) = Uq, (T'1)Uqy (r2) - - Ugy (IN)- (1.50)
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A hullamfliggvények és a megfelel energidk meghatarozasdhoz hasznal-
hatjuk a varidciés modszert. A varidciot a ¢ fiiggvények azon osztdlyan
végezzilk, amelyek egyelektron hullamfiiggvények szorzataként felirhatdk,
tehat az (1.50) alakbdl indulunk ki. A funkciondl, amelyen a variaciét
végrehajtjuk, a kovetkezo lesz:

Bl = (9lHlo)
N
= Gty (20t (72) -ty () [Z (5% -2)+ 2 i]

i=1 i i<y i
X |thay (£1)tha, (T2) - - - Uay (rn)). (1.51)
Megkoveteljiik, hogy az egyelektron hullamfiiggvények normaéltak legyenek
(Ug, (r)|ug; (r)) =1; i=1,N. (1.52)

Ezeket a feltételeket késObb, a variacié végrehajtasanal figyelembe fogjuk
venni, ezért nem szerepel a ¢ norméja a nevezében az E[¢] funkcional
(1.51) értelmezésében. Felhasznalva a fenti norméldst, és azt, hogy a
Hamilton-operator tagjai csak egy vagy legtobb két elektron koordinajatol
fliggenek, azt kapjuk, hogy

N
Bld) = 3 (uaeo)l (—5 V2 = ) 1)

i=1 i
1
+ Z(uai (ri)uaj (r.]) | o |uai (ri)uaj (rj)>
i<j T'ij
= > 1o+ Jawa, (1.53)
i i<j
A fenti kifejezésben bevezettiik az egy elektron koordinatéja szerint vég-
zett I,, integralt, mely az a; éllapotban taldlhat6 elektron mozgasi és
maggal vald kolcsonhatési energiajanak atlagértékét adja
1 Z
Toy = Gy 10)] (59 = ) o 0, (154
2 T
illetve az a; és a; allapotban 1évé elektronok kolcsonhatdsi energidjanak
dtlagértékeét kifejezd Jg,q; Coulomb-integralt

Jasa, = <uai<ri>uaj<rj>|%|uai ()it (7). (1.55)
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Ezek utén az E[¢| funkciondl minimumadt kell megkeresniink a hulldm-
fliggvények normélasat biztosité mellékfeltételekkel

5E[¢] =0 <uai‘uai> = 1. (156)

A Lagrange-szorzo moddszerét hasznalva a fenti feltételeket egy képlettel
is felirhatjuk

5(E[¢] - Z Eq, <uai|uai>) =0. (157)

Itt az E,, mennyiségek az egyelére meghatarozatlan Lagrange-szorzok.
Amint azt az 1.1. alfejezetben bebizonyitottuk, a fenti feltétel atirhaté az
(1.8) képlethez hasonlé alakba, vagyis a varidciét elegend6 a bra vektorok
szerint végezni. Az (1.53) kifejezés felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

5 [t (=592 - 5 o)

i K3

1
+ Z(éuai uaj | - |uaiuaj> +
§>i T'ij

1
Z(uai 5”%’ | o |uai uaj >
Tij

j>i

—Eai<5uai|uai>} — 0. (158)

A Coulomb-integralokat kifejez6 masodik Gsszegben az i és a j indexeket
felcserélve Osszevonhatjuk egy Osszeg ald az azt megel6z6 integralokkal, és
a du,, variaciét kiemelhetjiik

Z <5uai |

%

1 Z 1
—§V§ -+ > (ua, | — o) = By | [ta;) = 0. (1.59)

g Y

Mivel a fenti egyenlet barmely du,, varidciora érvényes kell hogy legyen,
a kovetkez6 integro-differencidlegyenlet-rendszerhez jutunk:

1 Z 1
__sz - —+ Z<ua]-|_|ua]-> Uq, (ri) = Eaiuai(ri)7 (160)
2 T i ’I"Z'j

ahol ¢ = 1, N, vagyis minden elektronra felirhatunk egy ilyen egyenletet.
A fenti egyenleteket Hartree-egyenleteknek hivjuk, és formalisan ha-
sonlitanak a Schrodinger-egyenletre, ahol az i elektron az atommag —Z/r;
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terében és a tobbi elektron ,felhGje” dltal keltett 37, . (ua;[1/7ij|uq;) po-
tencidlban mozog. Ez alapjan az E,, szorzo fizikai értelme az ¢ elektron
energidja az a; allapotban, és orbitalenergianak nevezzik. Az egyenlet-
rendszer megolddsa azonban bonyolultabb, mint az egy elektronra felirt
Schrodinger-egyenleté, mert a tobbi elektron &ltal keltett potencial fiigg
az ug,; hullamfiiggvényektol, tehat az egyenletek csatoltak.

A megolddsra alkalmazott modszer az Onkonzisztens tér moddszere,
amely a hullimfiiggvények meghatarozasihoz iteraciét hasznal. A po-
tencidlok kiszamitasdhoz elészor egy ugj prébafliggvényrendszert haszna-
lunk. Ezen potencidlok felhasznalasaval numerikusan megoldjuk a diffe-
rencidlegyenleteket, eredményiil egy ucllj fliggvényrendszert kapunk. Ezek-
kel a fliggvényekkel 1jbdl kiszamitjuk a potencidlokat, és 1jbol megoldjuk
a differencidlegyenleteket. Az eljarast addig folytatjuk, amig a Hartree-
egyenletrendszer onkonzisztens nem lesz, vagyis a potencidl kiszamitasa-
hoz haszndlt hullamfiiggvények, és az egyenletek megoldasa nyoman ka-
pott hullamfiiggvények a hibahatdron beliill meg nem egyeznek egymassal.
A moddszer numerikus részleteire a kovetkezd alfejezetben és a differenci-
alegyenletek megoldésaval foglalkozo fejezetben még visszatériink.

A Hartree-médszer nagy hidnyossdga, hogy az (1.50) prébafiiggvény
nem felel meg a Pauli-féle kizarasi elv azon koévetelményének, hogy egy
elektronrendszer hullamfiiggvényének teljesen antiszimmetrikusnak kell
lennie. Ezt a hidnyossagot ellenstlyozandé figyelembe kell venniink, hogy
minden térbeli orbitdlon (egyelektron allapotban) csak legtobb két elekt-
ron foglalhat helyet. fgy az atomok elektronrendszerének hullamfiiggvénye
megfeleld kozelitéssel megkaphatd, jéval egyszeriibben, mint a Hartree—
Fock-médszer haszndlata esetén. Sok esetben a Hartree-fliggvényeket ki-
indulasi prébafiiggvényként hasznaljak a Hartree—Fock-mddszer alkalma-
zasakor.

Megjegyezziik még, hogy mivel a kiilonb6z6 elektronok altalaban nem
ugyanabban a potencidlban mozognak, ezért a Hartree hulldmfiigvények
nem feltétleniil ortogondlisak egymaésra.
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1.5. A Hartree—Fock-modszer

A Hartree-mddszer hibajat kikiiszobolendé a prébafiiggvényt teljesen
antiszimmetrikus alakban irjuk fel. Az ilyen, megfeleléen szimmetrizalt
probafiiggvénnyel végzett eljarast V. A. Fok orosz fizikus dolgozta ki 1930-
ban, ezért a médszert Hartree-Fock-mddszernek nevezziik.

Tudjuk, hogy a fiiggetlen-elektron kozelitésbdl addédé, szorzatként fel-
irt (1.50) hullamfiiggvényét az N elektront tartalmazo rendszernek, Slater-
determinans alakban felirva lehet teljesen antiszimmetrizalni. Az elektro-
nok térbeli és spin-koordindtdinak sszességét jeloljiik g;-vel (¢; = (ry, 0),
i = 1,N), az allapotokat, amelyben az elektronok taldlhaték pedig A-val
(A= a,B,...,v). A Pauli-féle kizarasi elv értelmében ugyanannyi (N)
betoltott allapot van, ahany elektron, mert minden allapotban csak egy
elektron tartézkodhat. Az uy(g;) egyelektron hullamfiiggvényeket, ame-
lyekbdl a Slater-determinanst felépitjiik, spin-orbitdloknak nevezziik.

Az N elektronbdl all6 rendszer hullamfiiggvényét ezek alapjin a ko-
vetkezOképpen irjuk fel:

ualq) up(q) -+ w(q)
¢(Q17Q2,..-7QN):\/% ua(qu) uﬁ(sqz) u”(;h) . (1.61)
ua(gn) uglan) -+ w(gn)

Amint az a B. Fliggelékben kidertil, egy tetszoleges impulzusmomentum-
allapotban talalhaté N-elektron-rendszer altalaban nem irhaté le egyet-
len Slater-determindns segitségével, hanem csak ezeknek linedris kom-
bindcidjaval. Azonban, ha csak az atomok alapdallapotdra szoritkozunk
(amikor a teljes S spin és a lehetéségekhez képest a teljes L orbitélis impul-
zusmomentum is maximélis), a rendszer hulldmfiiggvénye egyetlen Slater-
determindns alakjaban is felirhaté. Ebben az alfejezetben az atomoknak
csak ezekkel a legalacsonyabb energiaju, egy Slater-determinanssal kifeje-
zett allapotaival foglalkozunk.

Akarcsak a Hartree-eljarasnak, a Hartree—Fock-mddszernek is alapja
a varidciés moédszer, de prébafiiggvényként az (1.61) Slater-determinédnst
hasznaljuk. Az E[¢| = (¢|H|¢) funkciondlt kell minimalizalnunk, avval a
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mellékfeltétellel, hogy a spin-orbitdlok ortonormalt rendszert képezzenek

(uplur) =dun, A =am. (1.62)

Az (1.46) Hamilton-operdtort a szamitdsok konnyebb &attekinthetésége
végett két részre bontjuk, amelyek koziil az elsé az egyelektron opera-
torokat, mig a masodik a kételektron operatorokat tartalmazza

ol 1 Z
H, = Zhi; h; = —Evf - (1.63)
1
Hy, = —. .
= Yo (164
1<)
fgy a minimalizdland6 funkciondl a kovetkezo6 lesz:
El¢] = (¢|H1|9) + (¢|H2|p). (1.65)

A fenti matrixelemek kiszamitdsahoz az (1.61) Slater-determinédnst kom-
paktabb forméba irjuk

(q1,q2,- - qn) = \/—Z )" Pua(q1)up(q2) - - uv(qn)
= VNlAg¢y, (1.66)

ahol P-vel a ¢; koordinatdk permutécidjat jeloltiik, ¢ g-val a nemszimmet-
rizalt szorzat hullamfiiggvényt

o = ualq)ug(ge) - - - un(gn), (1.67)

mig A az antiszimmetrizalé operator, vagyis
1
A= ;(—1)1313. (1.68)

Ennek az operatornak a hatdsa egy tobbelektronrendszer hullamfiggvé-
nyére az, hogy teljesen antiszimmetrikussa teszi az elektronkoordinatak
felcserélésére nézve. Ezért a mar teljesen antiszimmetrikus hulldmfiigg-
vényre semmilyen hatdssal nincs. Mds szédval, az antiszimmetrizalé opera-
tor egy projektor, mely a Hilbert-teret vetiti le a teljesen antiszimmetrikus
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hullamfiiggvények altal alkotott altérre, és rendelkezik a kovetkezé tulaj-
donsaggal:
A? = A. (1.69)

FEzenkiviil észrevessziik, hogy a H; és a Ho operatorok invariansak az
elektronkoordinatdk felcserélésére nézve, igy ezek felcserélheték lesznek
az antiszimmetrizdlé operatorral

[Hi,A] = 0 (1.70)
[Hy,A] = 0. (1.71)

Ezek utan készen &llunk arra, hogy kiszamitsuk az (1.65) métrixelemeket.

(p|H1|p) = NUou|AH1Alpn) = NN on|H1A%|ow)
= Nou|H1A|om), (1.72)

ahol felhasznaltuk az (1.70) és az (1.69) tulajdonsdgokat. Behelyettesitve
az antiszimmetrizalé operdtor (1.68) kifejezését, a Hy (1.63) képletét, vala-
mint felhasznalva azt a tulajdonsigot, hogy minden h; egyelekton operator
csak a megfeleld g; koordinatdji elektron hullamfliggvényére hat, azt kap-

juk, hogy
N N
(@[Hilg) = Y > (=D (dulhiPlow) = (ur(gi)lhslux(a))
i=1 P i=1

v

= ) (un (@)l hilun(a))- (1.73)

A=«

A fenti szamitasban figyelembe vettiik az u) spin-orbitélok (1.62) orton-
ormalasi Osszefiiggéseit, amelyek kovetkeztében minden permutédcid sze-
rinti Osszegbdl csak egy tag marad meg. Végil az elektronkoordinatak
szerinti Osszegzést a betoltott allapotok szerinti Osszegzéssé alakitottuk
at, mert a Pauli-féle kizarési elv értelmében a kettd ugyanazt jelenti.

A h; métrixelemére bevezetjik ugyanazt az (1.54) jelolést, mint a
Hartree-médszer esetében

Ix = (ua(qi)|hilux(gi)), (1.74)
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és igy az (1.65) funkciondl elsé tagjat a kovetkez6képpen irhatjuk fel:

(9| H1lg) = ZIA (1.75)

Hasonlé meggondoldsokbdl az E|[¢] funkciondl kételektron operatoro-
kat tartalmazo része a kovetkezdképpen irhato:

(p|Halp) = N!<¢H|AH2A|¢H>_N'<¢H|H2A|¢H>

= Y > (- ¢H|—P|¢H>

1<j P

= S {oul—(1 - Py)lén). (1.76)

i<j T'ij

A fenti szamitasban figyelembe vettiik, hogy a ¢ g-t alkoté uy fliggvények
ortogonalitasa miatt adott 7,7 kombinécié esetén a permutaciok szerinti
osszegb0l csak az a két tag marad meg, amelyekben az uy és az u, fligg-
vények a ¢; és a q; koordindtdktdl fiiggenek, barmely lehetséges sorrend-
ben. A P;; operator az i és j elektron koordindtdit cseréli fel.

Attérve az elektronkoordinatdk szerinti Osszegzés helyett az egyelekt-
ron-allapotok szerinti Osszegzésre, azt irhatjuk, hogy

(¢lHa2l0) = > <U>\(Qi)“u(qj')|%j‘UA(%’)UM(%»

A<p
—<uA<qi>uu<qj>%\uu(qz-)m(qm. (L.77)

A fenti 6sszeget N (N — 1)/2 orbitalpéarra kell elvégezni. A matrixelmeket
a kovetkezSképpen jeloljik:

Ty = <uA<qi>uu<qj>|%j|uA<qz->uu<qj>> (1.78)
Kye = (unla)uae;) - (05 ) (1.79)

ahol Jy, a Coulomb- vagy direkt integrdl, mig K, a kicserélédési in-
tegral. Ha a fenti Gsszegzést kiterjesztjiikk minden A, py-re, akkor egyrészt
a A = u tagok mind nulldk lesznek, mert Jy) = K\, masrészt az indexek
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felcserélhetOsége miatt az Osszeg egyszeriien megkétszerezddik. fgy a Hy
matrixelemére azt kapjuk, hogy

(G1H6) = 5 D 1 — Kl (1.50)
Ap

ahol az Osszegzést most mar mind az N betoltétt A és p allapotra kell
elvégezniink.
Ezek utan az (1.65) funkciondl a kévetkezd alaku lesz:

El¢] = I+ % > [ — Kol (1.81)
A A

A fenti funkcionalt az (1.62) mellékfeltételek figyelembevételével kell
minimalizalnunk. Akarcsak az el6z6 fejezetben, a Lagrange-szorzé madd-
szerét hasznaljuk, tehat a kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel:

) (E[QS] — Zemwu@) = 0. (1.82)
A

Létjuk, hogy az N2 darab e au Lagrange-szorzé egy hermiti matrixot alkot.
Bebizonyithatd, hogy ez egy megfelel6 unitér transzformacioval mindig di-
agondlis alakra hozhaté. A tovabbiakban feltételezziik, hogy ez a diago-
nalizalds mér megtortént, vagyis €y, = E)\dx,- fgy a variaciés egyenlet az
(1.57) alaki lesz
(5E[(Z)] - ZE)\(5<U)\‘ZL)\> = 0. (183)
A

A Hartree-médszernél ismertetett modon elvégezve a variaciét, a kovet-
kez6 egyenletrendszerhez jutunk:

1 A 1 1
_§Vz2 -t Z(UMFWM ux(q;) — Z(UM\FW,\WM(%) = Eyux(gi),
i m ij

B v
(1.84)
ahol A felveszi mind az N betoltott allapotnak megfelel6 értéket o és v
kozott. A fenti egyenletek a Hartree—Fock-egyenletek, amelyek a Hartree-
egyenletektdl a kicserélodési integrdalokban kiilonboznek. Lényeges megje-
gyezniink, hogy a Hartree-Fock-potencidl (a Hartree-félével ellentétben)
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minden elektron esetében ugyanaz, ezért az egyenletrendszer megoldédsa-
ként kapott u, Hartree—Fock-orbitdlok mind ortogondlisak lesznek egy-
mAsra.

Ertelmezziik a direkt és a kicserélédési operatort:

1

Vita) = Gl = Vi) (1.85)
V(g fa) = <uu|%j|f>uu<qi>, (1.86)

ahol f(q;) egy tetszOleges fiiggvény, majd ezek alapjan a direkt és a ki-
cserélodési, potencidlokat:

Vi) = > Vi) (1.87)
I

V¥g) = D V(@) (1.88)
M

Ezekkel a jelolésekkel az (1.84) Hartree-Fock-egyenletrendszer kompak-
tabb formaba irhaté

—%V? - g +V4(r;) + Vex(qi)] ux(qi) = Exux(g;). (1.89)

i

Fzt az egyenletrendszert is az onkonzisztens tér modszerével oldjuk
meg. Hozzuk azonban elobb olyan alakra, amelyre a jél bevalt numerikus
modszerek kozvetleniil alkalmazhatok.

Valasszuk el6szor kiilon a hullamfiiggvény spintol fiiggd részét

ux(gi) = ur(ri)Xom (04), (1.90)
ahol a x,,» spin-orbitdlok ortonormaéltak

és m) jelenti a A dllapotban taldlhat6 elektron magneses spin-kvantumsza-
mat. Behelyettesitve az (1.90) kifejezést az (1.84) egyenletrendszerbe, a
Hartree—Fock-egyenleteket felirhatjuk csak a térbeli koordinataktdl fiiggd
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hullamfliggvényekre is
——V2 - + Z M qu> ux(rs)

1
—Z%Am (l —luayup(r) = Exux(ry),  (1.92)
Tij

A = Qv

Altaldnos esetben a fenti parcialis differencidlegyenleteket harom di-
menziéban kell megoldani. Ha a potencidlok, amelyekben az elektro-
nok mozognak nem gombszimmetrikusak, akkor a megoldas nagyon el-
bonyolddik. Be lehet bizonyitani azonban azt, hogy zart héju atomok
esetén a Hartree—Fock-potencial gombszimmetrikus. Ezt a bizonyitdst a
potencial direkt részére mutatjuk meg. Legyen

+1/ +’
Vv, (r) =2 Z Vi () =2 > (Ui \—\uw N (1.93)
m/==1'
az n'l’ kvantumszamokkal jellemzett betoltott elektronhéj altal keltett po-
tencidl, ahol a kettes faktor a kétféle spin irdnyitasbol szarmazik.

Ha a potencial gombszimmetrikus, akkor az egyes hulldmfiiggvények

esetén kiilonvalaszthatjuk a radidlis és az orbitalis részt

1 .
un/l/mg (I‘j) = ;Pn’l’(rj)}/l/m; (I‘j). (194)

Ha ilyen hullamfiiggvények feltételezése mellett a zart héj potencialja
gombszimmetrikusnak adédik, akkor feltételezésiink konzisztens. Ezen
hullamfliggvények felhasznaldsaval az (1.93) potenciélt a kévetkezéképpen
lehet kiszamitani:

Vi (rs) _2/ drj| P () /er ‘ \Yl/m;(fj)y?. (1.95)
=0

Ismert, hogy a gombfiiggvények négyzetének magneses kvantumszamok
szerinti Osszege konstans

+U’
. 20+ 1
> Wiy (85)* = —— (1.96)

r__ 1
m;= l
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Az 1/rjj-t az (A.11) multipélussorba fejtjiik (I és m; szerint). Ezek utan
az T szogek szerinti integrdl trivialis médon elvégezhetd, és ldtjuk, hogy a
sorfejtésben szereplo végtelen G6sszegbdl csak az [ = 0, m; = 0 tag marad
meg. Ezek alapjan az nl héj altal keltett direkt potenciadl a kévetkezo
radidlis integral segitségével szamithato:

0 1
Vg/l/(ri) = Vg’l’(ri) = 2(2l, + 1)/ |Pn/l/|2r—d7"j. (197)
0 >

Latjuk, hogy a fenti potencidl mar nem fiigg az r; szogeitol. Hasonlokép-
pen be lehet bizonyitani (ldsd pl. Bransden és Joachain [3]), hogy zart
héjak esetén a V7 kicserélédési potencidl is gombszimmetrikus.

Tudjuk kvantummechanikabdl, hogy ha a hullamfiggvényt gombszim-
metrikus potencidlban keressiik, akkor az az (1.94) médon szeparéalhatd, és
igy a Hartree—Fock-egyenletrendszer megoldasa a kévetkezo radialis egyen-

letrendszer megoldasava egyszeriisodik:

1 I+ 7 4 .
9 d’l"iz 2ri2 - r_z +V (TZ) -V (TZ) Pnl(rz) - Eannl(Tz)y
(1.98)

ahol a

Vi) = D Viu(r) (1.99)

n’l’
V() = Y V(i) (1.100)
n'l’

potencidlokat az Osszes betoltott alhéj kelti.

Tehat Osszefoglalva, az atomok hullamfliggvényeinek és energiadlla-
potainak meghatarozasa a Hartree—Fock-mddszer segitségével a kovetkezo
lépésekben torténik:

1. az (1.99)—(1.100) potencidlok kiszamitasa a Slater-determindns alak-
ban felirt probafiiggvények segitségével;

2. az (1.98) differencidlegyenlet megoldésa;

3. a fenti két 1épés ismétlése, amig az egyenlet 6nkonzisztens nem lesz.
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Amint az el6bbiekb6l kideriil a Hartree—Fock-mddszer numerikus alak-
ban szolgaltatja az egyes orbitdloknak megfelel6 hullamfiiggvényeket. Sok
esetben azonban igen hasznosnak bizonyul a hulladmfliggvényeket anali-
tikus alakban megadni. Ekkor egy néhany paramétert tartalmazé, ana-
litikus alakban felirt fiiggvényt ré szoktak illeszteni a numerikus meg-
oldasra. A leggyakrabban erre a célra haszndlt analitikus fiiggvények a
Slater-orbitalok. Az egyik legteljesebb tablazatot a kiilonb6z6 atomok és
ionok Slater-orbitdlokbdl felépitett atomi orbitaljairdl és ezek energidirdl
Clementi és Roetti k6zolték 1974-ben [4].

1.5.1. A berillium alapallapota

Alkalmazzuk a Hartree—-Fock-mddszert egy viszonylag egyszerii esetre,
a négy elektront tartalmazé berilliumatom alapallapotara. Két elektron
az 1s, ketté pedig a 2s térbeli orbitalon foglal helyet, paronként ellentétes
spinnel.

Az (1.61) Slater-determindnst ebben az esetben a kovetkez6képpen
irhatjuk:

wist(q1) wis (q1) u2st(q1) u2s(qr)
L] uisr(q2) wisy(q2) wost(q2)  uas)(q2)

41,492,493, 4 = = )
01: 42,43, 4) VA | uis1(g3) wisp(g3)  u2si(g3) uas)(g3)
U1s1(qa) Uis)(qa) u2s1(qa) u2s)(qa)

(1.101)
mig az (1.89) egyenletben szereplé V = V4 + V™ HartreeFock-potencidl
a kovetkez6 alaki lesz:

V= Vi + Vi Ve VaL - (VS + VI R VR VD). (1102)

A felfelé mutaté nyilak az egyik (a) spin-dllapotot, mig a lefelé mutatdk a
[ spin-dllapotot jelentik. A direkt és kicserélddési potencidlokat az (1.85)
és az (1.86) képletek adjdk meg.

Az egyes spin-orbitalok esetén kiilonvalasztjuk a térbeli és a spin-
koordinatatol valé fliggést:

u1s1(q) = wis(r)a (1.103)
ulsl(q) = uls(r)ﬁ (1104)
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ugs1(q) = ugs(r)a (1.105)
ugs|(q) = u2s(r)B. (1.106)

Alkalmazzuk most esetiinkre az (1.92) alakban felirt Hartree-Fock-egyen-
leteket. A VldST és a V[ hatédsa az uys(r)a orbitdlra azonos lesz, és igy
kiejtik egymadst, mig a V5] (a Vi |-vel ellentétben) nulldt eredményez.
Hasonl6 médon elemezve a direkt és kicserélédési operatorok hatasat az
u1s(r) B, ugs(r)a és ugs(r)B orbitdlokra, a spin hullamfiiggvényekkel valé
egyszerisités utan azt kapjuk, hogy csak két linedrisan fiiggetlen egyen-
letiink marad:

[—%W - g + VAL (r) + 2Val(r) — v;g(r)} uis(r) = Eiguis(r) (1.107)

[—%W - g + Vil (r) + 2ViL(r) — fo(r)} ugs(r) = Eaguas(r), (1.108)
ahol a

Vi) = ()i ) (1.109)

VEEMI0) = (sl =g 0 ma(r) (1.110)

operatorok mar csak a térbeli koordinatakra hatnak.

A fenti egyenletek haromvaltozos parcialis differencidlegyenletek. Mi-
vel a benntik szereplé potencidlok gombszimmetrikusak, ezért a megol-
dasok orbitalis részét a gombfiiggvények adjak. Az s allapotok esetén
Yoo(£) = 1/V/4r konstans, és u,24(r) = r‘lPlygs(r)Yoo. A Py o, radidlis
hullamfiiggvényekre felirt radidlis egyenletek ebben az esetben igen egy-
szerl alakot oltenek, mert [ = 0

1d> Z

[_EW = V() + 2V5(r) - V;s””@“)] Piy(r) = B P(r) (1111
1 d? 7 d d o

—5gE VA 2V ~ V() | Pa(r) = BaoPay(r)(1.112)

A fenti egyenletrendszer megoldhaté a mar ismertetett 6nkonzisztens tér
modszerével.
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1.6. Tobbkonfiguraciés hullamfiiggvények
hasznalata

Rendkiviili hasznossiga ellenére a Hartree-Fock-médszer csak kor-
latozott pontossagu, mivel az atomi elektronrendszer hulldmfiiggvényét
egy adott konfigurdciéval kozeliti, amely szerint az egyes elektronok jél
meghatarozott orbitalon tartézkodnak, a mag és a tobbi elektron atlagolt
terében mozogva. Az elektronok ko6zotti kolesonhatasok azon részét, ame-
lyet nem foglal magaba ez a kozelités, korreldcids kolcsonhatdsnak ne-
vezzik. Az atom ,pontos” (nemrelativisztikus és a mag mozgéséat elha-
nyagold) energidja és a Hartree-Fock-mddszerrel szamolt energia kozotti
kiilonbség a korrelaciés energia

Exorr = pontos — Exr. (1113)

A korrelacidés energia mindig negativ, mert a Hartree—Fock, mint minden
variaciés modszer, feliilrol kozeliti meg a ,,pontos” értéket.

Az eddig bemutatott szamitasokban a korrelacios kolcsonhatast a Hyl-
leras tipusu hullamfliggvényt haszndlé varidciés médszer esetén vették fi-
gyelembe, ahol a probafiiggvény explicit médon tartalmazza az elektronok
kozotti tavolsagot. Ketténél tobb elektront tartalmazé rendszer esetén
azonban a moddszer nagyon elbonyolédik, mivel a hullamfiiggvényeknek
N(N —1)/2 relativ koordinatét kellene tartalmazniuk, ahol N az elektro-
nok szama.

Tobb elektront tartalmazd rendszer esetén sokkal célravezetobb a vari-
acids probafiiggvényt tobb konfiguracié linearis kombindcidjaként keresni,
ahol a variaciés paraméterek az egyiitthatok lesznek.

A médszer azon az elven alapszik, hogy barmely hullamfiiggvény (ese-
tiinkben az N-elektronrendszert leir6 ® proébafiiggvény) kifejthetd egy
adott bazis szerint

®=> cii. (1.114)

A {¢;} bézis dltaldban a rendszer olyan kozelité Hamilton-operdtordanak a
sajatfiiggvény-rendszere, mely egyelektron operatorok Gsszegeként irhatd
fel. Ezek az egyelektron operatorok lehetnek az (1.89) egyenletekben sze-
replé Hartree-Fock-operdtorok, az (1.60)-ban szereplé Hartree-operdto-
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rok, csak a mag potencialjat tartalmazd, hidrogénszerti hullamfiiggvénye-
ket szolgdltatd operdtorok stb. Egy ilyen operdtor sajatfiiggvényrendszere
végtelen dimenzi6ju ortonormalt bazist képez, mert végtelen sok sajatal-
lapot lehetséges mind a diszkrét, mind a folytonos spektrumban. Gya-
korlati szamitds esetén az (1.114) végtelen Osszegbdl természetesen csak
véges szamu tagot tarthatunk meg. Ugy kell megvalasztanunk a bézis-
fiiggvényeket, hogy az (1.114) sor minél gyorsabban konvergiljon, és a
¢; egyiitthatdk egy bizonyos ¢ utan elhanyagolhaték legyenek. Ez akkor
érheto el, ha mar az els6 konfiguracié elég jol leirja az elektronrendszert.

Tételezzik fel, hogy a fenti 6sszegbd@l az els6 n tagot tartjuk meg,
vagyis a prébafiiggvény

n
®=> ciy (1.115)
i=1
lesz. Képezziik szokas szerint az
(O H|®)
= 1.116
funkciondlt, mely ebben az esetben n darab, linearis paramétertol fog
fliggeni
i | H Y e H
E(ci,c,...,¢n) = i adill 3¢9 _ 2ig Aty (1.117)
(> Cz‘¢z‘|zj Cj¢j> Zi,j ciejSij
Itt bevezettiik a
Hij = (¢ H|¢;) (1.118)
matrixelemeket, és az
Sij = (¢l é;) (1.119)

atfedési integralokat.
A Rayleigh—Ritz variaciés mddszert alkalmazva kikotjiik, hogy

oF _ > Hijei (35 ciejSij) — 225 8ijei (32, 5 ¢ ¢j Hij)
oc; (X, cie;Sij)?

) 7 i

=0, (1.120)

ahol 7 = 1, n. Felhasznélva az (1.117) képletet, azt kapjuk, hogy

chHij - chSUE = 0, (1121)
J J
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vagy atrendezve
> ci(Hij — SiE) = 0, (1.122)
J

ahol i = 1,n. Ha a bdzisunk ortonormélt, S;; = d;j, és a fenti linedris
homogén egyenletrendszeriink egy sajatérték-problémava egyszeriisodik

> ¢i(Hij = 6,5E) =0, (1.123)
J

vagy matrixforméban felirva

Hy - F Hi Hy, c1
Hoq Hyp—FE --- Hs, C2

. . , =0 (1.124)
Hp Hpo oo Hpp—F Cn

A fenti egyenletrendszernek természetesen csak akkor van a banalistél
kiilonb6z6 megolddsa, ha a rendszer determindnsa nulla

Hy - FE Hyo Hy,
Hoyq Hyp—FE --- Hs,
_ , , —0. (1.125)
Hnl Hn2 e Hnn - F

Ebbdl az n-ed foka egyenletbdl az E sajatértékek kozvetlentl is meg-
hatarozhaték. A legalacsonyabb érték fels§ hatart szab az alapéllapot
energidjanak, mig a tobbi a gerjesztett allapotok energidit fogja feliilrél
kozeliteni. Az energiaértéket behelyettesitve az (1.123) egyenletrendszer-
be, a ¢; egyiitthatdk, és igy a sajatfliggvények is meghatarozhatdk.

Ez a kozvetlen médszer nagyobb n esetén igen elbonyolédik. Elonyd-
sebb olyankor a rendszer H;; matrixat valamilyen numerikus moédszerrel
(pl. Jacobi) diagonélis alakra hozni, és igy a sajatértékeket és a sajatfiigg-
vényeket kozvetleniil megkaphatjuk. A sajdtértékek a diagondlis alakra
hozott matrix atlgjan talalhatd elemek lesznek, mig a sajatfiiggvények
egylitthatdi a transzformaéciés matrix oszlopaibdl olvashatok le.

Megjegyezziik, hogy az (1.115) sorfejtésben csak olyan ¢; konfigurdci-
Ok szerepelhetnek, amelyek szimmetridi megegyeznek a keresett ® allapot
szimmetridival, beleértve az impulzusmomentum-allapotot is.
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Példaul ha a héliumatom 1Sy alapallapotat akarjuk lefrni, csak olyan
konfiguracidkat vehetiink figyelembe, amelyeknek mind a spinje, mind az
orbitalis momentuma nulla, és a térbeli koordinataktdl fliggd hullamfiigg-
vénye szimmetrikus a koordinatak felcserélésére nézve (mivel szingelet &l-
lapotban a hulldmfiiggvény spintél fiiggd része antiszimmetrikus). Ezért
példaul az 1s2p vagy a 2s2p konfiguraciékat eleve kizarhatjuk. Vegytlink
figyelembe az egyszertiség kedvéért csak harom konfiguraciét:

118y = ¢1(15%) + ¢2(1525) + c3(2p?). (1.126)

Ezeket a konfigurdcidékat oly mdédon kell felirnunk, hogy szimmetridjuk,
impulzusmomentumuk megegyezzék a keresett allapotéval. Az elsé konfi-
guricié esetében ez nagyon egyszeri

(15?) = 1s(r1)1s(r2), (1.127)

mert a szorzat orbitalis impulzusmomentuma nulla, és szimmetrikus a ko-
ordinatak felcserélésére nézve. A masodik esetben a szorzatot mar szim-
metrizali kell

(1525) = %[18(7“1)23(7“2) +25(r1)1s(ra)], (1.128)

mig a harmadik esetben meg kell keresntink a szorzatok (vagy altaldnosabb
esetben a Slater-determindnsok) olyan linearis kombinaciéjat, mely az L =
0 értékhez tartozo sajatfiiggvénye az impulzusmomentum-operatornak. A
B. Fiiggelék (B.9) sorfejtését erre az esetre alkalmazva azt irhatjuk, hogy

11100) = C%9,,|1-111) + C%,|1010) + C90, ,|111-1), (1.129)

vagy behelyettesitve a Clebsch—Gordan-egyiitthatok értékét, és visszatérve
az elobbi jelolésre

1
(2p%) = ﬁ[2p—1(1‘1)2p+1(1‘2) — 2po(r1)2po(r2) + 2p41(r1)2p-1(r2)],
(1.130)
ahol az orbitalok alsé indexei a megfelel6 magneses kvantumszamot jelolik.



2. FEJEZET

A STACIONARIUS PERTURBACIOS
MODSZER

2.1. Bevezeto a perturbaciés moédszerhez

Ha egy rendszer H Hamilton-operdtordnak segitségével felirt Schro-
dinger-egyenletet nem tudjuk egzakt mdédon megoldani, prébéalkozhatunk
a Hamilton-operator olyan

H=H+H' (2.1)

felbontdsaval, ahol a HY sajatfiiggvényeit ismerjiikk. Ha a H’ része az
operatornak nem tul jelentSs, ez perturbaciénak tekinthet6. Ebben az
esetben H-t perturbélatlan Hamilton-operatornak nevezziik.

A perturbéciés modszer alkalmazasakor kiilon kell targyalnunk azokat
az eseteket, amikor a H? operdtor EY sajatértéke elfajult vagy nem. Nem
elfajult perturbélatlan allapot esetén a sajatértékhez csak egy W, sajatal-
lapot tartozik

HU), = EQU,.. (2.2)

Ha a H operdtor sajatértékeit és sajatfiggvényeit sorbafejtjiik a H' per-
turbacié erssége szerint, 1épésrol 1épésre megkaphato ezeknek a mennyisé-
geknek a kiilonb6z6 rend(i perturbécids korrekcidja (14sd pl. Messiah [14]).
Ha a perturbacié nem til nagy (az energiakorrekciok sokkal kisebbek az
energiaszintek kozotti kiilonbségnél), mar az elsé néhdny korrekciés tag
figyelembevétele j6 eredményt szolgaltat.



2.1. BEVEZETO A PERTURBACIOS MODSZERHEZ 41

Az energia elsérendii perturbécios korrekciéjat egyszeriien az
1
By = (Wil H'|Wy) = Hy, (2.3)
diagonédlis matrixelem adja.

Ennél jéval bonyolultabb a hullamfliiggvény elsérendil és az energia

mésodrendil korrekciéjanak kiszamitdasa. A hullamfiiggvény \Ill(gl) els6ren-

di korrekcigjara a kovetkezd egyenletet kaptdk [3]:
H° — E)OY + (7 — EM)w, = 0. (2.4)

Ennek a megoldéasat a
o) — E ——mk__ 2.5

Osszeg adja, amelyet a legtobb gyakorlati esetben pontosan nem lehet
kiszamitani, mert az m szerinti Osszegzést a W,, bazisfliggvények teljes
rendszerére el kell végezniink, ami altalaban végtelen Osszegzést jelent.
Ennek fiiggvényében adhaté meg az energia méasodrendii korrekciéja

EY = (w0 - E|w)). (2.6)

Elvégezve a behelyettesitéseket, az

eSS

m#£k

[Hy .
Ek - Em
Osszeghez jutunk, amelyet szintén csak néhany speciélis esetben lehet pon-
tosan kiszdmolni.

A magasabb rendii perturbacios kozelitésekre is fel lehet irni a kép-
leteket, azonban a benniik szereplé végtelen Osszegek miatt a konkrét
szamitasok egyre bonyolultabbd valnak.

Ha a HY operator E,g sajatértéke, amelyre a perturbéacios korrekcidkat
ki szeretnénk szamitani, elfajult, az el6bbi képletek bonyolédnak. Legyen
a {Ug,} rendszer az E,g sajatértékhez tartozd sajatfiggvényrendszer

HWy, = E)W,;  r=1,g, (2.8)
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ahol g az Eg energiaszint elfajultsdganak mértékét jelenti. Az Eg—hoz
tartozo sajatfiiggvények alterén tetszoleges, g elembdl all6 bézist alkotha-
tunk. Feltételezziik, hogy a Wy, bazisfiiggvények ortonormaltak

(g’kr‘wks> = 51”5; s = 179' (29)

Bebizonyithaté [14], hogy az Ej energiaszint elsérend(i perturbéciés kor-
rekcidit a kovetkez6, determinans segitségével felirt egyenlet szolgaltatja:

(U |[H' | py) — B (U | H |Ogo) oo (W |H W)
(Vo H|Wpa)  (Ugol H'[Wgo) — BV oo (W H' W)
(W H'[ W) (Uho|[H [Wgo) oo (U |H' W) — B

=0. (2.10)

Fnnek a g-ed foku egyenletnek a gyokei E,ill), E,ilz), . ,E,glg). Ha a gyokok
mind kiilonbéznek egymastdl, a perturbacié teljesen megsziinteti az elfa-
jultsagot. Ha néhany gyok egybeesik, igy az elfajultsag csak részben tlinik
el, mig ha mind a g gyok egybeesik, gy a perturbacié nem befolyasolja
az elfajulas mértékét.

A fenti egyenletet kozvetleniil is megoldhatjuk, vagy (a sajatérték-
problémdkhoz hasonléan) diagondlis alakra hozhatjuk a (Vp,.|H'|Uys)
matrixot, és igy az &atlén taldlhaté elemek automatikusan az E,(; kor-
rekcidkat adjak. Ha a Wy, fliggvények kiilonbozé sajatértékekhez tartozd
sajatfiiggvényei a H' perturbdcids operdtornak, a H’ métrixa automati-
kusan diagonélis lesz.

2.2. A héliumatom alap- és gerjeszett
allapotai

A héliumatom (1.21) Hamilton-operatorat, a perturbaciés maddszer
alkalmazasdnak érdekében, a (2.1) szerint két részre bontjuk. A per-

turbdalatlan Hamilton-operator a két elektronnak az atommag koriili fiig-
getlen mozgésat irja le



2.2. A HELIUMATOM ALAP- ES GERJESZETT ALLAPOTAI 43

mig az elektron-elektron kélcsonhatdst perturbéaciénak tekintjiik
1

H =—. (2.12)
12

2.2.1. Az alapallapot elsérendii kozelitésben

A hélium 1'S alapéllapotdaban a hullimfiiggvény spintél fiiggd része
antiszimmetrikus, ezért a térbeli hullamfiiggvény szimmetrikus lesz, és az
(1.18) képlethez hasonléan szorzat alakban irhatjuk fel

\II(TDT?) = ¢ls(rl)wls(r2)- (213)

Mivel a perturbalatlan Hamilton-operator felirhaté két, egyelektron
operator osszegeként

H° = H) + HY, (2.14)
a
HU = Ey0 (2.15)
Schrodinger-egyenlet szeparalhaté két, egy elektronra felirt Schrodinger-
egyenletre
H)prs(ri) = Egprs(ri);  i=1,2 (2.16)
vagy részletesebben kiirva
1 Z ,
<—§Vz2 - ;) VY1s(ri) = Eihrs(ri); i =1,2. (2.17)
1

A fenti egyenlet a hidrogénszerti ionra felirt Schrodinger-egyenlet, amely-
nek sajatértékeit és sajatfiiggvényeit jol ismerjiikk. Az alapéllapotra

22
B = —% (2.18)

3
wmm::Jg%%. (2.19)

fgy a héliumatom alapallapotanak energidja nulladrendii kozelitésben
Ey=FE| +Ey=—-27* (2.20)

lesz.
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Szamitsuk ki az alapéllapot energidajanak elsérendii perturbacios kor-
rekcidjat:
EW = (U(ry, )| H'|U(ry,72))
1
= (1/113(7“1)1/113(7‘2)\5\wls(n)wls(rz)>. (2.21)

A fenti matrixelem az A. Filiggelékben leirt médszerrel, a (A.20) képlet
segitségével kiszamithat6. A radialis integralok a hullamfiiggvények (2.19)
alakjat felhasznalva analitikusan meghatarozhaték. Ezek utdn az elsGren-
dii perturbacids korrekcio értékére

EW = gz (2.22)
adédik. A héliumatom alapéllapotanak energidja ebben a kozelitésben
E=-7°+ gz = —2,750 hartree = —74,83 eV (2.23)

lesz, amely még elég durvan kozeliti a ,pontos” —2,90372 hartree értéket.

2.2.2. A variacios-perturbacios maédszer

Amint a fejezet bevezetéjében lattuk, mar az energia masodrendii kor-
rekciéjanak meghatarozasa is bonyolult feladat, mert végtelen 6sszeget kell
kiszamitani. Ezt, és a magasabb rendii korrekcidékat a varidcidos mddszert
hasznélva lehet kozelitéleg meghatarozni, igy a két moédszer kombinacio-
jarol beszélhetunk.

Ismertnek tekintjiik az Eg nem elfajult, perturbélatlan allapot energi-
ajat, az ehhez tartozo ¥y sajatfiiggvényt, valamint a konnyen kiszamithato
E,il) els6rendi korrekcidt.

Tekintstink egy gb,(:) variaciés probafiiggvényt, mellyel a \I/,(:) els6rendl
korrekci6t szeretnénk kozeliteni. Ertelmezziik a kovetkezd funkciondlt:

Fi[o)] = (o |H® — Eyloy”) + 20" |H' — BV |wy), (2.24)
SFy = (560 HO — Brlol)) + (¢ |HO — ED|ooL")
+2000" 1H' — BV |wy)
= 200" | [(H® = Epley”) + (H' = E{)|wg)| . (225)



2.2. A HELIUMATOM ALAP- ES GERJESZETT ALLAPOTAI 45

A §F; = 0 varidcios feltétel (barmely 5¢,(€1)-re) igy a kovetkezd egyenlettel
egyenértékii:
(H° — E)olV + (H' — EV)w, = 0. (2.26)

Ez az egyenlet ekvivalens a \If,(j) elsérendii korrekciéra felirt (2.4) egyenlet-

tel, ami azt jelenti, hogy a dF; = 0 feltétel akkor teljesiil, ha d),(:) = \P,gl).
Ugyanakkor

nEeW] = @WHE - B oWy 42wV H - BV W)
= W H - EWV|w,), (2.27)

amelyet a (2.6) képlettel 6sszehasonlitva azt talaljuk, hogy megegyezik az
Ek2 korrekciéval.

Ha E,g a perturbalatlan alapallapot energidja, az (1.14) egyenl6tlenség
bizonyitasdhoz hasonléan kénnyen ki lehet mutatni, hogy

E® < mpM), (2.28)

vagyis az Iy [gzb,(gl)] fels6 korldtot jelent az E,E,Q) energiakorrekciénak. Itt is
alkalmazhat6 most mar a Rayleigh—Ritz varidciés mdédszer, vagyis konkrét,
néhany paramétertdl fliggé alakban vessziik fel a prébafiiggvényt, és az
F-et ezen paraméterek szerint minimalizaljuk. Az F; minimadlis értéke a

)

Hasonl6 eljarassal, variacids dton meg lehet kapni a magasabb rendi

(2.28) szerint feliilrdl fogja megkozeliteni az E ,9 energiakorrekciot.
perturbaciés korrekcidkat is.

A szamitasokat a hélium alapéllapotara elvégezve azt kaptak, hogy
masodrendii perturbéciés kozelitésben az energia —2,91 hartree, amely
mér 1 szdzalékon beliill megkdzeliti a ,,pontos” értéket. A szadmitdst e-
gészen a 13. rendig végezték el, melynek —2, 90372433 hartree eredménye
kitlin6en egyezik a Hylleras tipusu hullamfiggvényeket hasznalé Rayleigh—
Ritz varidciés mdédszerrel kapottal.

2.2.3. A hélium gerjesztett allapotai

A hélium valédi (diszkrét spektrumban talalhatd) gerjesztett allapotai
esetén csak az egyik elektron talalhaté valamely gerjesztett orbitdlon, a
masik mindig az 1s orbitdlon lesz.
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Az tgynevezett kétszeresen gerjesztett dllapotok (mikor mindkét elekt-
ron valamely magasabb energidjui orbitélon taldlhatd) energidja mindig
magasabban helyezkedik el az ionizacids kiiszobnél. Az ionizaciés kiiszob
folott a rendszer energidja folytonosan valtozhat, mert a tavozo elektron
energidja nem kvantalt. Ezért ezek az allapotok a folytonos spektrumban
helyezkednek el, és a sz6 szoros értelmében nem is tekinthetok gerjesztett
allapotoknak, hanem rezonancidknak a folytonos spektrumban. Egy ilyen
kétszeresen gerjesztett allapot élettartama nagyon rovid, és onionizacids
folyamat (Auger-hatds) utjan az egyik elektron tavozik az atombdl, mig
a masik dtmegy a He' ion valamely alacsonyabb energiiji allapotéba
(&ltaldban az alapéllapotéba).

A tovabbiakban csak a valédi gerjeszett allapotokkal foglalkozunk. A
(2.11) perturbélatlan Hamilton-operéator sajatfiiggvényei a hidrogénszeri
hullamfiiggvények szorzatai

\Ilk(rl,rz) = wa(rl)l/}b(rz). (229)

Vigyaznunk kell azonban arra, hogy a hullamfiiggvény megfelel6 szim-
metridval rendelkezzék. Parahélium esetén (S = 0) a hullamfiiggvény
spintol fliggd része antiszimmetrikus, ezért a térbeli koordinataktdl fliggd
hullamfiiggvénynek szimmetrikusnak kell lennie, mig ortohélium esetén
(S = 1) forditva. Ezért a perturbélatlan allapot hullimfiiggvényét a
kovetkezoképpen szimmetrizaljuk:

1
Uli(ry,re) = ﬁ[%(l’l)%(l’z) + p(r1)da(re)l; S =0 (2.30)
_ 1
U, (ry,r2) = E[%(I‘l)%(rz) —p(r1)va(re)l; S =1, (2.31)
ahol a normalast is elvégeztiik, feltételezve, hogy a v, és 1, hullamfiigg-
vények normaltak.
Lévén 1), és ¢ hidrogénszer(i hullamfiiggvények, a H® operator ezek-
hez tartozo sajatértékeit ismerjiik, és csak a megfelel6 n, és ny fokvantum-
szamoktol fognak fiiggeni

Z2 (1 1
0 _
Epony = -5 <n_g + n—%> ) (2.32)
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Valodi gerjesztett allapotokra n, = 1, és egyszertsitve a jelolést n, = n,
a kovetkez6t irhatjuk

Z? 1
E0=_— (1 + ﬁ) : (2.33)

Ezek az energiaszintek nemrelativisztikus kozelitésben mindig 2n2-
szeresen elfajultak (n?-szeresen [ és m; szerint és kétszeresen a spin vagy
paritds szerint), igy az elfajult szintekre érvényes perturbaciés médszert
kell alkalmaznunk. A H’ = 1/ris elektron-elektron kolcsonhatds kovet-
keztében az energidban fellépé elsérendii perturbécids korrekciét a (2.10)
egyenlet alapjan a kovetkezéképpen kapjuk meg:

det (U

nlm

|H,‘\Pnl’ )= 6ll’5mm’5:|::|:E7(11)) =0. (2.34)

Bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben a H’' métrix nemdiagondlis elemei
mind nullak lesznek. Vegyiik el6szor a kiilonb6z6 szimmetridju allapotok
kozott vett matrixelemet

1

<\Il:lm‘ 19 |\Ilr_Ll’m’> =

1 1 1
= —[<¢1oo¢nlm\—|1/J100¢nl'm'> + <¢nlm1/}1oo\r—l2|¢1oo¢nl'm'>

1
<¢100¢nlm| |¢n1/ 1)100) — <wnlm¢100|r_12|wnl/m/¢100>]
_—Y (2.35)

amely mindig nulla lesz, mert az elsé tag és a negyedik, illetve a masodik
és a harmadik kiejtik egymadst, ha az r1 és ro koordinatdkat felcseréljiik

egymassal. Ez egyébként természetes, mert mig a ¥, , el6jelet valt a

nl'm

két koordindta felcserélésekor, a U és az 712 nem.

nlm
Az azonos szimmetridju matrixelemek esetén

|—|‘I’nz/ )= <¢100¢nlm| |7/J100?,/)nl' D)

< nlm

<1/11001/1nlm\ |1/Jnl'm Y100), (2.36)

ahol Osszevontunk két-két megegyez6 matrixelemet. Az A. Fliggelékben
leirtak szerint a fenti matrixelemek csak akkor kiillonboznek nullatol, ha
Il =1"és m =m/. Tehat a H' métrix diagondlis.
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Ebben az egyszerii esetben az energiakorrekciokat a matrix diagonalis
elemei adjdk meg

1
E?Slzl: = (‘I’flm‘Hl“I’i />

nl’'m

1
= (Y100¥nim| - 19100 Vnim,)
+(Vnim¥100| —|Vnim¥100)

1
12
= Jut Ky (2.37)
A J,; Coulomb- és a K,,; kicserélédési matrixelemeket az A. Fliggelékben
leirt médszerrel lehet kiszamitani. Az orbitdlis integral elvégzése utan a
kovetkezd radialis integraljaink maradnak:

) 00 1
Ju = / dT2T§Ril(T2)/ drir{ Ry (r1) — (2.38)
0 0 >
Ku = s [ drardRuolra) Rulr)
nl = A +1 /o 2Ty d110(7T2)Leni( T2
[e.e] rl
x /0 drirt Rio(r1) g Rua (). (2.39)
>

ahol r— és r~ az ry és ro koziil jelenti a kisebb illetve a nagyobb értéket.
Ezeket akar analitikusan (az egyszer(ibb esetekben), akér numerikusan ki
lehet szémitani. Altaldban mindkét integrdl pozitiv, és amint azt varni
lehetett, nem fiiggenek a magneses kvantumszamtél. Ez azt jelenti, hogy a
perturbacié csak részlegesen sziinteti meg az elfajultsagot, minden energia-
szint 2+ 1-szeresen elfajult marad. A J,,; értéke azonos n esetén altaldaban
né az | novekedésével.

Egy gerjesztett szint energidja ezek szerint elsdrendii perturbacids ko-
zelitésben

E ——Z—2(1+i)+J + K (2.40)
nl+ — 2 TL2 nl nl .

lesz. J6l lathaté a hullamfiiggvény szimmetridja (vagy a teljes spin) miatti
felbomléds. Az orto (triplett) dllapot energidja mindig alacsonyabb a para
(szinglett) allapoténal.
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Példaképpen, az EY perturbalatlan energiaszint az 1/r15 perturbacié
hatdsara négy alszintre bomlik fel, éspedig az energia novekvd sorrendjé-
ben a 235, 215, 23P és a 2! P szintekre.

2.3. Elektrosztatikus korrekcidk a
Hartree—Fock-kozelitéshez

Amint azt az 1.4 fejezetben lattuk, Hartree—Fock-kozelitésben az atom
elektronrendszerének Hamilton-operatoraban szereplé potencidlokat
gombszimmetrikus, egy elektronra haté potencidlok Osszegével helyette-
sitjik. Az (1.89) egy elektronra felirt Hartree-Fock-egyenlet megoldasa
megadja egy elektron spin-orbitdljat és az orbitdl ) energidjat. Tekintsiik
most a

1 2 Z d ex
h; = _Evi s +Vi +V; (2.41)
Hartree—Fock-operatorok mind az N elektronra vett 0sszegét a perturba-
latlan

N
HY =Y "h; (2.42)
=1

Hamilton-operatornak. Ekkor a hullamfiggvény nulladrendii kozelitése a
spin-orbitdlokbdl felépitett Slater-determinans lesz, amelyre most a Dirac
altal bevezetett vektorjelolést hasznaljuk

‘\IJO >= ’kllmlllgle o lelelmslsgmsg o st8N>, (2.43)

ahol I;, my;, s; és mg; az © elektron orbitdlis és spinkvantumszamai, mig
k jeloli az elektronrendszert jellemzo tobbi kvantumszam Osszességét. Az
energia értéke nulladrendi kozelitésben az egyes orbitalenergidk Osszege

lesz
N
Ep =) E, (2.44)
=1
mert
H°|Wg) = ER|Wo). (2.45)

Ez azonban nagyon durva kozelités, mert az egyes elektronok kozotti
kolcsonhatas kétszer jelenik meg. Korrektebb értéket kapunk az energiara,
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ha alkalmazzuk az els6rendii perturbéacids kozelitést. A perturbéciés po-
tencial az (1.46) Hamilton-operator és a HY operdtor kozotti kiilonbség

lesz
H = H-H° (2.46)
1
= Y — =Y vi+ve.
ici T

Ha az energiat ennek alapjan elsérendli perturbaciés kozelitésben adjuk
meg

Epy = E)+ (9o|H'|T)
= (¥o|H|¥o), (2.47)

visszakapjuk a varidciés moddszerben az energiaminimalizalassal kapott
értéket. Ezért ezt az eredményt nem is szoktak a perturbacidszamitas
alapjan magyarazni, csak a teljesség kedvéért adtuk meg ezt a targyalds-
modot is.

Az eddigiekben ugy tekintettiik, hogy az elektronrendszer az egyedi
elektronok orbitdlis impulzusmomentuméaval és spinjével jellemezheto,
nem vettiik figyelembe az impulzusmomentumok csatoldsait. Az orbitdlis
momentumok és a spinek kozotti kolcsonhatds elektrosztatikus jellegii,
mig a spin és az orbitdlis (pdlya) momentum kozotti kolesonhatds rela-
tivisztikus. A tovébbiakban csak a Russel-Saunders (LS) tipust, a kis
rendszamui atomok esetén érvényes csatoldssal foglalkozunk. Ebben az
esetben az elektrosztatikus jellegli kolcsonhatasok joval erdsebbek a spin—
palya kolcsonhatasndl, ezért a palyamomentumok teljes L orbitdlis nyo-
matékka és az egyes spinek teljes S spinné allnak Ossze. Ha az L és S
kolcsonhatasat elhanyagoljuk, az elektronrendszer az L, S My, és az Mg
kvantumszamokkal jellemezhet6. Az egyes elektronokhoz tartozdé my; és
ms; magneses kvantumszamok mar nem jellemezhetik a rendszert, mert az
elektrosztatikus kolesonhatasok kovetkeztében az ezekhez tartozd egyedi
impulzusmomentumok nem maradnak meg.

Ahhoz, hogy az atom energidjat az impulzusmomentumok csatoldsi
médja, a teljes L és S fliggvényében hatarozzuk meg, olyan nulladren-
di hullamfiggvényeket elényos hasznalnunk a perturbaciés moédszernél,
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melyek az L2, S2, L. és S, operatorok sajatfiiggvényei. Tehét egy adott
impulzusmomentumu allapot esetén az energiakorrekcio

EY = (klyly - Iy LSMy M| H'|klyly - - - Iy LSMp M) (2.48)

lesz. A |klyly---INLSMpMg) éllapotok eléallithaték a B. Fiiggelékben
leirt médon a (2.43) tipust Slater-determindnsok linedris kombindci6jabol.
Az ilyen jellegli szamitasok segitségével lehet elméletileg is levezetni a
kisérletileg megallapitott Hund-szabdlyt, vagyis azt, hogy azonos elekt-
ronkonfiguracio esetén az allapot energidja az S teljes spin novekedésével
csokken. Ugyanakkor azt is ki lehet mutatni, hogy azonos spin mellett az
energia az L teljes palyamomentum novekedésével is csokken. Ennek a
fliggésnek az oka az elektronok kozotti elektrosztatikus taszitéerd.

Az itt leirt médszernek egy egyszertiisitett valtozatat alkalmaztuk az
elézé fejezetben, ahol a héliumatom teljes S spinjétdl fliggd korrekcidkat
szamoltuk ki. Gyakorlatképpen alkalmazzuk most ugyanarra az esetre, a
hélium gerjesztett allapotaira az altalanos maédszert.

Triplett dllapot (S = 1) esetén perturbélatlan hullamfliggvényiinket
a (B.10) képlet szerint a kdvetkez6képpen irhatjuk:

_ 1Ms 1 1

012 L1M, M) = anj” Crot 1y 0021 ), (2.49)

ahol C-vel a megfelel6 Clebsch—Gordan egytitthatot jeloltiikk. Mivel 17 =

my; = 0, a teljes orbitalis momentum megegyezik a gerjesztett elektron

orbitalis momentumaval, lo = L = [, mjs = M, = m. Vegyiik elOszor azt
az esetet, amikor Mg = +1

0l1my £1) = Cil%%i%mmm% + 114 1)
= |00lmi+ 11+ 1) (2.50)
Ekkor az mg1 o szerinti Osszeg csak egy tagra redukalédik, tehat a Slater-

determindns maga méar rendelkezik a megfelel6 szimmetridval. Részletezve
a hullamfiiggvényt, x-vel jelolve az orbitaloknak a spintdl fliggo részét, a

(1) wnlm(rl)Xi
(2) wnlm(r2)x:|:

1 | Y1o0(ri)xy

\III:I:l(QL q2) ﬁ ¢100(T2)Xi

1
2
1
2
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= %[wloo(rl)lbnlm(rZ) - ¢nlm(rl)w100(r2)]

xXe (DX (2) (251)

kifejezést kapjuk.
Ha Mg = 0, a sorfejtés a kovetkezdképpen alakul:

011m0) = C1% 1 _1|00imiii-1)
2727227 2
+C1)_1 1 1[000m3-355)
1
= —=[|00lm33535-3) + |00imy -5 § 3)], (2.52)

ahol felhasznéltuk a Clebsch—Gordan egytitthatok konkrét értékét. Felir-
juk részletesen a Slater-determinansokat

- - 1 $100(r1)x; 1 (1) Y (r1)x 1 (1)
VL G2) =y i $100(r2)X1 1(2)  Ynim(r2)x_1(2)
N ¢100(T1)X_%(1) wnzm(l‘l)XJr%(l) ]
$100(r2)x _1(2)  Ynim(r2)x;1(2) |

1

= —=[¥100(r1)Vnim(r2) — Ynim(r1)¥100(r2)]

V2

1

X 753Xy () +x 1 (Wxy 1 (2N (2:58)
Amint latjuk, a szamitasainkbol kijott, hogy triplett esetben a hullamfiigg-
vény spintdl fliggd része szimmetrikus (konkrét alakja fligg az Mg érté-
kétél), mig a térbeli rész antiszimmetrikus a koordinatak felcserélésére
nézve, és megegyezik az el6z6 fejezetben felirt (2.31) képlettel.

Szinglett allapot (S = 0) esetén a Slater-determindsok szerinti sorba-
fejtés a kovetkezdképpen alakul:

001m00) = Y C 1 j00lmimg imgs)
2

Ms15Ms2
Ms1Ms2

00
= Oy, [00im3 & 4-3)

272727 2
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Ha kifrjuk itt is részletesen a Slater-determinansokat

i Y100(71)X 4
i Y100(r2)X

711100(7“1)X_%
1?100(7‘2))(_%

)

U —
00(q1,42) %)

(
(

N —

(1) ||
(2)

= 7[¢100(T1)¢n1m(fz) + %ﬁnlm(fl)lﬁloo(ﬁ)]
< b (@)=, @) (259

azt kapjuk, hogy most a hullamfiiggvény spintol fiiggd része antiszim-
metrikus, és a térbeli szimmetrikus, amint azt az el6z0 alfejezetben is
leirtuk. A (Ugpry|H'|Usarg) korrekeié pedig, amint 1attuk, fiiggeni fog az
S értékétol, mégpedig nagyobb S esetén alacsonyabb energiat kapunk.

Ime egy példa arra az esetre is, amikor az energiakorrekcié az L fligg-
vénye. Tekintsiink egy olyan atomot, amelynek kiils6, egyetlen nem zart
héjan két p elektron taldlhaté. Ha két ekvivalens (azonos f6- és mellék-
kvantumszammal jellemzett) elektronrdl van szd, a lehetséges termek az
15, 1D és 3P lesznek. Az el6bbiek fényében a triplett allapot lesz a leg-
alacsonyabb energidju. Vizsgdljuk meg a két szinglett dllapot energidjanak
fliggését L-tOl.

Foglalkozzunk a hullamfiiggvénynek csak a térbeli részével. Ekkor

LMYy = > i [y Img). (2.56)

1ml1 lmlg
m1,m2

Ha L =0

11100) = — [|111-1) — [1010) + |1-111)]. (2.57)

1
V3
A H' perturbécids potencidlbdl az egyelektron operdtorok esetén a matrix-
elem nem fog fliggeni az L-t6l, ezért csak a két elektron elektrosztatikus

kolecsonhatédsat kifejez6 1/r19 potencidl matrixelemét irjuk fel:

1 1 1 1
(1100|—[1100) = = |2(111-1|—|111-1) + (1010|—|1010)
T12 3 T12 T12

1 1
—|—2<111-1|—|1-111) —4(1010|—|111-1) . (2.58)
12 12
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Az itt felirt matrixelemek az A. Fiiggelékben leirt moédszerrel kiszamitha-
tok. Az els6 két tag esetében az 1/ri9 sorfejtésébdl az [ = 0, 2, m; = 0
tagok maradnak meg, a harmadik esetén csak az [ = 2, m; = 2 tag, mig
az utolsé esetén az | = 2, m; = 1. Elvégezve a szamitasokat, azt kapjuk,

hogy

1
(1100|—[1100)
12

o0 o0 1
/ drlr%Rp(r1)2/ dmr%Rp(rg)—
+ / drr2 Ry(r) / dror3R, r2) (259

Ha L = 2, 4gy a (2.56) sorfejtés konkrét alakja attél fog fliggeni,
mekkora az Mp. Az energia azonban Kkitiintetett irdny hidnyaban nem
fligghet Mp-tdl, ezért elég, ha egy konkrét értéket valasztunk. Legyen
példaul M, = 2, mert ekkor a sorfejtés csak egyetlen tagot tartalmaz

h=Ll=1L=2M,=2)=1=1my=11l=1mg=1),
(2.60)

és az 1/r19 matrixeleme
1

(=10 =1,L=2 M, =2—|lh=1,lo=1,L=2 M, =2) =
12

1
<l1—1m11—1l2—1m12—1|—|l1—1 ml1—1l2—1 ml2—1>

—/ drlrl (r1) / dr2r2 TQ)
2
r
—I-%/O drlr%Rp(rl)Q/O drgrng(rg)é (2.61)

lesz. A fenti képletekben a radialis integralok mind pozitivak. Lathatjuk
tehdt, hogy az L = 2 szint energidja alacsonyabb lesz az L = 0 szintjénél,
mert 1/25 < 2/5.

2.4. A spin—palya kolcsonhatas perturbativ
targyalasa

Az eddigiekben, amig az elektronrendszer targyalasanal a Schrodin-
ger-egyenletbdl indultunk ki, elhanyagoltuk a relativisztikus hatasokat.
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Ezek egzakt targyalasmddja a relativisztikus kvantummechanika Dirac-
egyenletébdl kiindulva torténik. A Dirac-egyenlet megolddsaval, bar az a
hidrogénatom esetében analitikusan lehetséges, nem foglalkozunk. Ha sor-
bafejtjiik a Dirac-egyenletben szereplé Hamilton-operatort v?/c? szerint,
ahol v az elektron sebessége, igy elsérendben a nemrelativisztikus opera-
torhoz viszonyitva harom tag jelenik meg. Ezek egyike a mozgasi energia
relativisztikus korrekcidjat adja meg, a masik az igynevezett Darwin-tag,
amely csak [ = 0 esetében jelentkezik. Ezekkel a korrekcidkkal nem foglal-
kozunk, csak a harmadikkal, amely a spin—palya kolcsonhatds operatorat
adja meg

a? 1dV
HLS = 7 Z <;%>Z1151 (262)

Itt 1; és s; az i-edik elektron orbitalis, illetve spinmomentum vektora, V'
az illet6 elektron &ltal ,érzett” potencial, o a finomszerkezeti allando, és
az Osszegzést az Osszes elektronra el kell végezniink.

Tekintsiik akkor a fenti operatorral kifejezett spin—péalya kolcsonhatast
perturbéciénak, mig a perturbalatlan H° Hamilton-operator, az ismert-
nek tekintett W; sajatfliggvényeivel és E,g sajatértékeivel az atomi elekt-
ronrendszer teljes nemrelativisztikus (1.46) Hamilton-operdtora

HO—ENJ( Ly Z>+Zl (2.63)
- T 2 ¢ r; . »rij. '
=1 1<J
Feltételezve, hogy a Hgy spin—palya kolcsonhatéds kicsi az elektrosztati-
kus jellegli kolcsonhatasokhoz viszonyitva, alkalmazhatjuk az elsérendi
perturbacids kozelitést a spin—pélya kolcsonhatds hatasanak, a finomszer-
kezeti felbomlasnak a tanulmanyozéasara.

Tekintsiik el6szor a hidrogénatom esetét. A spin—pdlya kolcsonhatés
operatorat a

Hps = A(r)LS (2.64)
alakba irjuk, ahol

a?1dV

A = ———

(r) 2 rdr

2
Z

- 22 (2.65)

2 73
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Egy adott L, S szamparossal jellemzett perturbalatlan energiaszint
(2L 4 1)(2S + 1)-szeresen elfajult, ezért az elfajult szintekre vonatkozo
perturbacidészamitast kell hasznalnunk. Elény06s olyan reprezentaciot hasz-
ndalni, ahol az LS szorzat matrixa diagondlis. Az |nlm sms) reprezentéci6
nem jo, mert az LS operdtor nem felcserélhet6 az L, és S, operatorokkal.
Alkalmas reprezentécié az |nlsjm;), mert az LS felcserélhets az L2 és S?
operatorokon kiviil a teljes impulzusmomentum J?2 és .J, operatoraival is.
Az elébbi operdtoroknak igy |nlsjm;) koézos sajatfiiggvényrendszere, és
ebben a reprezentaciéban az LS matrixa diagonélis lesz.

Tudjuk, hogy mivel J = L + S,

1
LS = 5(J2 — L2 - 8?). (2.66)

FEnnek alapjan irjuk fel a perturbaciés operator diagonalis matrixelemeit,
amelyek éppen az Ejg energiakorrekciokat fogjdk megadni

Fus = {nlsjmlSAG)@? 12 = 8)nisjm;)
= %(nlsjmj|A(r)|nlsjmj>
x[i(G+1) =11 +1)—s(s+1)], (2.67)

ahol az operdtorokat a sajitértékeikkel helyettesitettiikk be. Az A(r) ~
1/r3 operdtor csak a radidlis hullimfiiggvényre hat. Ennek dtlagértéke a
hidrogénatom és hidrogénszerii ionok esetén analitikusan kiszamithato

Lsjm;| A(r)|nlsj o Z

(2.68)
Felhasznélva, hogy s = 1/2, és a hidrogénatom nemrelativisztikus Eg =
—7?%/(2n?) energidjanak képletét, azt irhatjuk, hogy

(Za)?
_E”M(z +1/2)(1+1)

3
Erg = j(j+1)—l(l+1)—1 . (2.69)
Figyelembe vessziik, hogy ha I # 0, a j két értéket vehet fel, éspedig
l+1/2 és 1 —1/2 lehet. Ez azt jelenti, hogy a spin—pélya kolesonhatas
kovetkeztében minden E,,; energiaszint két alszintre bomlik fel, amelyek
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kozott a felhasadas mértéke

. 1 . 1
AErs = Ers(j=1+ 5) —Ers(j=1-3)

2
(Za)? 1 3 1 1

= “Ehonrrigurn (U - U=35)

_ g (2o (2.70)

B "nl(l+1) '

lesz.

Tobb elektront tartalmazoé atom esetén a spin—palya kolcsonhatas per-
turbéciés meghatarozdsakor a (2.62) operator matrixelemeit kell kiszdmi-
tanunk. Tegyilik meg ezt elészor a |kLSMpMg) reprezenticiéban, ahol
L, S, My, Mg a teljes rendszer megfelel6 impulzusmomentumait jellemzé
kvantumszamok, és k a rendszerre jellemz6 tobbi kvantumszam Gsszessége.

Be lehet bizonyitani a Wigner—Eckart-tétel segitségével, hogy a (2.62)-
ben szerepld ), ljs; Osszeg matrixeleme a kovetkezOképpen irhaté at:

(kLSMpMg|lisi|kLSMpMs) = (L||L||L)(S]|si||S) (2.71)
X <k‘LSMLM5|LS|k‘LSMLM5>.

Az (L||L]|L) és (S||si]|S) redukalt matrixelemek nem fiiggenek a mégneses
kvantumszamoktol.

Mivel a telitett elektronhéjakra L és S értéke nulla, ezért ezeket nem
kell figyelembe venni a spin—palya kolcsonhatds targyaldsakor. Ennek
alapjdn, amikor a (2.62) képlettel definidlt Hg métrixelemét irjuk fel,
az Osszegzést csak a kiilso, telitetlen héjra kell elvégezniink

2
(6%
(KLSMpMgs|Hps|kLSMpMs) = ) > (LIGIL)(S]Isi]1S)

1
« (kLS My Ms| (Fiz_‘:) LS|KLSM; MS)

= A(kLSMMS|LS|kLSMMs). (2.72)

A fenti képletben A a kLS perturbéalatlan szintre jellemzé allandé

a? 1dV
A= SIS lS) (T5) (273)

r dr

7
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ahol a radidlis koordindtakat tartalmazé kifejezés atlagértékét a kLS al-
lapotban vett elektronrendszer radidlis hullamfiiggvényeinek segitségével
kell kiszamitani.

Akarcsak a hidrogénatom esetén, érdemes attérni egy olyan repre-
zentaciéra, ahol az LS diagondlis. Ilyen a |kLSJM ) reprezentécié. Az
attérést a kovetkezoképpen valdsithatjuk meg:

[KLSTMy) = Y C{3 gar |RLSMMs). (2.74)
My Mg

Ebben a reprezentacidoban az energia perturbacios korrekciéit egyszeriien
a Hps diagondlis matrixelemei adjédk. Felhaszndlva itt is a (2.66) Ossze-
fliggést, az energiakorrekciora azt kapjuk, hogy

A

Ers = 5(/@LSJMJ|J2 — L2 - S?%|kLSJM;)
A
= S +1) = LL+1) =SS+ 1)), (2.75)

FEzek szerint a finomszerkezeti felhasadas kovetkeztében minden kLS szint
annyi alszintre hasad fel, ahdny értéket a J, a teljes impulzusmomentumot
jellemzé kvantumszam felvehet. (Ez 25 + 1 lesz, ha L > S, és 2L + 1 a
forditott esetben.) Két szomszédos szint kozott a felhasadds mértéke

AELs = Epg(J) — Epg(J —1) = AJ (2.76)
lesz. Ez a Landé-féle intervallumszabaly.
2.5. Az atomok viselkedése magneses

mezoben

Tudjuk, hogy minden elektron rendelkezik m&agneses nyomatékkal,
éspedig az orbitalis mozgdsbdl szarmazé

= 2.
Hii m ( 77)

nyomatékkal, és a sajat
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spinnyomatékkal. A fenti képletekben a félreértések elkeriilése végett a
nemzetkozi mértékrendszert alkalmaztuk. Bevezetve a Bohr-magnetont,
mely nemzetkozi mértékrendszerben

eh
B = 5—

= 2.
= (279

és atomi egységekben 1/2; visszatérve az atomi egységekre, azt irhatjuk,
hogy

i = —pBl (2.80)
Bsi = —2upsi. (2.81)

Ha az atomot kiils6 magneses mezObe helyezziik, ezek a mégneses nyo-
matékok kolcsonhatasba lépnek a magneses mezével, amely mddositja az
energiaszinteket. Az elektronrendszer B indukciéju mégneses mezével valé
kocsonhatdasi operatorat a

Hp = - Z(Hli + pgi)B

= upB(Q_Li+2) s
= upB(L + 2S) (2.82)
alakba irhatjuk ahol L és S az elektronrendszer teljes orbitdlis momen-

tumat, illetve spinjét jelenti. Altaldban ugy tekintjiik, hogy B az 0z ten-
gely iranyu, ezért azt is irhatjuk, hogy

Hp = upB(L, + 285.,). (2.83)

A fenti operatort perturbaciénak tekinthetjiik az energiaszintek felha-
sadasanak kiszamitasanal.

2.5.1. A normalis Zeeman-hatas

Az atomok szinképvonalainak felhasadasat magneses mezében elGszor
Zeeman figyelte meg, ezért réla nevezték el ezt a jelenséget. Mivel a XIX.
szazad végén még nem ismerték a spin fogalmat, ezért azt a Zeeman-
hatdst, amelyben a spin nem jatszik szerepet, normalisnak nevezik.
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Az olyan atomok esetében amelyekre S = 0, a spin-méagneses nyo-
matéktdl eltekinthetiink. A spin elhanyagoldasaval a V' skaldarpotencidlban
és az A vektorpotencidlban mozgé elektron Hamilton-operatora a kovet-

kezdképpen irhaté fel: 1
H=3(p+ A +V(r). (2.84)

A maégneses indukcié és a vektorpotencial kozotti altaldnos Osszefliggés
B =rot A. Bebizonyithaté, hogy homogén mez6 esetén

A= %(B x1). (2.85)

Elvégezve a Hamilton-operator elsé tagjaban a négyzetre emelést, azt kap-
juk, hogy
(P+A) = p’+(Ap+pA)+A’=p>+2Ap+A°

1
= PP+ (Bxr)p+ (B x1)?

1
= p?+B(rxp)+ ZB%{, (2.86)
ahol felhasznéltuk a
pA = —iVA+Ap=Ap (2.87)
VA = 0 (2.88)

Osszefliggéseket. r| az r vektornak a B-re merdleges komponense.

A harmadik tag, ahol a B a négyzeten szerepel, az 2 kicsinysége miatt
nagyon erds magneses terek esetén is elhanyagolhaté a masodik tag mel-
lett. Ez csak akkor jatszik lényeges szerepet, ha az atom sajat magneses
nyomatéka nulla, mert ekkor a masodik tagban r x p = 1 operator is nullat
eredményez. A B?-tel ardnyos tag az atom diamégneses tulajdonsagaiért
felel, amikor a kiils6 magneses mez6 indukélja a magneses nyomatékot.
Evvel a jelenséggel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A fentiek alapjan az elektron Hamilton-operatora a kovetkezoképpen
irhato: 2

p

1

1
= H°+ 5 BL= (2.89)

ahol a B Oz iranyu.
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Latjuk, hogy a kiils6 magneses mez6 altal behozott perturbéciés po-
tencidlra megkaptuk a (2.82) képlet orbitalis mozgasbdl szarmazoé részét.
Spin nélkiili elektronrendszer esetén a perturbaciés potencial

HB = ,uBBLZ (290)

lesz.

Egy adott L kvantumszammal jellemzett energiaszint 2L + 1-szeresen
elfajult, ezt a perturbdciés mddszer alkalmazédsakor figyelembe kell ven-
niink. Olyan reprezentdciot hasznalunk a perturbalatlan allapotokra, a-
melyben az L, matrixa diagonalis lesz, és ekkor a diagondlis métrixelemek
fogjdk megadni az energiakorrekciét. Természetesen adddik a szokdsos
|kLMp) reprezentécié

EB = /LBB</€LML‘LZ|/€LML>
= /LBBML. (2.91)

Megkaptuk tehat azt a jol ismert eredményt, hogy a normaélis Zeeman-
hatds sordan egy energiaszint az My, magneses kvantumszam szerint bomlik
fel 2L + 1 alszintre. Két szomszédos alszint kozotti tavolsag

AEB = /LBB (2.92)

lesz.

2.5.2. Az atom erds magneses mezGben

Ha az elektronrendszernek, amelyet magneses mezdébe helyeziink, spin-
je is van, masképp jatszodik le a jelenség, attdl fiiggden, hogy a kiilso
magneses mezével vald kolcsonhatas energidja kisebb vagy nagyobb a spin—
palya kolcsonhatds energidjanal. Ebben az alfejezetben azzal az esettel
foglalkozunk, amikor a spin—palya kolcsonhatas elsd 1épésben elhanya-
golhaté a kiilsé méagneses térrel valé kolcsonhatashoz viszonyitva. Ek-
kor a perturbélatlan H® Hamilton-operator csak az elektrosztatikus po-
tencidlokat tartalmazza, és sajatéllapotaik a |kLMpSMg) vektorok. Al-
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kalmazva a perturbéciés médszert, a (2.83) perturbacié figyelembevételé-
vel, az els6rendii energiakorrekcidékra az

Ep

(kLM SMg|Hp|kLM;SMs)
= upB(Mp, +2Msy) (2.93)

adodik.

A szomszédos alszintek kozotti kiilonbséget itt is ugyanaz a (2.92)
képlet fejezi ki, mint a normalis Zeeman-hatds esetében, feltéve, hogy
L > 0. L =0 esetében a kiillonbség kétszeres lesz.

Ha most figyelembe vessziik a spin—pélya kolcsonhatast is, alkalmaz-
hatjuk még egyszer a perturbaciés médszert. Ez a mésodik perturbacié
az eloz6 alfejezetbOl ismert

Hps = ALS (2.94)
lesz. A spin—palya kolcsonhatas altal behozott energiakorrekcid
Ers = A(kMpMg|LS|kMpMg). (2.95)

Vegytik észre, hogy a |kMpMg) ,perturbélatlan” allapotok nem sajatal-
lapotai az L? és S? operatoroknak, csak az L, és S,-nek, tehat ebben a ,
,perturbalatlan” allapotban az impulzusmomentumok a magneses mezovel
val6 kolcsonhatas kovetkeztében nem maradnak meg, csak ezek 0z iranyu
komponensei. Ezért

Ers = A(kMyMg|L.S.|kMyMs)
= AMMs. (2.96)

Ezt a jelenséget Paschen-Back-hatdsnak nevezziik. Osszesitve, a kiilsé
magneses mez6 és a spin—palya kolcsonhatas altal behozott energiakor-
rekcid

EB+ELS:MBB(ML+2MS)+AMLMS (2.97)

lesz.
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2.5.3. Az anomalis Zeeman-hatas

Ha az atom teljes spinje kiilénbozik nullatdl, és a kiils6 magneses mez6
altal okozott perturbacié kisebb a spin—pélya kolcsénhatasndl Ugy egy
adott kLSJ kvantumszamokkal jellemzett finomszerkezeti energiaszintet
tekinthetiink perturbalatlan allapotnak. A perturbéciés potencidl itt is a
(2.82) lesz.

Az energiakorrekciéra azt irhatjuk, hogy

Ep = pupB(kLSJM;|L, + 25.|ILSJMj)
= upB[(kLSJM;|J.|ILSJM;) + (kLSJM;|S,|ILSJM;)]
= upB[Mj+ (KLSJM;|S.|kLSJM;)]. (2.98)

A masodik méatrixelem kiszamitdsahoz hasznaljuk fel az S és a J impul-
zusmomentum-operatorok matrixelemei kozotti osszefliggést

(kLSJTM;|J*S + SJ?|kLSJTM;) = 2(kLSIMy|(ST)I|ELSJT M), (2.99)
ahonnan azt kapjuk, hogy

J(J + 1)(kLSIM;|S|kLSIMy) = (kLSJM;|(SI)I|kLSJTMy). (2.100)
Ha a fenti egyenletnek csak az Oz iranyu komponensét vessziik,

J(J + 1)(kLSJTM;|S.|kLSJM;) = (kLSJM,|(SJ)J.|kLSJM,)

= %MJ<kLSJMJ|(J2 + 8% — L?)|kLSJM;)
1
= 5 My[J(J+1) +8(S +1) = L(L + 1)]. (2.101)

Innen a keresett matrixelem

J(J+1)+S(5+1) — L(L+1)
2J(J + 1)

(kLSJM,|S.|kLSJTM;) = M, , (2.102)

és végiil az energiakorrekcio:
JJ+1)+S(S+1)—L(L+1)

2J(J +1)

Ep = upBM,|1+
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Itt bevezettik a
JJ+1)+S(S+1)—L(L+1)
2J(J +1)

g=1+ (2.104)

Landé-faktort.
Ezek szerint gyenge magneses mez6ben egy kLSJ energiaszint, az M j
magneses kvantumszam szerint, 2J + 1 alszintre hasad fel.

2.6. Az atom elektromos mezoben

Ha az atom kiils6é elektromos mezobe Kkeriil, az elektronoknak ev-
vel valé kolcsonhatasa is befolydsolja az atomi energiaszinteket. Ha az
0z tengelyt a kiils6 homogén elektromos mez6 £ térerdssége irdanyaban
vessziik fel, gy az elektronok kiils6 térrel valé kolcsonhatdsi energidjanak
operatora

Hp =8> z (2.105)
(3

lesz, ahol az Osszegzést az Osszes elektron z; koordindtijara végezziik
el. Ezt a kolcsonhatast perturbacionak tekintve alkalmazhatjuk a per-
turbaciés modszert az energiaszintek mddosuldsanak kiszamitdsara. Fel-
tételezziik, hogy ez a kolcsonhatdsi energia nagyobb a finomszerkezeti
felhasadds mértékénél, ami a szokasos, 10° V/m-nél intenzivebb terekre
érvényes.

Tekintstik el6szor az egy elektront tartalmazé hidrogénatomot. Ennek
egyediil az alapallapota nem elfajult. A kils6 elektromos tér hatdsa az
energiaszintre elsérendli kozelitésben az

Ep = E(1s|z|1s) (2.106)
alakban irhaté. Belathatd, hogy mivel a z koordinata paratlan fiiggvény,

és 1s(r)? péros, a fenti integralt az egész térre elvégezve nullat kapunk.
Vagy masképp, figyelembe vessziik, hogy

2
z=rcosf = —=Y0(0). 2.107
7 10(0) ( )

A fenti matrixelem orbitalis integralja pedig az A. Fiiggelékben leirt (A.13)
képlet szerint nulla lesz

[ Y@ Yio(@)Yoo(#) = 0. (2.108)
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Ez azt jelenti, hogy a nem elfajult alapallapot elsérendii perturbacios kor-
rekciéja nulla, vagyis nincs linearis Stark-hatés.

Miés lesz a helyzet a hidrogén gerjesztett allapotainal, mert ezek [
szerint és m; szerint, n’-szeresen elfajultak. Az elfajult energiaszintekre
vonatkozo elsérendii perturbaciés mddszert alkalmazzuk a hidrogén n = 2
allapotara, ahol a perturbalatlan allapot sajatfiiggvényei a 2s, 2pg, 2py1
és 2p_q

Hss - EE' HspO Hsp+l Hsp—l
Hpos Hpopo — EE Hyop+1 Hpop—1 —0
Hp s Hyr1po Hptipr1 — Eg Hy1p1
Hp—ls Hp—lpO Hp—lp+l Hp—lp—l — FEp
(2.109)
Az itt bevezetett jelolések
Hss = (2s|Hg|2s) (2.110)
Hopm, = (2s|Hg|2pm,) (2.111)
Hpm;pmg = <2pml |HE|2pm;> (2.112)

A matrixelemeket a (2.107) behelyettesitéssel, az (A.13) képlet fel-
hasznalasaval szamithatjuk ki. Kidertl, hogy a nullatél kiilonb6z6 maét-
rixelemek csak azok, amelyek a 2s és a 2pg allapotokat kapcsoljak Ossze

Hgo = (2s|Hg|2po) = (2po|HE|2s)
2 o
_ = / dFY, (8) Yo (8) Yo () / dr Ry () Ray (1)
V3 0
3
- —2¢, (2.113)

ahol a szdmitdsokat az Ry és Ry, radidlis hulldimfiiggvények konkrét
alakjat felhaszndlva végeztiik el.
Ezek szerint a (2.109) egyenlet a kovetkezére egyszertisodik:

—Ep Hgo O 0
Hyo —Egp 0 0

0 0 —-Eg O

0 0 0 -Fg

= 0. (2.114)
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Ennek a negyedfoku egyenletnek a megoldasai
Ep(£1) =0, (2.115)
amelyek az m; = +1 allapotokhoz tartoznak, és az
Eg(0)12 = £Hgp = x%s (2.116)

értékek, amelyek az m; = 0 allapotoknak felelnek meg. Meghatarozva
ezekhez az allapotokhoz tartozé hullamfliiggvényeket, azt kapjuk, hogy a
magasabb energidhoz a

1
b1 = (25— 2pm), (2117
mig az alacsonyabb energidhoz a
1
9 = —(2s 4 2po) (2.118)

V2

hullamfiggvények tartoznak.

Ezek szerint a hidrogén n = 2 szintje esetén létezik a linearis Stark-
hatas, a kiils6 elektromos mez6 a szintet harom alszintre hasitja fel, rész-
legesen megsziintetve az elfajulast. A hidrogénatom mas gerjesztett dlla-
potai esetén is megjelenik a linedris (€-vel ardnyos) Stark-hatds, mert ezen
elfajult szintek hullamfiiggvényeinek nincsen meghatarozott paritasa.

A hidrogén alapallapota esetén vizsgaljuk meg, mit kapunk a ma-
sodrend®i perturbécids korrekciét figyelembe véve. A (2.7) képletet fel-

haszndlva
E(E2) — Z ‘<wnlm|HE‘13>|2
n#l,l,m El - En
1s)|?
_ g2 [t |21 15)I” 2.119
n;é;m B - B, ( )

A fenti képletbe E,, helyett E5-t helyezve meg tudjuk becstiilni a korrekcié
moduluszban vett fels6 hatarat

1

Eg) > 527}31 —;

S [(Wniml2l1s)]. (2.120)

n#l,l,m
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A matrixelemek 6sszegét ki tudjuk szamitani, tudva, hogy (1s|z|1s) =0

S Wl 219 = > (Wil 2l18)]?

n#l,l,m n,l,m

B Z <1S|Z|wnlm><wnlm|z|ls>

n,l,m

= (1s|2?|1s), (2.121)
ahol figyelembe vettiik a

Z |¢nlm><wnlm| =1 (2.122)

n,l,m

teljességi feltételt. A (1s|22|1s) métrixelemet kozvetleniil, analitikusan ki
lehet szamitani, és

1
(1s|2%|1s) = 5 (2.123)

Tehat ismerve az By = —Z2/2 és By = —7?/8 értékeket, azt kapjuk,
hogy

EY > it (2.124)
A pontos szamitas
2
EY = -2, 25% (2.125)

értéket ad. Ezt a korrekciét négyzetes Stark-hatdsnak nevezziik, mert az
E2%-el aranyos.
Tobb elektront tartalmazé atomok esetén vezessiik be a

D.=-) 7 (2.126)

jelolést, ahol D, az atomot alkotd elektronok dipdélusmomentumanak 0z
irdnyu Osszetevije. A (2.105) képlet altal definidlt elektromos perturbacié
egy adott kLS J energiaszinthez elsérendben a kovetkezd korrekciét adja

EW = —&(kLSJM,|D.|kLSJM;). (2.127)

Ezek az allapotok L szerint méar nem elfajultak, mint a hidrogén esetén,
ezért a |kLSJMy) hullamfiiggvényeknek meghatérozott paritdsa van.
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Lévén D, paratlan, ezért a fenti matrixelemek minden &allapot esetén
nulldk lesznek
EW =0, (2.128)

vagyis tobb elektront tartalmazé atom esetén nincs linearis Stark-hatas.
Maésodrendi perturbaciés modszert alkalmazva a korrekcid

(kLS J M| D, k' L'S"J M) |2
Eyrsy — Epprs g

2
Eé]) = 52Z,k’L'S/J/M9 (2129)
lesz, ahol az Gsszegzést az Gsszes |kLSJM 5)-t6l kiilonboz6 éllapotra kell
elvégezni.
Be lehet bizonyitani, hogy a fenti kifejezés az

EY = £2(a+ bM?2) (2.130)

alakban {rhatd, ahol a és b a kLSJ energiaszintre jellemzé allandék. A
fenti képletbdl leolvashatjuk azt, hogy a tobb elektront tartalmazé atomok
esetén a Stark-hatds négyzetes lesz, és a felhasadt energiaszintek az M
eléjele szerint kétszeresen elfajultak maradnak, kivéve az M j = 0 esetet.



3. FEJEZET

AZ EGY ELEKTRONRA FELIRT
SCHRODINGER-EGYENLET
MEGOLDASA

Lattuk az el6zé fejezetekben, hogy egy tobb elektront tartalmazo
atomra felirt Schrodinger-egyenlet nem oldhaté meg kozvetleniil. T6bb
kozelité médszernek (Hartree, Hartree-Fock) az az alapja, hogy az elekt-
ronrendszer hullamfiiggvényét egyelektron hullamfiiggvények segitségével
kozelitik. fgy végiil a problémaét le lehetett redukélni egy elektronra felirt,
a Schrodinger-egyenlethez hasonlé differencidlegyenletek megoldésara, a-
mint azt mar leirtuk. Lattuk azt is, hogy a legtobb esetben a potencidl,
amely a kivalasztott elektronra hat, gémbszimmetrikusnak tekintheto.
Ebben a fejezetben az egy elektronra felirt staciondrius Schrodinger-egyen-
let megoldasaval foglalkozunk, gémbszimmetrikus er6térben.

3.1. Az elektron mozgasa
gombszimmetrikus er6térben

Ha egy elektron (vagy barmilyen més részecske) mozgasat egy rog-
zitett konzervativ mez6ben szeretnénk vizsgalni, akkor a Schrodinger-
egyenletet erre az egy részecskére kell felirnunk. Ha két test viszonylagos
mozgasat tekintjiik (pl. az elektronét és a protonét a hidrogénatomban),
akkor ez a klasszikus mechanikdbdl ismert mddszerrel redukalhaté egy
részecskének a mozgasara, ahol a képletbe a tomeg helyébe a kétrészecs-
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kerendszer redukalt tomegét kell irnunk. T6bb elektront tartalmazé atom
esetén ez a redukdlds nem valésithaté meg pontosan, igy a mag mozga-
sanak elhanyagoldsa kicsi, de kimutathaté hibat hoz be. A tovabbiakban
a magot rogzitettnek tekintjiik, és egy elektron mozgdsat vizsgdljuk egy
adott potencidlban, amelyet a mag és a tobbi elektron hoz létre.

Ha az elektron staciondrius allapotait keressiik, akkor a stacionarius
Schrodinger-egyenletet irjuk fel

Hip(r) = Eij(r), (3.1)
ahol 1) a részecske hullamfiiggvényének csak a térbeli koordinataktol fiiggo
része, E a részecske energidja az adott allapotban, H pedig a részecske
Hamilton-operatora.

A Hamilton-operator a mozgasi energia és a potencialis energia ope-
ratorainak Osszege
V2

A tovabbiakban feltételezziik, hogy elektronunk gombszimmetrikus erétér-
ben mozog. Ekkor a potencidlis energia csak a centrumtél mért tavolsagtol
fiigg, tehat V(r) = V(r). Az egyenletet atrendezziik

AY +2[E -V (r)]p = 0. (3.3)
GoOmbi koordinatdkban dolgozunk, mert igy gombszimmetrikus erétér e-
setén a Schrodinger-egyenlet szeparalhatd héarom, egyvaltozds differenci-
alegyenletre.
A A = V? Laplace-operatort gémbi koordindtédkban kifejezve a Schro-
dinger-egyenlet alakja

10 (20 1 9 /(. 8_1/1) 1 9% - B
r2or (r 8r) + r2sinf 00 (sm@ o0 - 2 sin2 0 92 +2[E -V (r)y =0
(3.4)

lesz. Mivel ez a hiaromvaltozés differencidlegyenlet szeparalhatd, a meg-

oldést a

P(r,0,9) = R(r)O(0)®(v) (3.5)
alakban keressiik. Behelyettesitve ezt a szorzatot a Schrodinger-egyen-
letbe, szeparédlhatjuk eloszor a p-t6l, majd a 0-tdl fiiggd részét az egyen-
letnek, és a kovetkez6 harom egyviéltozés differencidlegyenlethez jutunk:
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d*®

m2
l(l+1)—sin2l€]@ = 0 (3.7)

1 d . dO
S0 do (Sm%) +
1d [ ,dR
ﬁ@@%

) + [2 (BE—-V(r) - l(l; 1)] R = 0. (38
A fenti kifejezésekben az m? és az [(I + 1) egyelére tetszdleges allanddk.
A részletes szamitas azt mutatja, hogy a fenti egyenleteknek egyértékii
és a teljes értelmezési tartomanyban véges megoldésai a fenti allandoknak
és az energidnak csak bizonyos jél meghatarozott értékeire lesznek. fgy
jutunk el a kiilonb6z6é kvantalasi feltételekhez.
A p-t6l fiiggd (3.6) egyenlet konnyen megoldhatd

D(p) = Ay, e, (3.9)

my

Ahhoz, hogy a fiiggvény a tér barmely pontjaban egyértékii legyen, vagyis
O(p) = ®(p + 2m), az my allando csak egész értékeket vehet fel

my = 0,%1,£2, £3, ... (3.10)

Ez az egész szam a magneses kvantumszam.
A (3.7) egyenletnek a megolddsai az &dltaldnositott Legendre-polino-
mok

O(0) = By, P (cos 0), (3.11)

ahol By, egy normaldsi dllandd. Ezek a megolddsok csak akkor léteznek,
hal egész szdm, és | > |m;|. Az l-et atomok esetén mellékkvantumszamnak
nevezziik, altalanos esetben orbitilis kvantumszamnak.

Amint a (3.6) és a (3.7) egyenletekbél kitiinik, a hulldmfiiggvény or-
bitédlis része, a ©(0)®(p) nem fiigg a V(r) potencidl konkrét alakjatol.
Ebbol kovetkezik, hogy barmely gombszimmetrikus potencial esetén a
hullamfiggvény orbitdlis része mindig ugyanolyan jellegii.

Az el6z6 fejezetekben is lattuk, hogy a hullamfliiggvény orbitalis részé-
nek lefrdsara kényelmes a gombfiiggvényeket haszndlni, melyek mindkét
szogtdl fliggenek

Ay e By, P (cos 0) = Y™ (0, ). (3.12)
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A gombfiiggvények ortogondlis fiiggvényrendszert képeznek, és ugy értel-
mezik 6ket, hogy 1-re legyenek normaltak

2 ™ ’
/ dp / sin 0d0Y,™ (0, 0)Y," (0, ) = OG- (3.13)
0 0

A gémbfiiggvények ugyanakkor az impulzusmomentum-négyzet (L?)
és az impulzusmomentun Oz irdnyd komponense (L.) operdtoroknak is
sajatfiiggvényei. Ez egyenes kovetkezménye annak, hogy a H, L? és az L,
operatorok felcserélhetdk, és ezért kozos sajatfliggvényrendszeriik van.

A tovabbiakban az impulzusmomentum-operatorok sajatértékeit ha-
tarozzuk meg. Az impuzusmomentum-négyzet operator alakja gémbi ko-
ordinatakban

19 oy . 1 o
2= |2 (sno2 )+ L | 14
lsmeae (Sm ae) " sm298¢21 (3.14)

Felirjuk az impulzusmomentum sajatérték-egyenletét:
L2y(r,0, ) = L*(r,0, ¢). (3.15)

A (3.7) egyenletet beszorozva —R(r)®(yp)-vel, majd felhasznalva a (3.6)
és a (3.14) Osszefliggéseket, azt kapjuk, hogy

L2)(r,0,0) = 1(1 + 1)(r, 0, p), (3.16)

ahonnan koévetkezik, hogy az impulzusmomentum négyzetének sajatértéke
az orbitalis kvantumszammal fejezhetd ki

L*=1(1+1), (3.17)

mig a sajatfiiggvények a gombfiiggvények és egy tetszoleges radidlis hul-
lamfliggvény szorzataként irhatdk fel:

U(r,0,0) = R(r)Y;™ (6, ). (3.18)

Ezek alapjan gémbszimmetrikus térben az elektron impulzusnyomatéka-
nak modulusza a kovetkez6é kvantalasi szabalynak tesz eleget:

L=1/l(l+1). (3.19)



3.1. AZ ELEKTRON MOZGASA GOMBSZIMMETRIKUS... 73

Az impulzusmomentum Oz tengelyre es6 vetiiletének operatora az

0
L,=—i— 2
Z@gp (3.20)

alakban irhaté fel. A sajatérték-egyenlet

ﬁzl/J(Ta@»@) = LZ"L/}(T,G,QO) (321)

konnyen megoldhaté. A fliggvény egyértékiiségét biztosité sajatértékek
L, =my, (3.22)

ahol m; egy egész szadm, és megegyezik a mar bevezetett magneses kvan-
tumszammal. Az impulzusmomentum Oz irdnyu kvantaldsanak fizikai
értelme az, hogy az impulzusmomentum irdny szerint is kvantalt, tehat
egy kitiintetett irdnnyal csak jél meghatarozott szogeket zarhat be. Adott
l esetén, mivel |m;| < [, a magneses kvatumszam 2/ + 1 értéket vehet
fel, —I-tol +l-ig, igy egy kitiintetett irdnyhoz viszonyitva az impulzusnyo-
maték 2] + 1 irdnyba allhat be. Kitiintetett iranyt pl. kiils6 méagneses
tér jelenthet, ezért a magneses kvantumszam elnevezés. Kitiintetett irany
hidnyaban az impulzusmomentum irdny szerinti kvantaldsa nem mutat-
haté ki, mert semmilyen megfigyelhet6 fizikai mennyiség nem fiigg az im-
pulzusmomentum iranyatol.

Az L, operator sajatfliggvényei, amint azt mar emlitettiik, megegyez-
nek a H és az L? operitorok sajatfiiggvényeivel. Ezek ¢-t6l fiiggd része
e™? amely megegyezik a gombfiiggvények (-t6l fiiggd részével.

Amint lattuk, gémbszimmetrikus erétérben a hullamfiiggvény orbité-
lis része analitikusan megadhat6 az [ és m; kvantumszamok fiiggvényében,
amelyek az impulzusmomentum nagysdgat és 0z tengelyre es6 vetiiletét
is meghatédrozzak. Egyetlen probléma a (3.8) radidlis egyenlet megoldasa
marad.

Fz a radidlis egyenlet Coulomb tipusi erdtér esetén analitikusan is
megoldhaté. Ekkor:

Vir)=—-

%. (3.23)
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A (3.8) radidlis egyenletet a kovetkez6 alakba irjuk &t:

dr? = rdr r2

2
@R, 2dR l(l+1)R+2(E+§>R=0- (3.24)

Negativ energia, vagyis kotott allapotok esetén ennek a differencidl-
egyenletnek csak jél meghatarozott energiaértékekre van korlatos meg-
oldasa. Ezek az energiaértékek egy egész szamtdl fiiggenek, mely az n > [
értékeket veheti fel, és fékvantumszamnak hivjuk. A lehetséges energia-
szintekre a jol ismert értékeket kapjuk

Z2
o2

A radidlis hullamfiiggvények, amelyek az n és az [ kvantumszamoktdl

E, =— (3.25)

figgenek, az L Laguerre-polinomok segitségével fejezhetok ki
_ N le-tpa (2T
Ry(r) = Nyr'e n Ly —)- (3.26)

A fenti kifejezésben N,,; egy normélasi tényezd. A radialis hullamfiiggvény
normaldsat az alabbi kifejezés adja:

/0 - R%ridr = 1. (3.27)
Példaként megadjuk a hidrogénatom néhany radidlis hulldmfiiggvé-
nyét
Ryjy = 27" (3.28)
Roo = % (1 - g) e s (3.29)
1

N3

R21 = —F=Te (3.30)

2V6

Egyes hullamfiiggvényeknek csomoépontjaik, vagyis zérushelyeik is vannak.
A csomépontok szama a radislis hullamfiigegvény egyik jellemzGje, amelyet
a radidlis kvantumszam ad meg

n.=n—1-—14é n,=0,1,2,... (3.31)
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Ha a (3.24) differencidlegyenletben az elektron energidja pozitiv (vagy-
is szorési allapotrol van sz6), akkor barmely E > 0 értékre kapunk meg-
oldast. A (3.3) harom dimenziéban felirt Schrodinger-egyenlet tiszta

V(ir)=——=-— (3.32)
Coulomb-potenciél esetén kozvetlentil is megoldhaté. A megoldés alakja
U, = Ae** Fl—iy|1|ik(r — 2)] (3.33)

lesz, ahol k = V/2E az elektron hullimszdma (vagy impulzusa, atomi
egységekben a két mennyiség megegyezik) és v = Z/k. F a hipergeomet-
rikus sort jeloli.
Az el6bb felirt megoldas nem sajatfiiggvénye az impulzusmomentum
L? és L, operatorainak, tehat ebben az allapotban az elektronnak nincs
jol meghatarozott impulzusmomentuma. Sok esetben elényos a Schro-
dinger-egyenletnek olyan megoldasait keresni, amelyek sajatallapotai az
impulzusmomentum operatorainak is. A (3.24) radiélis egyenlet mér egy
adott, az [ kvantumszdmmal jellemzett allapotra vonatkozik, amelynek or-
bitalis hullamfiiggvénye az Y, (6, ¢) gombfiiggvény. Bevezetve a radidlis
hullamfiggvény helyett az y;(r) = rR(r) fliggvényt, a (3.24) radidlis
hullamfiliggvény a kovetkez6 alaki lesz:
d%y, w2 29k I(l+1)

dr? r r2

y =0, (3.34)

Ennek az egyenletnek a megoldédsai az Fj(vy; kr) és a Gi(~; kr) Coulomb-
hullamfiiggvények. Ezek koziil csak az Fj regularis az origéban, tehat csak
ez irja le a valédi fizikai hullamfiiggvényt. Ennek aszimptotikus viselkedése

. 1
F ~ sin(kr — v 1In 2kr — §l7r + o) (3.35)

lesz, ahol o; a Coulomb-faziseltolodés.

Ha a potencidl, amelyben az elektron mozog, nem egyszeri ponttoltés
altal létrehozott Coulomb-potencidl, a (3.8) radidlis egyenletet dltaldban
nem lehet analitikus titon megoldani, hanem valamilyen numerikus méd-
szerre van sziikség. Evvel a numerikus egyenletmegoldassal foglalkozunk
a kovetkezd alfejezetekben.
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3.2. Masodrendi differencialegyenletek
numerikus megoldasa

Tekintsiik a kévetkez6 masodrendii linearis differencidlegyenletet
'+ a(@)y’ + b(a)y + c(x) =0, (3.36)

ahol a megoldast egy adott, [z¢, 2] intervallumon keressiik. Ahhoz, hogy
az y fliggvényt meghatarozzuk, tovabbi feltételeket kell megadnunk. A
Cauchy-probléma megfogalmazasa esetén az

y(zo) = o (3.37)
y'(z0) = o (3.38)

kezdeti feltételeket adjuk meg. Ezenkiviil megfogalmazhatunk hatarfel-
tétel-problémat, ahol az intervallum két végpontjaban kotiink ki egy-
egy feltételt. Ebben az alfejezetben a numerikus megoldasok esetén egy-
szeriibb Cauchy-problémé&val foglalkozunk.

Egy differencidlegyenlet numerikus megoldédsa elétt ki kell jelolntink
az x; racspontokat, amelyekben meghatarozzuk a keresendd fiiggvényt.
Az egyszeriiség kedvéért vegyiik a racspontok eloszlasat egyenletesnek

z; = o + ih, (3.39)

ahol h a differencidlegyenlet megoldasahoz valasztott 1épés.
A hasznalt mdédszereket két nagy csoportra osztjuk, egylépéses, illetve
tobblépéses mddszerekre.

3.2.1. Egylépéses modszerek

Az egylépéses mddszerek esetén a fiiggvény értékét az x4 pontban
az azt kozvetleniil megel6z8, [zy,xps1) intervallumbol vett informdcick
alapjan szamitjuk ki.

A legelterjedtebb egylépéses eljarasok a Runge-Kutta-mddszerek.
Ezek els6rendii differencidlegyenlet-rendszer megoldasara alkalmasak. Le-

gyen a )
dyz 7 m
%:f(xvylayQV"?y ) (340)
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elsérendii differencidlegyenlet-rendszer, ahol az y* fiiggvényeket keressiik.
A Runge-Kutta-médszerek a fiiggvények értékét az xjp,; pontban az f°
fliggvények derivaltja nélkiil hatarozzak meg. Az altalanos képlet

S
Y1 = Yk + ) wiKj, (3.41)
j=1

ahol K; a h lépés és az f? fiiggvény valamely értékének szorzata az
[, Tp11) intervallumbdl, mig w; egy silyozé tényezd. Az s értéke adja
meg a Runge-Kutta-mddszer rendjét. Az elsérendit Runge-Kutta-modszer
megegyezik a klasszikus Euler-féle modszerrel, amikor egyszertien

A legaltalanosabban a negyedrendii Runge—Kutta-mdédszert hasznal-
jak, mert ez még viszonylag egyszeri képlettel megadhatd, de a szamitasi
hibak mar megfelelen kicsik. Ebben az esetben

4
Yia1 = Yk + Y wi K], (3.43)
j=1
ahol

K5 = hf(zg+aoh,y' (zr) + BoKY,...y™ (xx) + BoKT") (3.45)
Ké = hf(xg+ alh,yl(mk) -i-ﬁlK1l +71K217

..,ym(mk) +51K{n —|-’)/1K£n’) (346)
Ki = hf(zk+ ash,y'(zp) + BoKi + 12K} + 6, K3,
oy (@) + B KT 4 o KY' 4 02 K3). (3.47)

A standard negyedrendii Runge-Kutta-mddszer esetén

wp =wWyg = (3.48)

Wl o =

w9y = w3y = (3.49)

és



78 3. FEJEZET. AZ EGY ELEKTRONRA FELIRT. ..

1
ag=a1 =0y =7 = 3 (3.50)
a9 = 52 1 (3.51)
pr=p0=7 = 0 (3.52)

Ha a Runge-Kutta-mddszerrel masodrendi differencidlegyenletet aka-
runk megoldani, akkor azt at kell alakitanunk elsérendii differencidlegyen-
let-rendszerré. A (3.36) egyenlet esetében legyen

yto= oy (3.53)
y: o=, (3.54)
igy két elsérendi differencidlegyenletet kapunk
dy' 2
DA — 3.55
Iz y (3.55)
dy?
e —a(z)y® — b(x)y' — c(z). (3.56)

Ezt a rendszert mar meg tudjuk oldani a Runge-Kutta-mddszerrel.

Megemlitiink még egy maésik egylépéses eljarast, a Taylor-mdodszert.
Itt a fiiggvény értékét az xp,q pontban gy kapjuk meg, hogy az y(zp11)-
et Taylor-sorba fejtjiik az xj kortl

h ! h2 /! h3 n
Y(@pg1) = y(zp) + Y (wg) + oY () + ETId (g) + - - (3.57)

A fluggvény derivaltjainak értékét a differencidlegyenletbdl hatdrozhatjuk
meg. A (3.36) médsodrendii differencidlegyenlet megoldasa esetén az y(x1)
kiszdmitdsanal az y(xzg) és az y'(xg) értékeket a kezdeti feltételekbdl is-
merjiikk. A magasabb rendii derivaltakat az

y'(z0) = —a(xo)y(zo) — b(xo)y(zo) — (o) (3.58)
y"(x0) = —d'(w0)y(xo) — alz0)y (x0) — b'(x0)y (o)
—b(z0)y' (z0) — ¢ (0) (3.59)

képletekbdl szamitjuk ki. Altaldnosan, az y(zk11) meghatarozdsandl az
elsérendii derivaltat numerikusan kell meghatdroznunk példaul az

Y (ay) = YR ) (3.60)
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képletbdl, mig a mdsodrenddi és magasabb rendd derivaltakat a (3.58)-
(3.59) eljarasokhoz hasonléan tudjuk meghatdrozni.

A derivaltak nehézkes meghatarozasa miatt a masodrendii differenci-
alegyenletek esetén a Taylor-moédszert nem szoktak cnélléan alkalmazni,
de kiegészitGje lehet mas mddszereknek.

3.2.2. Tobblépéses mddszerek

Az elsé- illetve mésodrendil differencidlegyenletek megolddsa esetén
kiilonféle tobblépéses mddszereket hasznalnak. A tobblépéses mddszerek
kozos jellemzbje, hogy az y(xy) értékét az azt megel6z6 két vagy tobb
radcspontban szamitott fliggvényértékek segitségével hatdrozzék meg. A
tobblépéses mddszerek koziil mi azokkal foglalkozunk, amelyek a masod-
rendi linearis differencidlegyenletek megolddsa esetén a legjobb teljesit-
ményt nyujtjak. Ilyenek a Fox—Goodwin- és a Numerov-modszerek.

A Fox-Goodwin-mddszer barmely (3.36) alakd masodrendd linedris
differencidlegyenlet megoldasara alkalmas. Amint azt a C. Fiiggelékben le-
vezetjlk, egy adott xx,o rdcspontban a meghatarozandé fiiggvény értékét
a kovetkezd képlet szolgaltatja:

Y(ohis) = (1+§a<wk+l>)_l[—(1—§a<a:k+1>) y(w)

+ (2= P2b(@kin)) y(arn) — hie(@is)]- (3.61)

Abban a sajatos esetben, ha a (3.36) egyenletben az elsérendii derivalt
egytitthatdja nulla, vagyis

y" +b()y + c(z) =0, (3.62)

nagyon hatékony megoldasi médnak bizonyul a Numerov-mddszer, ame-
lyet részletesen szintén a C. Fiiggelékben irunk le. A képlet ugyanugy
kétlépéses, tehat a fliggvény értékét egy adott rdcspontban két azt mege-
16z6 racspontbeli értéke alapjan szamitjuk ki

2 -1 2
y(orss) = <1+’f—2b<xk+2>) [(2—%&%)) y(whi1)

h? h?
- <1 + —b(xk)> y(xg) — D (c(xgyo) + 10c(zpr1) + c(xk))] . (3.63)
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A Numerov-mdédszer az egyik leghatékonyabb, és ezért a leggyakrab-
ban haszndlt mddszer a (3.62) alaki Schrodinger-egyenlet numerikus meg-
oldasahoz.

A tobblépéses mddszerek esetén kiilon kell targyalnunk az integral
inditdsat, mert az y(z;) kiszdmitdsdhoz nem hasznédlhaté az dltaldnos
képlet. Erdemes példaul az els 1épés esetén a fennebb ismertetett Taylor-
modszert hasznalni

2 3
(1) = y(wo) + 19/ (o) + sy (@) + (o) + o (3:64)

ahol a (3.58) és (3.59) alapjan
y'(z0) = —blzo)y(zo) — c(z0) (3.65)
y"(z0) = —b'(x0)y(wo) — b(zo)y (z0) — ¢ (z0). (3.66)

3.3. Hatarfeltétel-problémak

Ebben az alfejezetben a (3.36) masodrendii linearis differencidlegyen-
letet
' +a(@)y’ + bx)y + c(x) =0, (3.67)

az [xg,2,] intervallum hatdrdn megadott feltételek mellett oldjuk meg.
Ez a két pontban érvényes feltételegyiittes neheziti a differencidlegyenlet
numerikus megoldasat, mert az intervallum egyik hatarardl elindulva a
kiszamitandé fiiggvénynek 1épésrol 1épésre torténd meghatarozasaval utdlag
figyelembe kell venniink az intervallum masik hatdran is a feltételt.

Legyenek a hatarfeltételek a fiiggvény értéke és derivaltja kozotti li-
nearis Osszefiiggések

poy' (z0) + qoy(z0) = o (3.68)
pny,(mn)"’_Qny(xn) = Up, (369)

ahol po, qo, U, Pn, qn és u, allandék. A fenti hatarfeltétel-problémat
visszavezetjlik a mar ismert Cauchy-probléma megoldaséra.

Tudjuk, hogy egy inhomogén linedris differencidlegyenlet altalanos
megoldasa felirhaté egy partikularis megoldas és az eredeti differencial-
egyenletbdl képzett homogén differencidlegyenlet altalanos megolddsanak
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Osszegeként.  Ezt a tulajdonsdgot felhasznilva a (3.67) egyenlet meg-
oldaséat a fenti hatéarfeltételekkel az

y =y + A4y® + By® (3.70)

alakban frjuk, ahol y™) a (3.67) inhomogén differencidlegyenlet parti-
kuléris megoldésa, mig y@ és y®) az

y" +a(x)y +blx)y =0 (3.71)

homogén differencidlegyenlet egymastdl linearisan fliggetlen megoldasai.
A fenti hdarom fliggvényt hdarom 6nkényesen megvélasztott kezdeti feltételt
kielégit6 Cauchy-probléma megoldasaként kapjuk meg. Ha a differen-
cidlegyenleteket tobblépéses mddszerek segitségével oldjuk meg, akkor a
kovetkez6 egyszeri kezdeti feltételeket tekinthetjiik:

y (o) =0, yW(a1) =0 (3.72)
YD) =0;  yP(a1) =1 (3.73)
v @o) =1 yP(ar) =0 (3.74)

Egylépéses mddszerek hasznalata esetén a méasodik pontra vonatkozo felté-
teleket a fiiggvények derivaltjara vonatkozo feltételekkel helyettesithetjiik

y W) =0;  yV'(z0) =0 (3.75)
y@(wo) =0, y@(z0) =1 (3.76)
ywe) =1, y@(z) =0. (3.77)

Ezeket a Cauchy-problémékat numerikusan megoldva megkapjuk az y(,
y@ és yB® fiiggvényeket minden récspontban. Ezek utén figyelembe
vessziik a (3.68)-(3.69) hatarfeltételeket

poly™ (z) + Ay’ (w0) + By® (z0)]
+q0ly™ (w0) + Ay (z0) + By® (z0)] = ug (3.78)
pn[y(l)/($n) + Ay(z)/($n) + By(3),($n)]
+anlyM (20) + Ay P (2,) + By® (@) = un. (3.79)

Ebbél az egyenletrendszerbdl meghatarozhatjuk az A és B egylitthatok
értékeit, amelyekre a (3.70) képlettel értelmezett y fliggvény megoldasa
lesz a (3.67) differencidlegyenletnek a (3.68)-(3.69) hatérfeltételek mellett.
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Evvel a médszerrel a hatarfeltétel-problémat sikertilt hdarom Cauchy-
problémara visszavezetni.

3.4. Sajatérték-problémak

Ha egy tetszileges A operétor hatésa egy y fliggvényre a fliggvénynek
egy A szammal val6 szorzatat adja, vagyis

Ay = My, (3.80)

akkor \-t az A operator sajatértékének, y-t pedig a hozza tartozé sajat-
fliggvénynek nevezziik. A gyakorlatban a sajatérték-problémék jol meg-
hatarozott hatarfeltételek mellett jelennek meg. A sajatérték-problémaék
a hatarfeltétel-problémak sajatos esetét képezik.

Ha A egy linedris méasodrendii differencidl-operator, a sajatérték-
egyenlet egy masodrendii linearis homogén differencidlegyenlet

Y+ a(x)y + \b(x)y = 0. (3.81)
Legyen a hatarfeltétel-paros is homogén

poy' (z0) + qoy(zo) = 0 (3.82)
¥ (@n) + quy(zn) = 0. (3.83)

Ekkor a differencidlegyenletnek minden esetben létezik a bandlis, y = 0
megoldasa. Ettol kiillonb6z6 megoldasok a A-nak csak jol meghatérozott
értékeire, a sajatértékekre léteznek. Fzeknek a sajatértékeknek és a hozza-
juk tartozo sajatfliggvényeknek a meghatarozasa a Cauchy-probléméktol
kolcsonvett mddszerekkel, de sajatos mddszerekkel is torténhet.

3.4.1. A Cauchy-problémaktdl kolcsonvett
modszererek
A (3.81) egyenlet és a (3.82)-(3.83) hatérfeltételek homogenitdsa miatt
az y fliggvényt csak egy allando szorzd erejéig tudjuk meghatarozni. Ezért
az o értékét onkényesen megvalaszthatjuk, ez a valasztas csak a megoldas
amplitudéjat fogja befolydsolni, az alakjat nem. Legyen
q0

o (3.84)

y(wo) =1; 3y (wo) =
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Ez a feltételezés csak akkor helyes, ha pg # 0. Ha pg = 0, akkor y(z¢) =0
és legyen y/(z9) = 1.

Meg kell keresniink azokat a A értékeket, amelyekre a (3.81) diffe-
rencidlegyenlet a (3.82)-(3.83) feltételek mellett a bandlistdl kiilonbozd
megoldéssal rendelkezik. Azt a [A1, As] intervallumot amelyben a sajét-
értékeket keressiik, felosztjuk p egyenlé h) nagysigu intervallumra oly
moédon, hogy egy intervallum legtébb egy sajatértéket tartalmazzon. (Erre
a felosztasra, akarcsak a gyokok szétvéalasztasara az egyenletek megolda-
sanal, nincs altalanos mddszer, az adott feladat sajatossagait figyelembe
véve kell elvégezni.)

Az igy kapott \' = Ay +ihy, i = 0, p rdcspontokra, a (3.84) kezdeti
feltételekre oldjuk meg a (3.81) differencidlegyenletet, és jeloljik az igy
kapott fiiggvényt y'-vel. Nagy valdszintiséggel az x,, pontban a megoldas
nem elégiti ki a (3.83) hatarfeltételt.

Ertelmezziik a

yi/(xn) ]ﬁ
V(@) + o (3.85)

P(\Y) =

kifejezést. Ha P(\!) = 0, a (3.83) hatarfeltétel teljesiil, amely azt jelenti,
hogy M\ sajatérték és az y° sajatfiiggvény. Ellenkezd esetben vizsgaljuk
a P(\) kifejezés elSjelét. Mivel a P()\) folytonos fiiggvény, ezért ha
P(AY)P(NFL) < 0, abbdl kovetkezik, hogy a (A!, AF1) intervallumban a
P(\) eldjelet valt, és tartalmaz egy sajatértéket.

Miutdn meghataroztuk, hogy mely intervallumok tartalmaznak sajat-
értéket, ezeknek értékét pontosithatjuk tébbek kézott a felez6 modszerrel.
Minden sajétértéket tartalmazoé intervallummnak (pl. [A}, Ai+1]) a kozepén
felvesziink még egy racspontot (A*) gy, hogy két egyforma intervallu-
mot kapjunk. Ezutdn megvizsgaljuk az elébb leirt mddszerrel, hogy a
sajatérték melyik intervallumban van. Ez feltételezi, hogy a differencial-
egyenletiinket ismét megoldjuk a A\, = (A’ + A"T1)/2 behelyettesitéssel, és
meghatdrozzuk a P(\?) elgjelét. Ha P(AY)P(\?) < 0, akkor a sajatérték a
(A, A%) intervallumban van, ha nem, akkor a [A*, A\i*1) intervallumban. Az
eljarast, az intervallumfelezést tovabb folytatva a sajatértéket tetszoleges
pontossaggal meghatarozhatjuk.
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3.4.2. Sajatos moddszerek

A sajatérték-problémakat ugy is megoldhatjuk, hogy a differencidl-
egyenletet a véges differencidk modszerével linearis egyenletrendszerré a-
lakitjuk at. A hatarfeltételek az intervallum hatarara felirt egyenletekben
jelennek meg.

Vegyiik példaképpen az

v ' +Ay=0 (3.86)

egyenletet az = € [0,1] intervallumban az

y(0) =y(1) =0 (3.87)
hatéarfeltételekkel. A (3.61) Fox-Goodwin-képletet alkalmazva
Y(whr2) = —y(on) + (2= h2A) y(ars). (3.88)
Bevezetjiik az y; = y(x;) jelolést, és rendezziik az egyenletet
Yk — (2= A)yps1 + yrra = 0, (3.89)

minden k = 0,n — 2-re, ahol n az intervallumok széma (n+ 1 a racspontok
szama). Az yg = 0 és y, = 0 ismertek, igy n — 1 rdcspontban kell meg-
hataroznunk a fliggvény értékét, tehat n — 1 egyenletiink lesz. Az elsd
(k= 0) és az utols6 (k =n — 2) egyenlet esetén az ismert tagot atvissziik
az egyenlet jobb oldalara. Az igy kapott egyenletrendszert matrixalakban

irjuk fel
—(2 — \h?) 1 . 0 U1 0
St I A | N R P
0 0 @) lwm] Lo

A hatarfeltételek homogenitdsa miatt az egyenletrendszer is homogén lesz.
Akkor kapunk a banalistol kiillénb6z6 megoldast, ha a matrix determinansa
nulla lesz, vagyis

_(2 _ )\h2) 1 R 0
1 —(2—=AR?%) .- 0
. . . =0. (3.91)

0 0 c —(2= AR
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Ezt az egyenletet megoldva, megkapjuk a A’ sajitértékeket, majd ezeket
sorban visszahelyettesitve az egyenletrendszerbe, a sajatfiiggvényeket.

A fenti egyenlet kozvetlen megolddsa nagy méretii matrixok esetében
nehézségekbe tlitkozik. Ekkor, felhasznalva a rendszer matrixanak a sdvos
szerkezetét (csak a f6atlon, és a f64tld szomszédsagaban taldlhato ele-
mek kiilonboznek nullatdl), a métrix viszonylag egyszertibb mddszerekkel
diagondlis alakra hozhaté. Ekkor az atlon talalhaté elemek a megfelelo
sajatértékeket adjik.

3.5. A radialis Schrodinger-egyenlet
numerikus megoldasa

Amint lattuk, a gdmbszimmetrikus mezében mozgé részecskére vonat-
kozé6 (3.8) radidlis Schrodinger-egyenlet egy mésodrendii differencidlegyen-
let, amelyet csak néhany sajatos esetben lehet analitikusan megoldani. A
numerikus megoldas elott érdemes bevezetni az

Y (r) = rRy(r) (3.92)

valtozéeserét. Ennek nyoman a (3.8) radidlis egyenletben eltiinik az elsé-
rendii derivalt

d%y I(1+1)
W + 2 (E — 22

- V(r)) y =0, (3.93)

A valédi és a centrifugdlis potencial Osszegét effektiv potencidlnak ne-
vezziik. Ezt Vi-lel jelolve

101+ 1)

W(T) = 2T2

+V(r) (3.94)

a kovetkezé masodrendii differencidlegyenlethez jutunk:
d*y
dr?

Feladatunk ennek a differencidlegyenletnek a numerikus megoldédsa az

+2[E - Vi(r)]y=0. (3.95)

r € [0,00) intervallumban. Az egyik leghatékonyabb numerikus médszer
a radialis Schrodinger-egyenlet megoldasara a mér ismertetett Numerov-
modszer.
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Azonban a differencidlegyenlet konkrét numerikus, a (3.63) képleten
alapulé megoldédsan tul a Schrédinger-egyenlet megolddsa mas, specifikus
problémaékat is felvet. Az egyik probléma az origéval kapcsolatos, éspedig
az, hogy a V) potencidl altaldban az r = 0-ban végtelenné valik.

A masik probléma az értelmezési tartomany hataraival kapcsolatos.
Az origéban a kezdetiérték-feltétel egyszerdi, mert y(r) = rR(r), a kvan-
tummechanika posztuldtumai értelmében a hulldmfiiggvény (igy R is)
mindenhol korlatos kell hogy legyen, tehat y(0) = 0. Az intervallum maésik
hatara azonban a végtelenben van. Ez nem jelent probléméat akkor, ha
E > 0, mert ebben az esetben minden energiaértékre a teljes értelmezési
tartomanyban korldtos megoldast kapunk. Ekkor a Schrodinger-egyen-
let megoldasa egy Cauchy-probléma. Azonban ha E < 0, a legtobb
energiaértékre az y(r) végtelenné vialik, ha r — oo. Csak néhdny, jol
meghatarozott energiaértékre kapunk a teljes értelmezési tartomanyban
korlatos megoldédst. Ebben az esetben egy sajatérték-problémaval allunk
szemben, azonban az értelmezési tartomany végtelensége miatt az r — oco-
ben a hatarfeltételt nem lehet a szokasos mdédon felirni.

A fentiek szemléltetésére irjuk fel az r — oo aszimptotikus tartomany-
ra érvényes aszimptotikus egyenletet, figyelembe véve, hogy itt V;(r) — 0

+2FEy, = 0. (3.96)
Pozitiv energia esetén ennek az egyenletnek a megoldasa
yA — Aei 2Er +Be—i 2Er (397)

minden A, B-re korlatos lesz, r — oo esetben is. Azonban ha E < 0, akkor
a megoldas az

ya = AeV T L BemV2ET (3.98)

alakd lesz, amely A # 0 esetén r — oo-re végtelen felé tart. Ki kell
kotniink tehét, hogy a (3.95) olyan megoldasait keressiik, amelyek kielégi-
tik az y(0) = 0 feltételt, és korlatosak r — oo esetén. Ez a két hatarfeltétel
egy sajatérték-problémat hataroz meg.

Tekintsiik el6szor az origd kezelésének a problémajat. Ez felmeriil
mind a pozitiv, mind a negativ energiatartomanyban. Vegyiik el6szor azt
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az egyszerl esetet, amikor a V' (r) valédi potencial az origéban véges érték,
tehat csak a centrifugdlis potencidl (I > 0 esetén) vélik végtelenné.

Ekkor az origé kozelében kivalasztunk egy kis [0,¢] intervallumot
(¢ > 0), amelyben a fizikai potencidl konstansnak tekinthetd, vagyis
V(r) = V. A radidlis Schrodinger-egyenlet erre az intervallumra

I(1+1)

"+2|E -V, —
Yy + 0 o2

y=0 (3.99)

lesz. Ha E — Vg > 0, a fenti egyenlet &ltaldnos megoldasa a Bessel- és
Neumann-fiiggvények linearis kombinaciéjaként irhaté fel

y = Arji(kr) + Brny(kr), (3.100)

ahol k = \/2(F — V). A j; és n; Bessel, illetve Neumann tipusu fiiggvé-
nyek a

I(1+1)

2
2
d 4 +1-— 5| u(z) =0 (3.101)

d2 " zdz z

differencidlegyenlet egymastol linedrisan fliggetlen megoldasai. Ezen fiigg-
vények koziil az n; Neumann-fiiggvény nem elfogadhaté megoldds, mert
az origéban végtelenné valik, és az rni(kr) nem elégiti ki az y(0) = 0
feltételt. Ezért az y fliggvény az origéban regularisan viselkedd j; Bessel-
fliggvénnyel lesz aranyos, vagyis

y = Arji(kr). (3.102)

Az A amplitidét meg lehet hatarozni a fiiggvény derivaltjara vonatkozo
y'(0) = K kezdeti feltételbdl, és ardnyos lesz a K allandéval. Mivel mind
az y mind az y' ardnyos az amplitidéval és a K-val, az y'(r)/y(r) ardny
fliggetlen lesz a K alland6tol. Jeloljik ezt az aranyt az r = € pontban
—q(F)-vel, mivel fiiggeni fog az energiatdl. fgy az r = € pontban a kovet-
kezo feltétel érvényes:

Y (&) +a(B)y(e) = 0. (3.103)

Az r > e intervallumra, ahol a potencial értéke mindenhol véges, mar
probléma nélkiil alkalmazhat6 valamelyik egylépéses vagy tobblépéses nu-
merikus mdédszer a (3.95) differencidlegyenlet megolddsara. Figyelembe
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véve az e pontban az y és az y' folytonossiganak feltételét, a (3.103)
Osszefliggés kezdeti feltételnek tekintheto az egyenlet numerikus megolda-
sanal az r > ¢ intervallumban.

Ha a V/(r) fizikai potenciél az origéban végtelen felé tart (mint példdul
egy ponttoltés altal keltett Coulomb-potenciél jelenlétében), a médszer
egy kissé bonyolultabb lesz. A V(r) potencidlt hatvanysorba fejtjiik

V() =Vor ' + Vo + Vir+ Var® -, (3.104)

amelybdl csak az els6 néhany tagot tartjuk meg. A megoldast az
o
y(r) =ritt Z a;T; (3.105)
i=0

hatvéanysor alakjaban keressiik, amelybdl annyi tagot tartunk meg, ameny-
nyi sziikséges a kivant pontossag eléréséhez. Az a; egylitthatékat a fenti
hatvénysorok (3.95) egyenletbe valé behelyettesités nyoman kapjuk meg.
Igy meghatérozhatjuk az y'(r)/y(r) ardny értékét az e pontban, és itt is
felirhatjuk a (3.103) feltételt.

Ha a pozitiv energiatartomanyban oldjuk meg a radidlis egyenletet
(E > 0), minden energiaértékre kapunk fizikailag értelmezheté megoldést.
Igy a (3.103) kezdeti feltétel mellett Cauchy-problémat kell megoldanunk
az r > € intervallumban. Az egyetlen tovabbi probléma az, hogy milyen
r értékig menjiink el a numerikus integrallal.

Rovid hatétavolsagi potencidl esetén megkeressiik azt az ry pon-
tot, amelyben a potencidl értéke mar elhanyagolhatd, vagyis |Vi(r)| < n
ha r > ry, ahol n egy altalunk valasztott kis pozitiv szdm, amelynek
értéke a megkovetelt pontossagtol fiige. Az r > ry tartomanyban igy jo
kozelitéssel a (3.97) aszimptotikus megoldés érvényes. Az A és B egyiitt-
hatokat Ugy hatarozzuk meg, hogy az ry pontban az y4 aszimptotikus
fliggvényt illesztjiik a numerikusan meghatarozott y fiiggvényhez

ya(ry) = ylry) (3.106)

yalrn) = y'(rn), (3.107)
vagyis

AVIEIN | BemVREIN (e (3.108)

AiV2EeV2E™N _ Bin2Ee V2ETN =/ (ry). (3.109)
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A fenti egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy

. /
A = iV2Ey(rn) +y (TN)e—i\/ﬁrN (3.110)
2iV2E
W2By(ry) —y'(rn) ivery

2iv2FE

Ezeknek a mennyiségeknek a segitségével kiszamithatunk olyan, gyakorlati

B =

(3.111)

szempontbol fontos mennyiségeket, mint példdul a szérdsamplitidd

5 = _é _iV2Ey(rn) + y/(’f'N)e_%\/ﬁrN

B~ i2Ey(rx) — ' (ry) (3112)

Hasonlé médon jarunk el abban az esetben is, ha a potencial aszimpto-
tikusan végtelen hatétavolsagu, 1/r-rel ardanyos Coulomb-potencial, avval
a kiilonbséggel, hogy ekkor az aszimptotikus megoldds a regularis és irre-
gularis Coulomb-hullamfliggvények linedris kombindaciéjaként irhaté fel.

Negativ E energia esetén hatarfeltétel-problémaval allunk szemben.
Az r > rxn doméniumra érvényes aszimptotikus megoldast a (3.98) alapjan
a kovetkez6képpen irjuk fel:

ya = AleV2E0—TN) | BlemV=2E(r—rN) (3.113)
ahol az ry-t azért vittiik be az exponensbe, hogy az r = ry-ben felirt
hatarfeltétel egyszeriibb alaku legyen. Ugyanigy, mint az E > 0 esetben,
egymashoz illesztjiik az r < ry doméniumban kapott numerikus, és az r >
ry-re felirt analitikus megoldasokat a (3.106)-(3.107) egyenletek szerint.
Azt kapjuk, hogy

A"+ B = ylry) (3.114)
V=2EA —v—2EB = y(ry), (3.115)

ahonnan
A = S V() + ¥ () (3.116)
1

B = 2@“ _ZEy(TN) _y,(TN)]' (3'117)
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A huldmfiiggvénynek korlatosnak kell lennie a teljes értelmezési tarto-
manyban. Mivel a (3.113) aszimptotikus megoldas csak az r — oo esetén
valhat végtelenné, a korlatosségi feltételt a végtelenre kell megfogalmaz-
nunk. Ez a feltétel A" = 0 lesz, amely hatérfeltételként irhaté fel a [0, 7 y]
véges intervallumra. Ebbdl kovetkezik, hogy a (3.116) alapjin

V=2Fy(rn) +y'(rn) = 0. (3.118)

Osszefoglalva, a radidlis Schrodinger-egyenlet numerikus megolddsa-
kor a [0, 00) intervallumot hdrom részre osztjuk. A [0, ¢] alintervallumban
és az [ry,00) aszimptotikus tartomédnyban a differencidlegyenletet anali-
tikusan oldjuk meg, mig a kozépsé, az [e,ry] tartomdnyban numeriku-
san. A hullamfliggvény és derivaltja folytonossagarol az illesztési pon-
tokban gondoskodunk. Pozitiv energia esetén Cauchy-problémaval allunk
szemben, és az altalunk megadott E energiaértékre a differencidlegyen-
let intervallumrdél intervallumra haladva megoldhaté. Negativ energia
esetén a sajatérték-problémaékra az el6zé fejezetben bemutatott valamely
moédszert alkalmazhatjuk. Problémat jelent az, hogy a numerikus meg-
oldési intervallum hataraira felirt (3.103) és (3.118) hatérfeltételek fiigge-
nek az energiatdl, ezért a véges differencidk mddszerén alapuld megoldési
mod elbonyolddik. Altaldban egyszeriibb a Cauchy-probléméara vissza-
vezetett modszer, amikor az els6 két intervallumra Cauchy-problémaként
megfogalmazott feladatot egy egész sor Ey, Eo, ..., E, energiaértékre meg-
oldjuk, majd a felez6 mddszert hasznalva megkozelitjiik azokat az ener-
giaértékeket, amelyekre a (3.118) feltétel is teljesiil. Ezt az eljarast a
sajatértékre vadaszé mddszernek (shooting method) nevezziik.
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4. FEJEZET

AZ IDOTOL FUGGO PERTURBACIOS
MODSZER

Ebben a fejezetben csak az olyan kolesonhatasok dltal keltett elektron-
atmeneteket vizsgaljuk, amelyek esetében a kolcsonhatéasi potencial nem
til erés, és igy perturbativ médon kezelheté a probléma.

4.1. A modszer alapjai

Tekintsiink egy olyan kvantummechanikai rendszert, melynek a H (t)
id6tol fiiggé6 Hamilton-operatora két tagra bonthato fel

H(t) = H°+V(t). (4.1)

Itt HO id6tél fiiggetlen, perturbélatlan Hamilton-operator, amelynek sta-
ciondrius sajatallapotai és sajatértékei ismertek. V(t) egy olyan id6tol
fliggd perturbacids potencidl, amely a t(y idopillanatban kezd hatni, és a t
pillanatig fejti ki hatasat.

A rendszer a t( pillanat elétt a HC valamely sajatallapotdban taldlha-
t6, jeloljiik ezt i-vel. A V(t) perturbacié hatdsira ez dtmehet egy masik
sajatallapotba, legyen ez f. A rendszer fejlédését tg és t kozott az U(t, tg)
evolicios operator adja meg, vagyis a rendszer hullamfiiggvénye a t id6-
pillanatban

(W) = U(t, to)l4) (4.2)
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lesz. Konnyen belathatd, hogy az evolicids operatornak ki kell elégitenie
az

z’%U(t,to) = HU(t, o) (4.3)

differencidlegyenletet, amely az id6tél fiiggdé Schrodinger-egyenletbdl szar-
magztathaté és ezzel ekvivalens.

Miutdn a rendszer a W(t) édllapotba fejlodik, és a perturbacié meg-
sziinik, a rendszernek vissza kell térnie a HY operdtor valamely sajét-
allapotaba. Annak valészintisége, hogy a rendszer egy adott f allapotba
kertiljon, az (f|¥) atfedési integraltdl fiigg, amelyet atmeneti valészintiségi
amplitidénak neveziink. Az dtmeneti valdsziniliség az amplitidé modu-
luszanak négyzetével lesz egyenld

wig = (10 = [T, to) 1) (4.4)

A tovabbiakban a szokasos Schrodinger-kép helyett hasznaljuk a kol-
csonhatdsi vagy Dirac-képet. Ebben a képben az Uy (t, ty) evoliciés opera-
tor id6tol vald fliggése csak a perturbacids potencidl hatasat tartalmazza,
levélasztjuk belSle az id6t6l fiiggetlen H? Hamilton-operator altal okozott
periodikus fliggést

Ur(t, to) = U (¢, to)U(t, to), (4.5)

ahol az U(t,ty) operator a rendszer fejlédését jellemzi a perturbalé ope-
rétor hidnyédban, T pedig az adjumgalds jele. Az U%(t,tq) operator kielégiti
az

i%UO(t,to) = HU (¢, 1)) (4.6)

differencidlegyenletet, amely formélisan megoldhaté, mert a H° nem fiigg
explicit médon az id6tél

UO(t, tg) = e HH"(=t0) (4.7)

Ezek alapjan bebizonyithatd, hogy a kdlcsonhatési képben felirt evolicios
operator megoldasa lesz az

i%UI(t,to) = Vi (H)Us(t, to) (4.8)

differencidlegyenletnek, ahol

Vi(t) = U%(t,t0)V (1)U (t, to) (4.9)
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a perturbéciés potencial a kolecsonhatasi képben. A H operétor sajatfiigg-
vényei ebben a kolcsonhatdsi képben pedig megegyeznek a stacionarius
hullamfliggvényekkel.

A (4.8) differencidlegyenletet formalisan integraljuk to és t kozott.
Ekkor

t
Ur(t,to) =1—1 [ dt:Vi(t1)Ur(t1,%0), (4.10)

to
ahol az 1-es integraldsi konstans, amelyet az

Ur(to,to) =1 (4.11)

kezdeti feltételbol hatdroztunk meg.

A (4.10) integrélegyenletet iteraciés moédszerrel oldjuk meg. Legyen
kezdeti becslésiink az Uj(t1,to) evoliciés operdtorra 1. Ebben a nullad-
rendi kozelitésben teljesen elhanyagoljuk a l6vedék hatdsat a céltargyra,
igy a kolcsonhatési képben a rendszer valtozatlan allapotban marad. El-
sérendii kozelitésben az evolicids operator

t
Ubt,to) =1—1i [ dt,Vi(t) (4.12)

to
lesz. A mésodrendii kozelitést ugy kapjuk meg, hogy az elsérendben ka-
pott operdtort ismét behelyettesitjiik a (4.10) kifejezés jobb oldaldba

t t to
Ui(t,to) =1—1i | dyVi(t:) + (—i)* | dtoVi(ta) | dtaViltr), (4.13)

to to to
és igy tovabb. Ennek a moédszernek a segitségével az evoliciés operatornak
egy sorfejtését kapjuk meg

Ur(t,to) = 1+ 3. UM (t, 1), (4.14)
n=1

ahol U I(") jeloli az n-ed rendi korrekcigjat az evolicids operatornak. Eze-
ket a korrekcidkat a Vi(t) potencidlok (4.13)-hoz hasonlé id6 szerinti in-
tegraljaként kapjuk meg

t tn
Uf) = ()" [ dtaVitta) [ dta Vi)
to to

t3 to
dtaVi(ts) [ dtVi(t). (4.15)

to to
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Erdemes a perturbdciés potencidlokat (4.9) szerint visszairni a Schro-
dinger-képbe, mert szokdsosan ezt hasznaljuk

t
Ui = (=) | dtn U (t, t0)V (£2)U° (tn, to)
0
tn
X dtn—lUOT(tn—l’ tO)V(tn—l)UO(tn—la tO) U
t
I
X dtQUOT(tQ,tO)V(tQ)UO(tQ,tO)
t
b
X dt U T (t1,t0)V (£1)U° (t1, to). (4.16)
to

Az U operatorokat a (4.7) alakba irva észrevessziik, hogy a tq idépilla-
natok egyszeriisodnek

U’ = (=9)" | dtpe’™ " V(ty)e " ™
to
tn i HO¢ i HO¢
X dt,_1€" "71V(lfn_1)€_Z n-l... (4.17)
to
s i HOt 101, [  HOt i HOt
X dtgez QV(tQ)e_Z 2 dt1€Z 1V(t1)6_2 L,
to to

Az evolicids operator fenti sorfejtésében az U I(") tagban a potencial

n-szer szerepel. Ebbdl levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy ha a per-
turbaciés potencial elég kicsi, akkor a magasabb rendii tagok elhanyagol-
hatok. Ez a sorfejtés megfelel a széraselméletben hasznalt Born-sornak.
Vizsgaljuk meg most az dtmeneti amplitudé kifejezését a kiillonbo6zo
kozelitésekben. A teljes amplitidé kifejezése, amint az a (4.4) képletbol
is kitiint
a = (f|Ur(t, to)|7). (4.18)

Az n-ed rendli amplitidé pedig
o™ = {F|UF" (¢, to) i) (4.19)

lesz. Nulladrendben
a© = (fli) = dif, (4.20)
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mivel i és f a HY Hamilton-operdtor sajitéllapotai, igy ortogonélisak
egymasra, ha kiilonbozo sajatértékhez tartoznak. Tehdt nulladrendben,
ha elhanyagoljuk a perturbéciot, nem kapunk dtmenetet.

Az els6érendli amplitudé felirdsakor figyelembe vessziik, hogy i és f a
HO sajatallapotai E; illetve E; sajatértékekkel

t i .
aV = dt1<f|eZH0t1V(t1)€_ZH0tl|i>
to

= —i Zma@rﬁmqwum@. (4.21)
to
Amint latjuk, itt a V(¢1) métrixelemét kell integralnunk az id6 szerint,
megszorozva egy periodikus faktorral. Fizikailag ez azt jelenti, hogy a
perturbéciés kolcsonhatds a rendszert a ¢y idopillanatban egy 1épésben
atviszi a kezdeti allapotbdl a végéllapotba.
A mésodrendil amplitidét méar egy kettSs integralbdl szamitjuk ki

t . . t2 . .
a® = - / dtx(fle™ 2V (ta)e [ dty Y (1)e T H M i) (4.22)
to to

Itt azon kiviil, hogy felhasznéljuk azt, hogy az i és f a HO sajatallapotai,
figyelembe véve a

> k) (k| =1 (4.23)
k
teljességi feltételt, a HO operator fenti teljes rendszerét beékeljiik a masod-
rendd amplitidé kifejezésébe, és igy a tovabbi két HO operator az Ej
sajatértékkel helyettesithetd
¢ , .
a(2) - _ dts (f’eZEftQ V(t2)€_ZHOt2
to
t2 ) .
XE:WMM/‘dhdm%V@Qé“MWQ
k to

t )
= = [P ()
K 7to

¢ ,
s [ dt e BN [ (£)]d). (4.24)

to
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A ma&sodrendii folyamatot a fenti képlet alapjan gy értelmezhetjiik, hogy
a ty idopillanatban a rendszert a perturbéciés potencidl atviszi a k koz-
bens6 allapotba, majd onnan a to idépillanatban a végallapotba. FEz
tehdt egy kétlépéses folyamat. A masodrendli amplitidé kiszamitasakor
az Osszes lehetséges k kozbenso édllapotra Osszegezniink kell, mert ezeket
az allapotokat nem rogzitjiik le, méréssel nem mutatjuk ki, igy barmi le-
het. Minden lehetséges utat figyelembe kell venniink, amelyen a rendszer
két 1épésben az alapallapotbdl a végallapotba juthat.

4.2. A hataskeresztmetszet

Egy bombazo részecskenyaldb atomokon vald szorédasat vagy az altala
keltett elektronatmenetek valdszintiségét az itkozési hatdaskeresztmetszet-
nek nevezett mennyiséggel jellemezhetjiik.

Tekintstink egy szorasi kisérletet, ahol X tipusu részecskékbol allo
céltargyat bombdzunk egy Y részecskenyaldbbal. Legyen ez a nyaldb
monoenergetikus. Jeloljik Jy-nal a lovedékrészecskék fluxusat, vagyis
azon beesO Y részecskék szamat, amelyek egységnyi ido alatt, a terjedés
irdnyara merdéleges egységnyi feliilleten haladnak keresztiil. Feltételezziik,
hogy a fluxus elég kicsi ahhoz, hogy elhanyagolhat6 legyen a bombéazd
részecskék kozotti kolesonhatds, tehat a szoras csak a céltargyon torténik.

Tételezziik fel egyelore, hogy csak rugalmas széras torténhet, vagyis
agy a lovedék, mint a céltargyat alkoté X részecskék bels6 struktirija
valtozatlan marad. Az € irdnyba, df) térszoghbe idéegység alatt szérddott
Y részecskék szama legyen dNy. Ez a mennyiség kis fluxusok esetén
egyenesen aranyos lesz a beérkez6 lovedékek fluxusaval és a df) térszoggel

dNy (Q) = Jy £(Q)d. (4.25)

A fenti kifejezésben 3(Q2) a céltargyra jellemz6 teriilet dimenzidji mennyi-
ség. Ha a céltargyban Nyx egyforma szérécentrum van, és feltételezziik,
hogy elég nagy a tavolsag kozottik ahhoz, hogy ne legyen koherencia a
kiilénb6z6 centrumokon szérodott részecskékhez rendelt hulldimok kozott,
valamint hogy a céltargy elég vékony ahhoz, hogy egy bombaézd részecske
csak egyszer szorddjék, a szérédott részecskék szama egyenesen aranyos a
szérocentrumok szaméaval. Ennek alapjan azt irhatjuk, hogy
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ANy (Q) = Jy Nxoq(Q)dQ, (4.26)

ahol 04(€2) egy szérécentrumot jellemzd, teriilet jellegii fizikai mennyiség.
Ezt nevezzik differencialis rugalmas hataskeresztmetszetnek, mely fiigg a
szorodas iranyatol. Bevezetve a o, teljes rugalmas hataskeresztmetszetet

is, ezt frhatjuk:
do, ANy (Q)
= = 4.2
74="00 T Ty Nxd (4.27)

A teljes rugalmas hatdskeresztmetszetet a differencidlis hataskeresztmet-

szet teljes térszogre vald integraljabdl kapjuk
oy = /O‘d(Q)dQ. (4.28)

A fenti integral nem mindig konvergal. Ennek fizikai jelentését megért-
hetjiik, ha belatjuk, hogy a teljes hatdskeresztmetszet egyenl6 az egy szé-
récentrum altal idGegység alatt szért részecskék szamanak és a beérkezo
fluxusnak a hanyadosdval. Végtelen hatotavolsagu potencial esetén mind-
egyik részecske szorddik, igy a teljes hataskeresztmetszet a végtelenhez
tart. Rovid hatétavolsdgi gombszimmetrikus potencidl esetén a teljes
hatdskeresztmetszet durvan egyenl6 lesz a hatosugar altal meghatarozott
kor tertiletével.

Ertelmezziik most a hatéskeresztmetszetet rugalmatlan széras esetén
is. Ilyen szdras esetén a céltargy vagy a lovedék kvantumallapota megval-
tozik az utkozés soran. Jeloljik i-vel a rendszer kezdeti allapotat, és f-fel
a végso allapotat. Az i allapotbdl az f allapotba valé dtmenetre jellemz6
teljes hataskeresztmetszet egyenld lesz az idGegység alatti ¢ — f atmenetek
szamanak, és a beérkezo részecskék fluxusanak valamint a szérécentrumok
szaméanak a hanyadosaval:

Nis
JyNx'

Ebben az esetben kiilonbozé differencidlis hataskeresztmetszeteket értel-

(4.29)

Oi—f =

mezhetliink a kimeno részecskék energidja és szoge szerint. Példaul n ki-

mené részecske esetén a legtobb informaéciot a
d2n—1 Oisf
dQy - dQpdEy - - - dE, 4

(4.30)
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hataskeresztmetszet adja. Az energiamegmaradas miatt csak n — 1 ré-
szecske energidja valtozhat szabadon.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy csak egy szorécentrum van, me-
lyet egyforma részecskékbol all6, monoenergetikus, parhuzamos nyalabbal
bombaéazunk. Ilyen koriilmények kozott az egyes beérkezo részecskék kvan-
tumallapotai megegyeznek, de kiilonboznek az impaktparaméterik sze-
rint. Az impaktparaméter vagy titkozési paraméter a l6vedék aszimpto-
tikus palydjat jelenté egyenes és a szérdcentrum kozotti tavolsag. Ez a
paraméter a bombdazd részecskék mozgdasiranyaba mutaté tengelyhez vi-
szonyitott merdleges eltolodast jellemez. Tehdt a bombazé részecskék |Py,)
allapotai csak a b 1itkozési paraméter nagysagaban és iranydban kiilonboz-
nek.

Legyen w(i, Py, — f) az ¢ — f atmenet valésziniisége, amely termé-
szetesen fiigg b-t6l. Ha iddegység alatt Ny részecske szérddik, akkor az

1 — f atmenetek szama N
Y

Nip=> w(i,®p; — f) (4.31)
j=1

lesz. Ha Ny — oo, a szért részecskék szama szerinti Osszegzést atalakit-
hatjuk a fluxusnak az impakt paraméter szerinti teriileti integraljava

N = / &b Jyw(i, By, — f). (4.32)
Feltételezziik, hogy a fluxus egyenletes, igy Jy kiemelhet6 az integral elé
Nioy= Jy/dew(z',q)b — f). (4.33)

A (4.33) kifejezést Gsszehasonlitva a (4.29)-cel és figyelembe véve, hogy
Nx =1, a teljes hataskeresztmetszetre ezt kapjuk:

Oif = /dz’bw(i,@b — f). (4.34)

A fenti képlet akar a hataskeresztmetszet definiciéjaul is szolgdlhatna.
Ezen a formulédn fognak alapulni a tovabbi szamitdsaink. Hasonléan ad-
haté meg a (4.30) differencidlis hatdskeresztmetszet is

d2n_10i—>f

dd - dQpdEy - - dE,

ahol |®’) a megfelel6 energidji és szogeloszlasi végallapot.

= /d2bw(z, (I)b - f7 (I)/)7 (435)
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4.3. Elektronatmenetek toltott részecskével
vald utkozés hatasara

Ha a l6vedék, amely az elektrondtmenetet okozza, megfeleléen nagy
energiaji, akkor klasszikusan leirhat6. Ennek a kozelitésnek az a feltétele,
hogy a lovedékhez rendelt de Broglie hullamhossz joval kisebb legyen
az atomi méreteknél. Ha ehhez a feltételhez még azt is hozzavessziik,
hogy az energiadtadds (impulzusitadés) elhanyagolhaté legyen a 16vedék
energidjahoz (impulzusdhoz) viszonyitva

pi = pr >> V2MAE, (4.36)

(pi és py a lovedék kezdeti és végsé impulzusa, M a 16vedék tomege,
AFE az energiadtadés), a 1ovedék mozgdsa egyenesvonalinak és allandé
sebességlinek tekinthet6. Ez a feltétel nem teljesiilhet nagyon kis im-
paktparaméteri iitkozések esetén, azonban ezeknek a jaruléka nagyon
kicsi a hatdskeresztmetszethez. Az elObbi feltételeken alapuld kozelitést
félklasszikus vagy impaktparaméter kozelitésnek nevezziik.

Az i — f dtmenet hatdskeresztmetszetét a (4.4) és a (4.34) képletek
segitségével kapjuk meg

Timf = /d2b|ai—>f(b)|2
= [ @bl (o0, ~o0) ). (4.37)

Az i és f kvantumallapotok csak a céltargy elektronrendszerére vonatkoz-
nak, a lovedék—céltargy kolcsonhatas kiilsé perturbacidként tekintheto.
Hasonléképpen az Uy, (400, —00) evolicids operator is az elektronrendszer
fejlédését irja le. A perturbaciés potencidl elvileg a —oo-ben kezd hatni,
és csak a +oo-ben szlinik meg. Ha a lovedék—céltargy kolcsonhatds nem
tul nagy, igy az evuliciés operdtor (4.14) sorfejtése gyorsan konvergél, és
érdemes az ido6tol fliggd perturbéaciés mddszert alkalmazni.
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4.3.1. Egyelektron atmenetek

Ha a lovedék hatdsara az atomnak csak egy kiilsé elektronja szenved
atmenetet (gerjesztédik, vagy ionizacié soran elhagyja az atomot), ak-
kor igen j6 eredménnyel hasznalhaté a fliggetlenelektron-kozelités. Ekkor
ugy tekintjik, hogy a lovedék csak egyetlen elektron kvantumaéllapotat
véaltoztatja meg (egy aktiv elektronunk van), a tébbi elektron teljesen
passziv szerepet jatszik, kvantumallapotuk valtozatlan marad. Az atme-
net hatdskeresztmetszetének (4.37) képletében ebben a kozelitésben i és f
az aktiv elektron kezdeti és végso allapotat jelenti, és az evolicids operdtor
is erre vonatkozik. Az dtmeneti amplitiddt ebben az esetben egyelektron
amplitidénak nevezziik.

Ha a lovedék energidja elég nagy a kolcsonhatédsi potencidlhoz vi-
szonyitva, alkalmazhaté az elsérendii perturbaciés kozelités. A gyakor-
latban ez 100 keV/ uxZg energia folotti l10vedéket jelent, ahol u az atom-
tomegegység (kozelitleg a proton témege), Z, a lovedék toltése.

Tekintstink egy gyors toltott 1ovedék altal keltett gerjesztési folyama-
tot, amelynek hatdskeresztmetszetét elsérendben, az elsérendii amplitidd
(4.21) képlete alapjan szamitunk ki. A perturbéciés potenciél a lovedék
és az aktiv elektron kozott fellépé Coulomb-kolecsonhatés

—Zp Zp

YOS R T T Rm T 439

ahol R, a lovedék és az elektron kozotti tavolsag, R a 1ovedék, mig r az
elektron helyzetvektora, altaldban a célatom atommagjahoz viszonyitva.
A potencidlnak az id6tol vald fiiggése a lovedék helyzetében jelenik meg.
Tekintstik 0z tengelynek a lovedék palyajaval parhuzamos tengelyt, és
legyen az origd a célatom atommagja. Ekkor R atfogdja lesz a b iitkozési
paraméter és a z altal meghatarozott derékszogli haromszognek:

R = b+z (4.39)

R = Vb2+22 (4.40)

Erdemes a (4.21) kifejezésben az id8 szerinti integralrél a z koordindta
szerinti integralra ratérni. Nulla idGpillanatnak azt tekintve, amikor a
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lovedék a legkozelebb van a célmaghoz, az egyenesvonalt egyenletes moz-
gast feltételez6 kozelitésben

z=uvt; dz=wvdt. (4.41)

Ezekkel a behelyettesitésekkel az elsérendli amplitidora ezt kapjuk:

Z, [T Ep-B 1
1) _,;%p =z .
i /_OO dze <f|7|R(t) ] |7). (4.42)

A matrixelemet az A. Flggelékben leirt mddszerrel lehet kiszamitani. A
potencidlt az (A.11)-hez hasonléan multip6lus-sorba fejtjiik

L o Z Vi R)Yin(®), (443
R(t) —x| &g 20 41,4010 &~ "
és az egyelektron hullamfiiggvények esetén kiilonvalasztjuk az orbitalis
részt
i = Ri(r)Y,m, () (4.44)
fo= Rp(r)Yim, (8). (4.45)

A behelyettesitéseket elvégezve felhasznaljuk a harom gombfiliggvény szor-
zatdnak integréljara vonatkozd (A.13) Gsszefiiggést, és ezt kapjuk:

Ly dm (2l; +1)(20 4+ 1) 10
= Z 1;000
A+1\  4n(2;+1)

E;—F

Y (R)

X ZCllfnT;fm/ oodzei
[e.e]
rl
x / r2dr R (r) = Ra(r). (4.46)
0 rs

Amint latjuk, a gerjesztési amplitud6 kiszamitdsahoz két integralt kell
elvégezniink, egyet az elektron radialis koordinatdja és egyet a 16vedék
palyaja szerint. Hidrogénatom esetén ezek a szamitdsok analitikusan is
elvégezhetdk, de mds atomok esetén, amikor R; és Ry legtobbszor nume-
rikus formaban megadott Hartree—Fock hullamfiiggvény, ezeket a szami-
tasokat numerikusan kell elvégezniink. A hatdskeresztmetszet kiszamitasa
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a (4.37) iitkozési paraméter szerinti integralbdl minden esetben csak nu-
merikusan lehetséges.

Kicsit bonyolédik a szamitds abban az esetben, ha az elektron végso
allapota folytonos allapot, vagyis ionizaciordl van szé. A tavozé elektron
hullamfliggvénye &altalaban nem sajatfiggvénye az impulzusmomentum-
négyzet vagy az L, operdtoroknak. Mivel ezen operatorok sajatfiigg-
vényeivel, a gombfliggvényekkel elényts dolgozni, érdemes a folytonos
allapot hullamfiiggvényét sorbafejtentink a gémbfliggvények szerint

<
ke]
=
N~—
|
-~
=~
a
s
RS
=
<
)
=
=
3
3
3
)

Wim, (). (447)

A fenti sorfejtést a parcidlis hullamok szerinti sorfejtésnek nevezziik, a-
melyben 0;, egy fdziseltolddés, p az elektron impulzusa, Ry, (pr) a parcidlis
hulldm radiélis hullamfiiggvénye. Tisztdn Coulomb-potencidl esetén ez a
reguldris Coulomb-hullamfiiggvény segitségével fejezheto ki
21 Z

le(pT) = ;p_TF‘lf(_Eva% (448)
mig mas esetben numerikusan lehet meghatdrozni. A gerjesztésnél hasz-
nalt mddszerrel itt megkaphatjuk a parcidlis differencidlis amplitadét

) = eyt B VB Do,
lem . +oo ,Ef —E; .
XX il Yin, ) [ e T Y (R
2 rl
X/o redrRy, (pr) H_lR(T), (4.49)

amely alapjan kiszamithatjuk a kilokott elektron impulzusa (irdnya és
nagysdga) szerinti differencidlis hataskeresztmetszetet

/ &b| S af z,m, (4.50)

lymy

Ha a teljes hataskeresztmetszetekre van sziikségiink, gy a fenti diffe-
rencialis hataskeresztmetszetet kell integralnunk az impulzus szogei és
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nagysaga szerint. Kihasznélva az Yl’;mf(f)) gbémbfiiggvények ortonorma-
litasat, a szogek szerinti integral konnyen elvégezhet6

oo [T 2 (1) 2
o= [&b [“pdp 3 laf), 0. (4.51)

Lymy

ahol az amplitidé mar nem tartalmazza az Yl:mf (p) fiiggvényeket, és
nem fligg az impulzus irdanyatol. A félklasszikus modellben az impul-
zus szerinti integraldssal a végtelenig kell menniink, mert a 16vedék altal
atadhaté energia nem korlatozott. A gyakorlatban természetesen nagyon
nagy energiadtaddsokra nem érvényes a modell. A fenti képletekben a
végallapot Ey energidja a visszamaradt ion E;{ energidajabdl és a kilokott
elektron mozgési energidjabdl tevodik Gssze

L P
Ey=Ef + 5 (4.52)
vagy masképpen, az energiadtadas
P2

ahol I az ionizacids potencial.

4.3.2. Kételektron atmenetek

Kételektron dtmenetek esetén (kétszeres gerjesztés, kétszeres ioni-
zacié, gerjesztéses ionizacid), dltaldban nem elegendd az elsérenddi per-
turbaciés modszert hasznalni. Az elsérendii kozelités azt jelenti, hogy
csak egy lovedék—elektron kolcsonhatast vesziink figyelembe, amely csak
tovabbi elektron—elektron kolcsénhatas utjan okozhat kételektron atme-
netet. Ezért igen nagy l6vedéksebességek esetén sem elhanyagolhatd a
méasodrendii folyamat, amikor két lovedék—elektron kolcsonhatassal sza-
molunk, és igy a kételektron atmenet az elektronok kozotti kdlesonhatastol
fliggetleniil is létrejohet.

A két aktiv elektront 1-gyel és 2-vel jelolve, a perturbacids potencial
Vi(t) + Va(t) lesz. Ennek alapjan az els6- és a mésodrendii amplitudét a
kovetkezoképpen irhatjuk:

AV = /+Oodtei(Ef_Ei)t<f|[V1(t)+V2(t)]|i> (4.54)

— o0
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o = =30 [ e P g ) 4+ V)
k —00

X /_t dt' P (K [V () + Va(t)]]3), (4.55)

ahol i), |k) és | f) két-elektron &llapotokat jelolnek.

A mésodrend{i amplitidéban a (V7)? és a (V2)? potenciglokkal ardnyos
tagok csak tovabbi elektron—elektron kolcsonhatds ttjan okoznanak két-
elektron atmenetet, és elhanyagolhatok azokhoz a tagokhoz képest, ami-
kor a két kolcsonhatds két kiillonbozé elektronnal jon létre. Ebben a
kozelitésben a masodrendli amplitudo

+oo . t . /
N B e e O R e R CVAGID
g U0 e

“+oo i t . ’
. 2 :/ dteZ(Ef_Ek)t<f‘V2(t)|k>/ dt/ez(Ek—Ei)t (k\Vl(t’)|z>
K Voo e

3o (4.56)
k

lesz.

Figgetlenelektron-kozelités

Vizsgaljuk meg el6szor, milyen eredményt kapunk fliggetlenelektron-
kozelitésben. Ekkor a két elektronra vonatkozé perturbalatlan Hamilton-
operatort két egyelektron operator osszegeként irjuk fel

H° ~ hy + ho, (4.57)

és a hullamfiiggvényeket az egyelektron orbitalokbdl felépitett Slater-de-
terminans segitségével fejezhetjik ki. Azért, hogy a jelOléseket egysze-
risitsiik, a tovabbiakban egyszert szorzat hullamfiiggvényekkel fogunk
dolgozni

7)) = li1)]iz) (4.58)
lfy = [folf, (4.59)

megjegyezve, hogy megfeleléen szimmetrizalt hullamfiggvényekkel kéne
dolgoznunk. Azonban ha a kezdeti allapot egy olyan szinglett allapot,



4.3. ELEKTRONATMENETEK TOLTOTT RESZECSKEVEL... 107

melyben a két elektron ugyanazon a térbeli orbitdlon taldlhaté (példaul a
hélium alapallapotaban), akkor ez az egyszeriisités minden tovéabbi nélkiil
megtehet6. Valoban, a kezdeti allapotban a két térbeli orbitdl szorzata
eleve szimmetrikus, mig a végéallapotot megfeleléen szimmetrizaljuk

flri,r2) = 27Y2[fa(r1) f5(r2) + fB(r1) fa(r2))- (4.60)

Az dtmeneti amplitudé ekkor

(FlUl) = 27Y2[(fa(r1)fp(r2)|Uli(r1)i(r2))
+(fB(r1) fa(r2)|Uli(r1)i(r2))] (4.61)

lesz, de mivel az ry és rg integralasi valtozok felcserélhetdk, a két tag
Osszevonhato:

(FIULi) = 2Y2(fa(r1) fo(r2)|Uli(r1)i(ra)). (4.62)

Tehat a szorzat-hullamfiiggvények hasznélata ebben az esetben nem mond
ellent a Pauli-féle kizarasi elvnek.

A két elektron energidjat fiiggetlenelektron-kozelitésben a két orbital-
energia Osszegeként irhatjuk fel

Ef = 6f1—|-6f2 (463)
E;, = €i; T €y (4.64)

Az els6rendi amplituddra a szorzat hullamfliggvények behelyettesité-
sével (4.54)-be ezt kapjuk:

+o0 .
oD = i) / dte I E | Va (8)|iz)

~ilhli) [ e E @Ol (1.69)

Lévén azonban az |i;) és |f;) ugyanannak a h; operatornak a sajatfiigg-
vényei, az (f;|i;) atfedési integralok nullak lesznek. Tehét fiiggetlenelekt-
ron-kozelitésben a kételektron atmenetek elsérendii amplitidéja nulla.

A masodrendii amplitudé is nagyban leegyszeriisodik ebben a kozeli-
tésben [17]. A kozbensd allapotot is szorzat alakban felirva

k) = |kik2), (4.66)
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a masodrend amplitidé (4.56) képletében taldlhaté matrixelemek a ko-
vetkezdképpen irhatdk:

(k1ka|Vi(t)]i1i2) = Opyin (k1| V1 (2)]i1) (4.67)
(fifeVi(®)k1ka) = Sppy (f1IVA(E)|R1), (4.68)
ahonnan
2 2
=

too
= [ e o (i)
t i f
></ dt' e =5 fo|Va(t) |iz)
O e —enyt .
+ /_ dte" 27206 ¢ 1 (fa|Va(t)]io)
t i f
X/ dt/eZ(Efl_eil)t 5k222<f1‘vl(t,)‘21> (469)

A Kronecker-szimbdélumok hatasara a kozbens6 allapotok szerinti Gsszeg-
zés igen leegyszeriisodik:

2 2
_a(2) = _Zal(ﬁ) - _Zzal(ﬂl)lﬁ
k k1 ko
+oo .
B / dte’n= N fi[Vi(1)in)
¢ , )
< [ areenm (v
+oo .
b [ dten e ()i
oot | /
x / dt'een =< (£11V(#)]ir).- (4.70)
Tehat csak két kozbenso allapot lehetséges a fiiggetlenelektron-kozelités-

ben. Ezek az (fiis], amely esetben el6szor a V; kolcsonhatds dtviszi az
1-es elektront a végallapotba, majd a V5 kolcsonhatés a 2-es elektront, és
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az (i1 fo| dllapot, amely a V5, V] kolcsonhatdsi sorrend esetén jon létre.
Ezeknek a kozbensd dllapotoknak az energidi ey, + ¢€;, illetve €;; +€y,.

A fenti masodrendii amplitidéban a bels6 integral hataraibdl kideriil,
hogy t' < t. Ez a feltétel szabja meg a kolecsonhatasok sorrendjét, az
ugynevezett idérendezést. Ez a feltétel ekvivalens a ¢ > t’-vel. Ennek
figyelembevételével a (4.70) kifejezésbol ezt kapjuk:

+oo . t . ’
—a® = / dtez(ﬁfl_eil)t(fl|V1(t)]z'1>/ At i€ —€in)t (fa|Va(t')iz)

+oo . , 00 .
w [ s i@l [ e p1a0h)
t/

— o0

_ ( /_ " dtei<ff1—fn>t<f1\v1<t>|z'1>>

[e.e]

t . ,
< (/ a2 (fo| Va () iz)
+ dtlei(EfQ—eiQ)t’<f2|vv2(tl)|i2>)
t

+o0 . 00 . ,
= / dtel(ﬁfl_eil)t(fl|V1(t)]z'1>/ At i€ —€in)t (fa|Va(t')iz)

— 00

= —aMaV. (4.71)

Tehat fiiggetlenelektron-kozelitésben a kételektron dtmenet masodrendii
amplitudéja két egyelektron amplitido szorzataként irhaté. Az amp-
litudd, és igy a hataskeresztmetszet értéke nem filigg a kolcsonhatasok
sorrendjétdl, tehat ebben a kozelitésben az idérendezés értelmét veszti.

A legtobb gyakorlati esetben a fliggetlenelektron-kozelités nem alkal-
mazhaté a kételektron atmenetek hataskeresztmeteszeteinek kiszamita-
sara. Csak akkor adna kielégit6 eredményt, ha az elektronok ko6zotti
kolcsonhatas elhanyagolhat6 lenne a l6vedék—elektron kolcsonhatashoz vi-
szonyitva. Er6s 16vedék—elektron kolcsonhatas esetén azonban mar a per-
turbéaciés médszer nem alkalmazhaté sikerrel.

Korrelalt, tobbkonfiguraciés hullamfiiggvények hasznalata

A (4.54) és (4.55) képletekben szerepld kételektron-allapotokat jé ko-
zelitéssel leirhatjuk az els6 fejezetben mar targyalt tobbkonfiguracios, CI
hullamfliggvények segitségével.
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i) = D ali)li)

l
PILATIY)
J

k) = > bslk)IkS). (4.72)

=
~
I

A végsé egyelektron-allapotokban a vesszé azt jelenti, hogy olyan po-
tencidlban szamoltuk ki Oket, amelynél mar a mésik elektron is a vég-
allapotban talalhaté.
Ezeknek a hullamfiiggvényeknek a felhasznaldsaval a (4.54) els6ren-
dii amplitudé atfedési integralok, és egyelektron amplitidok szorzataként
frhaté fel [18, 19]
O rpripay [
aV = =i N adi(f; |22>/
5 _
’ +

SIS adi (P [ e I g V(o)) (4.73)
1 4 o0

VRG]

(e}

Ebben az esetben az egyelektron orbitdlok mar nem kotelezben ortogona-
lisak egymasra, igy az elsérendii amplitidé kiilonbozhet nullatdl. Az elsé-
rendl atmeneteket a kdvetkez6 mechanizmusoknak szoktdk tulajdonitani
[13]: az egyik a shake (,kirdzds”), amely gy magyarazhaté, hogy a
lovedék altal kititott elektron utdan maradt lyuk 1ép kolcsonhatasba a mésik
elektronnal, és okozza annak is az atmenetét, a masik az alapallapoti kor-
relacio, amely az elektronok 16vedékkel valé kolcsonhatas el6tti koleson-
hatdsat veszi figyelembe, a harmadik pedig a végéllapoti korrelacié (vagy
TS1), amely a l6vedék—elektron kolcsonhatas utan bekovetkez6 elektron—
elektron kolcsonhatassal szamol.

Képletiinkben az a tag felel meg a shake mechanizmusnak, amely mind
a kezdeti, mind a végsé allapotban csak a f6 konfigurdcidt veszi figyelembe
(I=16és j =1, ha ¢ és dy a legnagyobb egyiitthatok). A j =1ésl# 1
tagok az alapallapoti korrelaciét fejezik ki, mig a j # 1, [ = 1 tagok a
végallapoti korrelaciét. A j # 1, [ # 1 tagok tartalmaznak mind kezdeti
mind végallapoti korrelaciét, de altalaban elhanyagolhatdok, ha a megfelelo
¢ és dj egytitthatok kicsik.
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A (4.72) CI hullamfiiggvényeket alkalmazva a (4.55) méasodrendi amp-
litidéra azt kapjuk, hogy [17, 19]

a® = _Zzzd*clb by féj|k2><k1|21>

]l 7,8

+
“ / e Er =Bt F13 V7 (1)) / dt! e EeBOY (13 |V (1))

- Z Z Z d*clb by f{]|kr><k2‘22>

]l 7,8

J’_
x / dtelEr =B £33 |V (1) k)

t , ,
x / dt' BB (5| (¢)]i). (4.74)

A fenti képlet alapjdn a méasodrendd amplitudoét kiszéamitani gyakor-
latilag lehetetlen, ezért tovabbi egyszertisitésekre van sziikség. A végtelen
szamu kozbens6 allapotbdl csak a legfontosabbakat tartjuk meg. FEzek
feltételezhetéen azok, amelyek a kezdeti illetve a végsé allapotbdl egy-
elektron atmenet utjan érheték el. Ez azt jelenti, hogy a figyelembe
vett kozbenso allapotban az egyik elektron valamely kezdeti, mig a masik
valamely végsé konfigurdciénak megfeleld allapotban taldlhaté. Tehat a
lényeges kozbensé allapotok

k) = lir)]
k) = liy")]

lesznek. A jelzetlen egyelektron orbitalok meghatarozasanal a masik elekt-

f3)  vagy
fi) (4.75)

ront a kezdeti allapotban 1évének tekintjiik, mig a jelzett orbitalok eseté-
ben a masik elektron a végsé allapotban van. Ez azt jelenti, hogy figye-
lembe vessziik a folyamat soran az arnyékolas megvaltozasat.

Ilyen feltételek mellett a kozbenso allapotok szerinti Osszegzés a kez-
deti és végallapotok konfigurdcidi szerinti 0sszegzéssé redukalédik:
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= - Z d*cl \f2 \ i>

7,781

—+00 i .
x [ B o))

—0o0

t ) ,
x [t E N v )
- > die ) (" [b)

7,781

“+o00 i .
x / dteiBr= Pt 13y (1) i)

— 00

t ) ,
N R A G (4.76)

A fenti képletben FEgo,.1 annak a kozbensé allapotnak az energidja, amely-
ben az egyik elektron az |i|") allapotban, a masik az |f5) allapotban
taldlhat6, mig Fg,0 az |f{)]ih") konfigurdcidval leirt dllapot energidja.
A kiilonb6z6 arnyékolasi potencidl miatt (1’17"2\2[12> nem redukalédik pon-
tosan a §,; Kronecker-szimb6lumma, de nagyon jé kozelitéssel annak ve-
het6. A végallapoti hullamfiiggvényekre altalaban nem alkalmazhaté ez a
kozelités, mert ott az arnyékolds eroteljesebben befolyasolja a hullamfiigg-
vény alakjat.

Tehat ebben a modellben a kételektron folyamatnak mind az els6-
mind a mé&sodrendii amplituddja kiilénbozik nullatol, és a hataskereszt-
metszetet masodrendii kozelitésben a két amplitidd Osszegének alapjan
szamithatjuk ki

O = /d2b|a(1) +a??

= /d2b\a<1>|2 +/d2b\a(2)\2 +2/d2bRe[a(1)a(2)]. (4.77)

Amint lathatd, a hataskeresztmetszet egy elsérendii, egy masodrendii és
egy interferencia tag Osszege lesz.
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4.4. Elektromagneses sugarzas altal keltett
atmenetek

Az atomfizikdban igen fontosak az olyan dtmenetek, amelyek fotonki-
bocsatassal vagy -elnyeléssel jarnak. Ezekben az atmenetekben az atom
kiils6 elektromagneses mezével vald kolecsonhatdsa perturbédcionak tekint-
het6. Leszamitva az igen nagy energiasiiriiséggel rendelkezé lézersugarak-
kal valé kolcsonhatast, az elektromdagneses sugarzas altal keltett atmene-
tek elsérendii perturbacids kozelitésben leirhatdk.

4.4.1. A Fermi-féle aranyszabaly

Tekintsiik az ¢ — f dtmenet elsérendl valészintiségi (4.21) amp-
litudéjéat

t . ’
a = i [ ate Erm B F v (t)]i)

to

t o
= —i [ dt'e”rtV(t), (4.78)
to
ahol bevezettiikk az wy; atmenetre jellemzdé korfrekvencidt, mely atomi
egységekben megegyezik az Er — F; energiadtaddssal, és Vy;(t')-vel jelltiik
a perturbaciés potencial matrixelemét.
Abban az egyszerli esetben, ha perturbécids potencial tg = 0 és t
kozott allandd, azon kiviil pedig nulla, az integral azonnal elvégezheto
Vi s
aV) = = Li(eiwpt _ 1), (4.79)

wfz-

az atmenet valdsziniisége pedig

1 —coswy;t
wpi(t) = [aW P = 2|V P —LE (4.80)
lesz. Az 1 ;
— COSW 4
F(t,wy) = 721% (4.81)

fiiggvénynek éles maximuma van wy; = 0 koriil (t?/2 csticsértékkel, és
hozzavetOlegesen 27/t félszélességgel), ezért azok az dtmenetek lesznek a
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legvalészintibbek, amelyekre az wy; nem kiilonbozik nagyobb mértékben
nullatél mint dwy; = 27/t.

Vizsgaljuk meg az atmeneti valdszintiséget az id6 fliggvényében. Ha
az energia az dtmenetben megmarad, vagyis wy; = 0, akkor

wfl(t) = |Vfi|2t2, (482)

vagyis a valdszinliség négyzetesen véltozik az idével. Ha wy; # 0 az
atmeneti valészinliség az id6 fiiggvényében az F(t,wy;) fiiggvény szerint
oszcilldl. A fiiggvény atlagértéke a 2m/wr; periédusndl hosszabb id6tarta-
mokra 1/ w]%i, igy az atmeneti valésziniiség a
2|V,
Wy = | fz‘ (4.83)

sz

atlagérték kortil fog oszcilldlni.
Tekintsiink a tovdbbiakban egy (Ef — €, £ 4 €) energiasavot a végso
allapot energidja koriil, amelyben a lehetéges allapotok stiriiségét

N

pr(E) = 5

= (4.84)

allandénak tekintjiik. (IV az energiasdvban elhelyezkedd allapotok szdma.)
Az dtmeneti valészinliséget valamely f’ dllapotba ebbél a savbdl a (4.80)
képlet integraljabdl kapjuk

9 el —coswyt
= 2|Vfi| pf(E) wa]w, (4.85)
—€ f/i

ahol felhaszndltuk, hogy a V/; matrixelem dllandénak tekinthetd a vizsgélt
energiatartomanyban. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a perturbacié
elég hosszu ideig tart ahhoz, hogy

€>> 21/t = 0wy = 0Ey. (4.86)

Mivel az F(t,wy;) fiiggvénynek csak a dwy; intervallumban van lényeges
értéke, a (—e, +¢€) intervallumon valé integral nagy hiba nélkiil kiterjeszt-
het6 a végtelenig. Ugyanakkor ez azt jelenti, hogy csak azok az atmenetek
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valésziniiek, ahol az energia a JF = 2w/t hatarozatlansdgi Osszefiiggés
altal megadott hataron beliil megmarad, tehdt Ey ~ E;. E szerint

+t€ 1 — coswyrt 0 1 — coswyy
/ 1 coswyit dwpr; = / L coswpit —————dwy,; = 7t. (4.87)
—€ wf’ Wf/

fgy az atmeneti valdsziniiségre ezt kapjuk:
wilt) = 2n|Vyi2o (E). (4.88)
Az idbegységre esé atmeneti valésziniiség pedig

dwyi(t)
dt

Wy = = 27|V}’ ps(E) (4.89)
lesz. Ezt a képletet szoktak Fermi-féle aranyszabdalynak nevezni. Annak
ellenére, hogy ezt egy idében &llandé perturbécids potencidlra vezettiik
le, ez a szabdly altaldnosithaté az elekromagneses sugarzasnak megfelelo
tetszoleges perturbacidkra is.

4.4.2. Toltott részecske és az elektromagneses
sugarzas kolcsonhatasa

Egy elektron Hamilton-operatora elektromagneses mezében a koévet-
kez6képpen irhaté:

- %(—z’v LAV, (4.90)

ahol A a vektorpotencidl, mig Vg a skalaris potencial. Ha ezt a Hamilton-
operatort egy ¥(r,t) hullimfiiggvényre alkalmazzuk

HU = %(—N+A)2—v T
2

1 1 1 A
= —§v2x11 = 5 V(AT) = SA(V) + -0 4 Vs, (491)
felhasznaljuk a VA = 0 feltételt, a négyzetreemelésbol szarmazéd két ve-
gyes szorzat egyenld lesz egyméssal. Ha elhanyagoljuk az AZ2-et tartal-
mazo tagot, amelyet normaélis intenzitasi elektromégneses mezd esetében
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megtehetiink, felirjuk a Hamilton-operdtor perturbalatlan részét és a per-
turbaciés potencialt:

1
HY = —§v2+vs (4.92)
V(t) = —iAV. (4.93)

Az els6rendii d&tmeneti amplitidét a (4.78) kifejezés alapjan
¢
- / dt' 1t (f|A(r, ')V |i) (4.94)
0

alakba irhatjuk. Ha az A vektorpotencidl egy hulldimcsomagot jellemez,
azt a sikhullamok egymaésratevédésébdl allithatjuk el

/deo ilkr—wt+8,) | p=illr—wt+o,)] (4.95)

Itt k a hullamvektor, € az erre meroOleges polarizacids iranyt megadd
egységvektor. Kivalasztva egy adott w korfrekvencidt, az ennek megfe-
lel6 sikhullamhoz rendelt amplitido
o) = Aol (flewev) [ aren
f|e kT ey i) /dt Uwpitw)t ] (4.96)

lesz. Az id6 szerinti integralok analitikusan elvégezhetok

. .
/ df i wri—w)t ¢ [elwrimwlt _q] (4.97)
0 wfz- —w
t ) / —1 ;

Az impulzus t id6tartama sokkal nagyobb szokott lenni az elektromégneses
rezgés 2m/w peribdusandl. Latjuk, hogy a fenti kifejezéseknek az értéke
nagy t esetén elhanyagolhaté lesz, kivéve ha wy = w vagy wy = —w.
Az els6 eset az abszorbciénak, mig a mésodik az indukalt emissziénak
felel meg. A két egyenlOség az dtmenetekre vonatkozé Bohr-féle frekven-
ciatételt fejezi ki, azokra az esetekre, amikor a végsé allapot magasabb,
illetve alacsonyabb energiaji, mint a kezdeti allapot. A kovetkezOkben
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kiilon targyaljuk a két tagot, mert az egyiknek csak abszorbcidkor, mig a
masiknak csak indukalt emisszié alkalmébdl van 1ényeges értéke.

Abszorbcidra, egy adott, wy;-hez kozeli korferekvencidra az dtmeneti
val6szintiiség

jal)? = 245(w)| M (@) PF(t,w — wyi) (4.99)
lesz. Itt felhasznaltuk az el6z6 alfejezetben bevezetett

1 — cos Awy;t
F(t,Awy) = ————— 4.100
(0 80p) = 3 7 (1100)
fliggvényt, esetiinkben Aw = w — wy;. A madtrixelem jelolését is egy-
szerisitettiik
Mpi(w) = (fle™™ev|i). (4.101)

Feltételezve, hogy a hullaimcsomagnak a kiilonb6z6 korfrekvencidju Gssze-
tevoi nem koherensek, a hullamcsomag altal keltett atmeneti valdosziniiség
a fenti valészinliség w szerinti integralja lesz. (Nem lesz interferencia-tag.)
Mivel az \a&,l) |? valészintiségnek az F(t, Awy;) fiiggvény tulajdonsdgai mi-
att csak az wy; kis dw kornyezetében van lényeges értéke, elegendd az w

szerinti integralt csak erre a kis intervallumra elvégezni:
a2 = 2/ dw A2 ()| M s (0)PF (t,w — wpi). (4.102)
dw

Hasonléan az el6z6 alfejezetben leirtakhoz, az Ag és az My;(w) értéke a
dw intervallumban éllandénak tekintheté, mig az F'(t,w — wy;) integrélja
kiterjesztheté —oo-t6] +oo-ig

+o0
/ dwF (t,w —wy;) = mt. (4.103)

— 00

Ennek alapjan az atmeneti valészinliségre ezt kapjuk:
|a? = 2w AG (wya) | Myi(wpi) [Pt (4.104)
Az idGegység alatti atmeneti valdszintliség pedig
Wyi = 2w AG(wys)| Myi(wyi)|” (4.105)

lesz.
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Hasznos a fotonelnyelési hataskeresztmetszetet is meghatdarozni. Al-
kalmazzuk a (4.29) definiciét egy szérécentrumra. Megszorozva a szamla-
16t és a nevezdt egy foton wy; energidjaval, a nevezben a részecskefluxus
helyett a sugarzéds intenzitdsa fog szerepelni. Ennek képlete nemzetkozi

mértékrendszerben
I(w) = 2ew?cAd(w), (4.106)
mig atomi egységekben
1
I(w) = 2—w2cA(2J(w). (4.107)
T
Ennek alapjan az idéegység alatti atmeneti valdszintiiségre ezt irhatjuk:
I(wy;

A hatdskeresztmetszet az el6bbiek szerint
W e
Jfl — wa fi
I(wy;)

lesz, ahol a szdamlaléban az egy atom altal idoegység alatt elnyelt energia

(4.109)

szerepel. Behelyettesitve az dtmeneti valdsziniiség (4.108) képletét, a foton
elnyelési hataskeresztmetszetére a kovetkezd képletet kapjuk:

drox
| Myi(wyi)l?, (4.110)

O =
fi Wi

ahol bevezettitk az a = 1/c = 1/137 finomszerkezeti allandét.

A szadmitdsokat teljesen hasonlé médon végezhetjik el az indukalt
emissziora is, amikor az atom végallapota alacsonyabb energiaju, mint a
kezdeti allapota, és wy; ~ —w. Az dtmeneti valésziniiségre és a hatdske-
resztmetszetre ugyanazt az értéket kapjuk, ha az atmenet ugyanazon két
allapot kozott torténik

Wi = Wp (4.111)
Hatra van még az My;(wy;) matrixelem kiszamitdsa a (4.101) képlet

alapjdn. Sok gyakorlati esetben az exp(ikr) exponenciélis fiiggvényt ér-
demes Taylor-sorba fejteni:

) 1
ezkr =14+ (zkr) + 5(Zkr)Q 4+ .- (4113)
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Optikai spektrumban lejatsz6dé atmeneteknél a hullimszdm k = 27/A ~
10" m~! nagysdgrendii, mig az atomi méretek r ~ 107'° m kériiliek.
Lathaté tartomdnyba esé dtmeneteknél tehat kr ~ 1073. Ez azt je-
lenti, hogy ilyen dtmenetek esetén az exp(ikr) fiiggvényt jo kozelitéssel
1-gyel lehet helyettesiteni. Ezt az eljarast dipol kézelitésnek nevezziik.
Ez természetesen nem érvényes a nagyfrekvencidju Rontgen-sugarzasok
esetén.
Dipdl kozelitésben a matrixelem

Mj; = e(f|V]i) = ie( |0, (4.114)

ahol felhasznaltuk elektron esetén az impulzusoperdtor és a sebességope-
rator kozotti
—iV=r (4.115)

Osszefiiggést. A fenti képletét a méatrixelemnek az tgynevezett Coulomb-
vagy sebességmértékben irtuk fel.

Sokszor elény6s a matrixelemet a hosszisagmértékben is felirni. Eh-
hez felhasznaljuk a Heisenberg-egyenletet:

i = —i[r, H], (4.116)
vagyis
(flEfi) = —i(flrH® — H rli)
—i(Ei — Ef){frlé)
= ’iUinrfi. (4117)

fgy az M y; matrixelemet az elektron helyzetvektoranak r¢; matrixelemének
segitségével fejezhetjik ki:
Mfz' = —wfiérfi. (4.118)
Ennek a képletnek az alapjan dipdl kozelitésben az dtmeneti valdszi-
niiség
I(we:
Wy = 4w2@|grﬁ\2 (4.119)

lesz. Az érg skaldris szorzat rgjcosf alakban is felirhaté, ahol 6 az r
és az € altal bezart szog. Izotrop, polarizalatlan sugarzas esetén a fenti
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szOg véletlenszertien valtozhat, és az atmeneti valészinliség atlagértéke
minden lehetséges polarizéciés irdnyra a cos? @ minden térbeli irdnyra vett
atlagértékével lesz ardnyos

1 1 2T ™ 1
~ [ dQcos? o = _/ / 20 sin 60 = —. 4.12
47T/d cos“ 0 o dp ; cos” fsin Od6 3 (4.120)

Ennek alapjan izotrép polarizdlatlan sugarzéds esetében az atmeneti valo-
szintiség dipdl kozelitésben a

— Am? I(wy;
= o e

alakba irhaté. Azért beszéliink dipdl kozelitésrol, mert az rg; matrixelemek

(4.121)

aranyosak az atomi elektron altal keltett D elektromos dipélus matrixele-
meivel

Dfi = —ry;i. (4.122)

4.4.3. Spontan emisszio

Az eddigiekben az atom kiils6 elektromégneses sugédrzas dltal keltett
elektronatmeneteit vizsgaltuk. A gyakorlatbdl tudjuk azonban, hogy egy
gerjesztett allapotban taldlhaté atom bizonyos id6 utan minden kiils6 be-
hatéas nélkiil atmegy valamely alacsonyabb energidji allapotba, mikozben
egy fotont bocsat ki. Ez a spontan emisszio.

Az el6bbi alfejezetben targyalt félklasszikus kozelités, amelyben az
elektromdgneses mez6t klasszikusan irtuk le, és nem vettiik figyelembe an-
nak kvantalasat, nem alkalmas a spontan emisszié leirdsara. A félklasszi-
kus kozelités csak nagy szamu foton esetében érvényes, mig a spontdn
emissziéban egyetlen foton jatszik szerepet. A kvantumelektrodinamika
keretén beliil (melynek targyaldsa meghaladja konyviink kereteit) figye-
lembe veszik az elektromagneses mezd kvantalasat is. Az abszorbciéra
ugyanazt az atmeneti valdszintiséget kapjak, mint félklasszikusan, de az
emisszié esetében a mar ismert indukélt emissziot kifejezd tagon kiviil
megjelenik még egy, a spontan emisszio valészinliségét kifejezé tag. Egy
adott (6, ) irdnyba kibocséatott w korfrekvencigji foton esetében a spon-
tan atmeneti valdsziniiségre a

1
Vw fi

W]‘?i(w, Q) = 472 \Mfi(w)lzé(w —wyi) (4.123)
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képlet érvényes, ahol V a térfogat, amelybe a foton kibocsatédhat. Ah-
hoz, hogy egy adott irdnyba kibocsatott fotonra vonatkozd atmeneti va-
16szintiséget kapjuk meg, alkalmazzuk a (4.89) Fermi-féle aranyszabalyt.
Ennek alapjan a fenti képletet megszorozuk a ps(w) dllapotstiriiséggel,
és integralunk az w szerint. A tetszdleges V térfogatban az w szerinti
allapotstirtiség
4 w?
,Of(w) - (27_[_)3 C_3

(4.124)

alakba frhatd. Az w szerinti integral a Dirac-féle 6(w—wy;) fiiggvény miatt
trivialis lesz, és ezt kapjuk:

1 2
W(Q) = %meﬁ(wﬁ)y : (4.125)
Figyelembe véve mindkét lehetséges A polarizacids irdnyt, és integralva a
teljes térszogre, megkapjuk az idéegység alatti spontan i — f atmenet
valosziniiségét

2
1 A 2
Wh=5 /dQ S Wil My (wp) 2 (4.126)
A=1
Dipdl kozelitésben, az elobbi alfejezetben leirt szamitasi mdédszert alkal-
mazva a spontan emisszio atmeneti valoszintiségére a

Wi = o el (4.127)
kifejezéshez jutunk. A sz- indukalt, és a W]‘?Z spontan atmenet valészint-
ségei kozotti Osszefiiggést az Einstein altal megadott statisztikus mddszer
szerint is levezethetjiik (D. Fiiggelék).

Minél nagyobb egy adott : — f dtmenet valdszintisége, annal nagyobb
lesz egy adott spektrumban az ¢ allapotbdl térténd tobbi dtmenethez vi-
szonyitva az illet6 szinképvonal intenzitdsa. Az atmeneti valdszinliségen
kiviil az intenzitas természetesen az illetd i energiaszint populacidjatdl is

fligg.
Egy gerjesztett dllapot atlagos élettartama az ¢ — f dtmenetre nézve

1

Tif = (4.128)
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lesz. Ha figyelembe vesziink minden lehetséges tuton torténd legerjeszté-
dést az ¢ allapotbdl, akkor a szint atlagos élettartamara ezt kapjuk:

1

S S (4.129)
ahol minden lehetséges f végallapotra kell Gsszegezniink. Ha az i — f
atmenetek optikailag mind tiltottak (mint pl. a hidrgénatom 2s allapota
esetén), az élettartam dipdl kozelitésben végtelen. A gyakorlatban a
hidrogén 2s szintjének atlagos élettartama 0,143 s, mert két foton egy-
ideju kibocsatasa utjan atkeriilhet az alapallapotba. Az ilyen, igen hosszu
élettartamu gerjesztett allapotokat metastabil adllapotoknak nevezziik.



A. FUGGELEK

A (1 (Ry) ¥} (R2)|H|v5(R1)¥(Ry)) TIPUSU
MATRIXELEMEK KISZAMITASA
HELIUMSZERU IONOK ESETEN

Legyen 1); és 1; gombszimmetrikus potencidlban szdmitott, normalt,
egyelektron hullamfliggvény. Ekkor a hullamfiiggvény orbitdlis része az
Yim,, illetve Y., gdmbfliggvények segitségével irhato le

Yi(r) = Ri(r)Ym,;(0,¢) (A.1)
Yi(r) = Rj(r)Yim,;(0,9),
ahol R;(r) és R;(r) a radidlis hullamfiiggvény. A martixelemben szerepld
H operator a héliumszerii ion két elektronjanak a Hamilton-operatora

2 2z z 1
ViV +— (A.2)

A fenti kifejezésben ry és 9 a két elektron magtol valé tavolsagat jelenti,
mig 712 a két elektron egymastol valé tavolsagat.
A cimben szerepl6 matrixelem a kovetkezéképpen bonthaté fel:

()4 ) [H 5 (1) (2))

= (a0 )] — Ly o) )+ (s ) a) | — 1))
sl )] ()05 e2)) — (slra) )] a0 )
)Vl r2) o () ). (4.3)
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Az els6 négy tagban az operator csak az egyik elektron koordinatdjara
hat, igy a masik elektron koordinataja szerinti integral kiilonvalaszthato,
és egy egyszeri atfedési integral lesz. Ha az egyelektron hullamfiiggvények
ortonormalt rendszert képeznek, akkor ezen atfedési integrédlok értéke nul-
la vagy egy lesz

(i (r1);(r2) [H [ (r1)1} (r2))

2 2
= (alrn)] = Ly ea)) ey + (0ra)| = 21 r2))
) = 00)) iy — () o )y
a0 )| (020 52)) (A4

Az 1/r, k = 1,2 operatorokat tartalmazé integralok konnyen kiszamit-
haték, mivel az operator csak a radialis koordinatdkra hat

Windl ) = [ R Ry ()

Tk

[ A, (50, (1)

X

o0 1
= /0 'I"]%d?"kR;k(Tk)ERj(Tk)dliljémimj' (A.5)

ri-val jeloltiik az ry vektor szogeit, vagyis a (0g, pr) egyiittest. A gomb-
fliggvények ortogonalitdsa és normaldsa kovetkeztében a szogek szerinti
integralt azonnal el lehetett végezni. A radidlis integrél kiszamitasi mdd-
szere attdl fiigg, hogy milyen alaki a radialis hullamfiiggvény. Ha ezt nu-
merikusan adjuk meg, vagy bonyolult analitikus alakja van, gy a radidlis
integralt numerikusan szamitjuk ki. Néhany egyszerli esetben az integrél
analitikusan is elvégezhetd. Példdul ha a radidlis hullamfliiggvényt —a/r,
alaki Coulomb-potencidlban szamitjuk ki (hidrogénszerti hullamfiiggvé-
nyek), és feltételezziik, hogy ¢ = j, akkor a radidlis integral analitikusan
kiszamithatd, és értéke
[ee]
/0 T%drkR:(rk)r_lkRi(Tk) = % (A.6)

lesz, ahol n az R; radialis hullamfiiggvényt jellemz6 fokvantumszam.
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A —V% /2 mozgasi energia operator matrixelemei kozvetlentil is kiszé-
mithaték, de sokszor elényosebb visszavezetni valamely potencial matrix-
elemeire. Ha a ; hullimfiiggvények a —V?2/2+ V (ry) operator sajatfiige-
vényei E; sajatértékkel, akkor

V2
(Yi(r)| — 7k|7/’j(1"k)> =
2

= (¢i(rk)| — % + V()i (r)) — (i (ra) |V (re) [0 (i)
= (Vi (i) | Ej [ (i) — (i (ra) [V (rie) 105 (ric))
= Ejdij — (i(ri) [V (1r) [¢ (rk))- (A7)

Ha a potencidl sajdtosan —a/rp Coulomb-tipusi, akkor az energia sajat-
értéke —a?/2n? lesz, és a potencidl métrixeleme az el6bb ismertetett (A.5)
modszerrel szamithato ki:

2
(i) | — o)

o’

2%#M%m%mm»m&

Vizsgaljuk meg most mar a két elektron kolcsonhatasat tartalmazo,
az (A.4) kifejezés utols6 tagjdnak kiszdmitasi médszerét. Elonyos az 1/r1o
potencialt sorbafejteni a Legendre-polinomok szerint [22]

1 1 7!
= = Z ljl Py(cos ), (A.9)

E B [r1 — 12 =0 >

ahol 0 a két elektron ry és ro helyzetvektora édltal kozrezart szog, mig ro
és r~ az 11 és 1o kozil jelentik a kisebb illetve nagyobb értéket. A fenti
sorfejtést az 1/rj2 potencidl multipdlus-sorfejtésének nevezziik. Az [ =0
tag a monopdl tag, az Il = 1 a dipdl, az [ = 2 a kvadrupdl és igy tovabb.

Annak érdekében, hogy a két elektron koordindtai szerint kiilon-kiilon
tudjunk integralni, a Pj(cosf) Legendre-polinomot a gémbfiiggvények se-
gitségével fejezziik ki [22]:

47 ! . a .
Py(cosb) = 1 Z Y (£1) Y (T2). (A.10)
m=-—1

Ennek alapjan a multipdlus-sorfejtés a gombfiiggvényekkel is felirhaté:

——i4ﬂﬂizy (£2). (A11)
r 1 i (£1)Yim (P2 :
12 =0 m=—
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Az elébbi sorfejtés és az (A.2) képlet felhasznalasaval az (A.4) kifejezés
1/r12 potencidlt tartalmazé métrixelem kiszamitasanal a radidlis és az
orbitalis (szogek szerinti) integralok kiilonvalaszthatok:

<wi<r1>w;<r2>|i\wj<r1>w;-<rz>>
[e%) l
/ drr2 R (r1) R () /0 drgrgRg*(rg)%R;(rg)

2l +1
%3 [ Vit (F)Yiy (F1) Vi, (1) i
% [ Vi (2 Vi (2) Vi ()2 (A12)

Bebizonyithatd, hogy harom géombfiiggvény szorzatanak integralja a teljes
térszogre a kovetkez6 eredményt adja [22]:

s . R 2+ 12l +1) g0 Adama
/Y;ama (r)}flbmb (r)}/lcmc (r)dr = \/ 471-(2la + 1) ClbOZ OOlbmblCmc

(A.13)
ahol C-vel a megfelel§ Clebsch—Gordan-egyiitthatékat jeloltiik. Ahhoz,
hogy a fenti szogek szerinti integral nullatdl kilonbozzék, az 1, impul-

zusmomentum az ly, és 1. vektoridlis Osszege kell hogy legyen, amely azt
jelenti, hogy
Mg = Mp + M, (A.14)

és a harom orbitalis kvantumszamnak ki kell elégitenie a haromszog-egyen-
16tlenséget
o —le] <y <lo+1c (A.15)

az a, b és c indexek barmely permutacidjara. Ezen kiviil még a Cllf(g)lco
Clebsch—Gordan-egyiitthat6 csak akkor kiilonbozik nullatdl, ha I, + 1, + I
paros.

A fenti feltételek az (A.11) sorfejtés altal behozott végtelen Osszeget a
gyakorlatban csak egy vagy néhany tagra redukaljak. Sot, azt is megszab-
jak, hogy az 1/r12 matrixeleme sok esetben nulla lesz. Figyelembe véve a
fentieket, csak akkor kapunk nulldtél kiillonb6z6 matrixelemet, ha
(A.16)

. / /
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=1 < L+l (A.17)
|l2' — lj| < l; + l; (A.18)
i+ 1+ 1+ paros. (A.19)

Ezekben az esetekben a métrixelemre a kovetkezo kifejezést kapjuk:

(s )| o 20 2)

min{li-l-lj,l;—i-l;} !

00 © r
= X R )R () [ drar3RE () Rir)
l:max{|li—lj‘,‘l;—l;-‘} 0 ’ "~
(217, + 1)(2% + ].) 1.0 10 lim; Lim;
: \/(zlj +1)(20 + 1) ConoCuogo 2 Crmy-mtim, Ciin, i A-20)

A radidlis integralokat, a radialis hullamfiggvények konkrét alakjatdl fiig-
gben, analitikusan vagy numerikusan végezziik el.
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A SLATER-DETERMINANS ES AZ
IMPULZUSMOMENTUM

Legyen L az elektronrendszer teljes orbitalis momentuménak operato-
ra, S a teljes spin operator, L,és S, pedig ezen operatorok O, irdanyd kom-
ponensei. Be lehet bizonyitani, hogy az fj2, I:Z, 52 ¢s S, operatorok mind
felcserélhetOk a rendszer nemrelativisztikus (1.46) Hamilton-operatoraval,
amely a spin—pdlya kolcsonhatasokat nem tartalmazza. Ebbdl kovetkezik,
hogy ezeknek az operatoroknak kozos sajatfiiggvényrendszeriik van, tehat
a Hartree—Fock-mddszernél hasznélt ¢ probafiiggvény sajatfiiggvénye kell
hogy legyen a fenti impulzusmomentum-operatoroknak

I’¢ = L(L+1)¢ (B.1)
L.¢ = Myé (B.2)
S%2¢p = S(S+1)¢ (B.3)
S.¢ = Mgo. (B.4)

A (1.61) alaki Slater-determindnsok sok esetben nem teljesitik a fenti
kovetelményeket. Mivel ezeket a ¢; determinansokat az egyes elektronok
spinorbitaljaibdl épitettiik fel, ezek az egy elektronra vonatkozo impulzus-
momentum-operatoroknak sajatfiiggvényei

By = Lli+ 1) (B.5)
lizp1 = mad (B.6)
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201 = si(si+ 1)

Si201 = Mish1,

—~

os)
o
= —

ahol i = 1,N, ha N az elektronok szdma. Ahhoz, hogy a ¢; Slater-
determinansokbdl olyan hullamfiiggvényeket épitsiink fel, melyek a teljes
impulzusmomentumok sajatfliggvényei, meg kell valésitanunk az attérést
az egyelektron-impulzusmomentum-reprezentacié és a teljes impulzusmo-
mentum-reprezentacié kozott. Ez az attérés az impulzusmomentumok
csatoldsa segitségével lehetséges.

Tekintstink el6szor egy egyszerii, két részecskébol allé rendszert, ahol
a két részecske impulzusmomentumat jellemzé kvantumszam [ és lo, a
teljes impulzusmomentumé L. A rendszer impulzusmomentum-allapotat
egyrészecske reprezentacidban az |lymyilamys) vektorral jellemezhetjiik,
amely megfelel egy Slater-determinansnak. Teljes impulzusmomentum-
reprezentdciéban az allapot az |l1lo LM|) vektorral irhaté le, mely &lta-
laban nem felel meg egy Slater-determindnsnak, viszont teljesiti a (B.1)—
(B.4) feltételeket. Az attérést egyik reprezentéciérdl a masikra a kovet-
kezOoképpen valdsitjuk meg:

WloLMp) = > |lmglamgg)(limalomys|llo LML)

mp1mi2

LM
= Z Cmptamis [limyilamyz). (B.9)

mp1mi2

Itt felhasznédltuk azt, hogy a |lymylamys) (l1my1lamys| projektorok minden
lehetséges m;1 és myo magneses kvantumszam szerinti Osszege az my +
mye = M, feltétel mellett éppen az |l1loLM]) vektor altal generdlt altérre

projektdl, tehat nem valtoztatja meg ezt a vektort. A megjelend atfedési
LMy,
limylamys

jol ismert Clebsch—Gordan-egytitthatdk.

integralokra bevezettiik a szokasos C jelolést. Ezek a szamok a

Természetesen, egy két elektronbdl allé rendszer esetén a spinek csa-
tolasat is figyelembe kell venniink, ezért a teljes L és S impulzusmomen-
tum-reprezentacio és az egyelektron-reprezentacié kozotti attérés a kovet-
kezOképpen valdsithaté meg:
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LM SM,
|l112LSMLMS> = Z Z Ol1m£l2m12031m§132m52

my1my2 Ms1Ms2

X |[lymy1lamyasimegr somsa), (B.10)

ahol természetesen s1 = so = 1/2.

Tobb elektront tartalmazdé rendszer esetén a mar meghatarozott
L, My, valamint az S, Mg impulzusmomentumokhoz hozza kell csatolni a
kovetkezd elektron megfelel6 orbitalis illetve spin-impulzusmomentumait.
fgy paronkénti csatoldssal a teljes rendszer impulzusmomentum-allapota
elallithats. Altaldban a végs6 allapot tulajdonsagai fliggenek attél hogy
milyen sorrendben, és milyen kozbens6 allapotokon keresztil végeztiik
a csatolast. Ezért példaul harom elektron egy lehetséges Osszecsatoldsa
nyoman létrejott allapotot a kovetkezoképpen jeloljiik:

‘lllg(ng)lglesg(512)83SMLM3>, (B.ll)

ahol Lqg-vel és Sis-vel jeloltiik az els6 két elektron oGsszecsatolt orbitalis
momentumat, illetve spinjét.

Ha az atom, amelynek elektronrendszerére a reprezentaciévaltast meg-
valésitjuk, alapallapotban talalhat6, akkor az S (a Hund-szabély értelmé-
ben) és a lehetdségekhez képest az L maximalis értéket vesz fel. Ha az
adott allapotra az My és az Mg csak egyféleképpen allithaté el6 az my; és
az mg; kvantumszamok Osszegeként, akkor a sorfejtés csak egy tagot fog
tartalmazni. Ilyen eset az, amikor |Mp| = L és |Mg| = S, ha az S-nek
és az L-nek maximalis értékiik van. Ide tartozik a telitett héjak esete is,
amikor az L és az S csak egyféle értéket vehet fel, vagyis 0-t.

Végiil, ha a spin—palya kolcsonhatédst figyelembe vesszik, az L és az
S mennyiséget kell 6sszekapcsolnunk a J teljes ipulzusnyomatékka

ILSTMyy = > CIA sp[LMLSMs). (B.12)
Mp Mg
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TOBBLEPESES MODSZEREK A
MASODRENDU LINEARIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK
MEGOLDASARA

Tekintsiik a kévetkez6 mésodrendii linearis differencidlegyenlet-rend-

szert:

y" +a(@)y’ + b(x)y + c(zx) = 0. (C.1)

A fenti képletben y jelenti a keresett fliggvények oszlopmatrixat

mig a a(x), b(z) és a c(x) az egyenletek z-t6l fiiggd egytlitthatéinak matrixa

all a12 cee glm

a2l g22 ... g2Zm
a(z) = :

aml am2 ce. g™mm
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bll b12 . blm cl
b21 b22 . b2m 02

b(x) = L co e =1 .| (C3)
bml bm2 ... pmm cm

A fenti kifejezésekben m az ismeretlen fliggvények, illetve a rendszert al-
koto differencidlegyenletek szamat jelenti. A tovdbbiakban a miiveleteket
a fenti métrixokkal végezziik, nem foglalkozunk kiilén az egyes elemek-
kel. Természetesen egy egyismeretlenes differencialegyenlet esetén minden
matrix egyetlen elemre redukalédik.

Amint az a differencidlegyenletek numerikus megolddsandl szokasos,
ki kell jelolniink a rdcspontokat, vagyis azokat az x; pontokat, ahol a
fliggvényeket meg akarjuk hatarozni. Legyen ezek eloszldsa egyenletes, és
a differencidlegyenlet-rendszer megoldasat kezdjik az xy pontbdl. h-val
jelolve a 1épést, amellyel a megoldast végezziik,

i = xg + th. (C4)

Numerikus médszerek alkalmazasa esetén nem tudunk végtelen kis
mennyiségekkel dolgozni. Ezért egy ¢ fliggvény dg differencidlja helyett
vezessiik be az elsérendii centralis differencidt, amelyet a h 1épés alapjan
hatarozunk meg

h
6gi = g(zi+ ) —g9(zi — 5) =9,

9 - gi—%v (05)

ahol a g(ah) helyett bevezettiik az egyszerisitett g, jelolést.
A fiiggvény masodik centralis differencidja az elsérendii differencia
differencidja lesz
0%gi = 009i =0(9;41 — 9;-1)
9iti4l ~9ipi-1 (gi—%-i-% ~9i-
= 9i+1 —29i + gi—1- (C.6)

Egy masik hasznos operdtor, amelyet bevezetiink, a u atlagolé operé-
tor

1
1gi = 5(9ip1 +9;1)- (C.7)
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Lathatd, hogy a d és u egymads utani alkalmazasa a

1
pog; = §(gz'+1 - gi-1) (C.8)

eredményt adja. Ha meghatarozzuk a p? hatdsit egy tetszoleges g fiigg-
vényre az x; helyen

1
po = w5091+ 1)

1
= Z(gz’—i-l +2g; + gi—1), (C.9)

majd az eredményt dsszehasonlitjuk a 62 kifejezésével, egy ltalanos ssze-
fliggést kapunk a két operator kozott

2

;ﬁ=1+%a (C.10)

Vizsgaljuk meg most a differencidlegyenletekben  el6forduld
D = d/(dx) derivalasi operédtor és a véges differencidk kozotti kapceso-
latot. A g(xz; + h)-t és a g(x; — h)-t fejtsiik Taylor-sorba az x; koriil:

giv1 = gz +h)

1 1 1
= "Dy, (C.11)
gi-1 = g(z; —h)
1 1 2 2 1 3 3
= gi—FDgz‘h‘i'ED gih —gD gih® + -+
= e_hDgZ'. (012)

Felhasznélva a (C.8) Osszefliggést, a kovetkezd formalis kapcsolatot kapjuk

/17 + 7

1

pog; = 5(9¢+1 — gi-1)
1
= i(ehD — e "P)g; = sh(hD)g; (C.13)
ué = sh(hD) (C.14)

hD = arcsh(ud). (C.15)
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Felhasznalva az

3 32P
her=z——+— —--- C.16
arcshx ==« 6 + 10 ( )
Taylor-sorfejtést, felirhatjuk hogy
353 555
75 3u°d
hD = pé — — — (0N 4
7 T (C.17)
Figyelembe véve a (C.10) osszefiiggést, kikiiszobolhetjik a p magasabb
hatvéanyait
5 8
hD=pld——+—=—--1]. C.18
u( ¢ 30 ) (C.18)

A fenti kifejezést négyzetre emelve megkapjuk a mdasodrendd derivalasi
operator sorfejtését. Felhasznédlva ismét a (C.10) kifejezést, a p operator
teljesen kikiiszobolheto

3 5 2
h’D?* = 2 <5_5_+5__...>

6 ' 30
52 L L
= (1 52 — S
<+4>< 3 715136 )
54
f— 2__ —_— — s e .
= F -Gt (C.19)

Visszatérve most mar a megoldandé (C.1) egyenletrendszeriinkhoz,
azt az xpy1 pontban a D derivalasi operator segitségével irjuk fel:

D?yiy1 + ap1 Dyps1 + b1 Y + i1 = 0. (C.20)

Beszorozva h?-tel, figyelembe véve a derivéldsi operatoroknak (C.18) és
(C.19) sorfejtéseit, a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

54 53
(52 -+ ) Yk+1 1 1 (5 - =+ ) Ykt 1+ h2bes1yrr1 + h2cpqn = 0.

12 6
(C.21)
Felhasznalva a (C.6) és a (C.8) sszefiiggéseket, ezt kapjuk:

h
Ykt2 = 2Yk41 + Yk + §ak+1(yk+2 —yp) + WPbpp1Ykr1 + AP e = 0, (C.22)
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ahol elhagytuk a §%-nel vagy pd3-nal ardnyos és a magasabbrendii tagokat.
Innen kifejezve az yj,9-t, megkapjuk a Fox—-Goodwin differencidlegyenlet-
megoldé modszer algoritmusat

-1
Ykt2 = (1 + gak-i-l) [— <1 - gak—i-l) Yk + (2 = W2bpg1)yrgr — WP |
(C.23)
Amint az elhanyagolt tagok rendjébdl kideriil, a médszer hibaja 6%y -
gyel, vagy mas szoval az y fliggvény negyedik derivaltjaval ardnyos.

Az el6bbinél joval kisebb hibat ad a Numerov-mddszer, amelyet olyan
masodrendii differencidlegyenletek megoldasara alkalmazhatunk, ahol az
elsérendii derivaltak nem szerepelnek az egyenletekben, vagyis a(z) = 0.
Ekkor a (C.1) egyenlet a kovetkezOképpen alakul:

D2yk+1 + bg11Yk+1 + cxr1 = 0. (C.24)
Beszorozva ezt h?-tel, és fehasznalva a levezetett (C.19) sorfejtést ezt kap-
juk:
o ot 4 2 2
0% — E + % — | yka1 + R0k 1y + hcpr1 = 0. (C.25)

Ha az egyenletet beszorozzuk (1 + §2/12)-vel, a §* tag elttinik. A sor-
fejtésben a 0 hatodik hatvanyaig tartva meg a tagokat a

o, O° 2 h?4*
<5 to T ) Yk+1+ M bgr1Yk+1 + Tbkﬁ-lyk-‘rl
h262
+h% i1 + 13 Ch+1 =0 (C.26)
egyenlethez jutunk.
Felhasznéljuk a (C.6) egyenletet:
8 Gl = G2 — 29k+41 + Gk (C.27)

és behelyettesitjiik
2

h
Yer2 — 2Ykr1 + Uk + Wbk 1Yk + E(bk+2yk+2 — 2bk 1Y+ + bryk)

h2 56
+h2epi1 + E(Ck-ﬂ — 241 + ) + <% — - ) yk+1=0.  (C.28)
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Innen kifejezziik az ypyo-t, és igy megkapjuk a Numerov rekurencia-0ssze-
fliggést:

h2 - 5h2 h2
Ykto = (1 + Ebk+2> [(2 - Tbk-l-l) Yk+1 — <1 + Ebk> Yk

2

——= (g2 + 10c41 + cx)

D + Ex42. (0.29)

A fenti kifejezésben e, azt a 0% és magasabb rendii tagokat tartalmazza,
amelyeket a szamitasnal el szoktunk hanyagolni

2o\
Ek+2 = — (1 + Ebk+2> <% — ) Yk+1- (030)

Ennek vezetd tagja hS-nal és az y(x) hatodrendfi derivaltjaval ardnyos,

vagyis:
h(6) 6
€k+2 ~ %y () (C.31)

ahol x egy tetszleges érték az [ry, x4 o] intervallumbdl.
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AZ EINSTEIN-FELE EGYUTTHATOK A
SUGARZAS ELNYELESERE ES
KIBOCSATASARA

Legyenek a és b egy atom nem elfajult dllapotai, £y > E,. Tételezziik
fel, hogy ilyen tipusu egyforma atomok egy zart térben hémérsékleti egyen-
sulyban taldlhaték T' homérsékleten az wq, = Ep — E, korfrekvencidju,
p(wpg) energiastirtiségli elektromdgneses sugarzdssal. Az idéegység alatti
abszorbcidk szadma ardnyos lesz az a allapotban taldlhaté atomok N,
szaméval és a sugdrzas energiastiriiségével

dNpg
dt
ahol By, az Einstein-féle elnyelési egytitthato.

= BbaNap(Wba)a (Dl)

A b — a legerjesztodés végbemehet spontanul vagy az elektromagne-
ses sugarzas altal indukaltan. A legerjeszt&dések szama idOegység alatt

18y
dNgp

dt
lesz, ahol A, a spontan emissziéra vonatkozd, mig By, az indukalt emisszi-

= ANy + Bapy Npp(wha) (D.2)

ora vonatkozo Einstein-féle egytlitthatok, Ny, pedig a b dllapotban talalhaté
atomok szdma. Az A, egyiitthaté nem més, mint a W2, iddegység alatti
spontan dtmeneti valdsziniiség. Egyensuly esetén

dNba o dNab
. dt’

(D.3)
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ahonnan
& _ Aab + Babp(wba) (D 4)
Ny Byap(wha)

Ugyanakkor tudjuk, hogy &allandé térfogaton és T hémérsékleten meg-

valosuld termikus egyensily esetén érvényes a Boltzmann-féle eloszlas a
két energiaszinten talalhaté atomok szamaéra

N, Ea—FEp “ha
L —e TR =eWT, D5
N, e e (D.5)
ahol k£ a Boltzmann-dlland6. A fenti két képletbdl kifejezziik a sugarzds
energiasiiriiségét
Aab
p(wba) = ma —, (DG)
Bbae kT — Bab

amit Osszehasonlitunk a Planck-féle sugarzasi térvénybol kapottal

wi 1
p(wba) =l T — (D7)

7T2C3 erT — 1

A két kifejezés akkor lesz ekvivalens minden lehetséges wy, frekvencidra
és T homérsékletre, ha

By = B (DS)
Ay = Yop (D.9)
ab - 7T2CS ab- .

Az els6 Osszefiiggés ugyanazt jelenti, amit a (4.111) Osszefliggésben felir-
tunk, vagyis hogy az abszorbcié és az indukalt emisszié valdszinitiség meg-
egyezik. A masodik képlettel pedig bebizonyitottuk a spontan emisszid
valészintiségének (4.127) képletét, figyelembe véve az indukalt emisszié
valészintiségének (4.121) kifejezését és azt, hogy:

I{wpa) = cp(wra)- (D.10)
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ABSTRACT

The theoretical calculation of the atomic properties is necessary in
several practical cases. The obtained data are extremely useful for the
determination of the composition of distant stars or cosmic clouds, the
pollution level of the air or water, or of some important properties of new
materials, drugs, and biomaterials, or even of the human body (by nuclear
magnetic resonance or electron spin resonance). The exact knowledge on
atomic and molecular data is very important for the realisation of the
planned fusion reactor.

In principle, the determination of these properties is done by solving
the Schrodinger or the Dirac equation for the atom, depending on the
nonrelativistic or relativistic framework. However, in practice, these basic
equations of the quantum mechanics have exact analytical solutions only
for the hydrogen atom. In the case of many-electron atoms we have to
apply different approximate methods. Often the solution is achieved by
using numerical methods.

This book deals with some of the most important approximate and
numerical methods in atomic physics. In the first part, the stationary
states of the atoms are investigated, while in the second part the time-
dependent processes and the electron transitions are studied. The two
main approximate methods in atomic physics, the variational and pertur-
bational methods are discussed in the first two chapters. In addition to
the analytical approximate calculations, often the applying of numerical
methods is needed, for example in the case of the widely used Hartree—
Fock method. The third chapter discusses the solving of second-order
differential equations, especially that of the Schrédinger equation. The
fourth chapter describes the electron transitions induced by charged par-
ticles and electromagnetic radiation in the framework of time-dependent
perturbation theory.

I recommend this book to those interested in atomic physics calcula-
tions.



REZUMAT

Calcularea teoretica a proprietatilor atomice este necesarda in multe
aplicatii practice. Datele obtinute sunt extrem de folositoare pentru deter-
minarea compozitiei stelelor indepartate, a nivelului de poluare al aerului
sau al apei, anumite proprietati ale materialelor noi, ale medicamentelor,
ale biomaterialelor sau chiar si ale organismului uman (prin rezonanta
magnetica nucleara sau rezonanta electronica de spin). Cunoagterea dat-
elor atomice si moleculare este indispensabila gi pentru realizarea reacto-
rului de fuziune nucleara.

In principiu determinarea acestor proprietati se poate realiza prin
rezolvarea ecuatiei Schrodinger in cazul nerelativist sau a ecuatiei Dirac
in cazul relativist. insé, in practica, aceste ecuatii de baza ale mecanicii
cuantice se pot rezolva in mod analitic gi exact numai pentru atomul de
hidrogen. In cazul atomilor cu mai multi electroni suntem obligati sa
introducem metode de aproximare. Solutia de multe ori se obtine numai
prin metode numerice.

Cartea de fata trateaza metodele de aproximatie si numerice folosite
in fizica atomici. In prima parte ne ocupam de starile stationare ale
atomilor, iar in a doua parte studiem procese care se deruleaza in timp,
si anume tranzitiile electronice. Primele doua capitole trateaza cele mai
utilizate metode de aproximare in fizica atomica: metoda variationala si
cea perturbationala. Pe langa calculele analitice aproximative, de multe
ori, ca in cazul binecunoscutei metode Hartree-Fock, suntem obligati sa
folosim si metode numerice. In al treilea capitol sunt discutate metodele
de rezolvare ale ecuatiilor diferentiale de ordinul doi, in primul rand ale
ecuatiei Schrodinger. Capitolul patru descrie tranzitiile electronice in-
duse de particule incarcate si radiatia electromagnetica in cadrul teoriei
perturbationale dependenta de timp.

Recomand aceastd carte tuturor celor interesati de calcule in fizica
atomica.



