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Abstract

Master equations are widely used in describing complex systems which contain stochastic
processes. In this thesis we consider such a process with unidirectional local growth and ge-
neral resetting rates, both for the discrete and continuous state. The stationary distribution of
these models are studied for simple growth- and reset-rates. For constant and linear form of
the growth and reset rates the analytical form of the stationary probability density function is
computed. Among others, some know distributions are observed: exponential, normal, and
Tsallis—Pareto type distribution. Our main aim was to compute the characteristic inequality
measures that are obtained for the considered growth and reset rates, by calculating the Gini
index. We determine the values of the Gini index through analytical calculations, and arrive
to the conclusion that these values are situated in separate domains of the [0,1] interval. Our
analytical calculations for the Gini index are done for the stationary distributions of the conti-
nuous dynamics, corresponding to infinitely large system size. Finite size effects for the Gini
index are also investigated by computer simulations, generating ensembles of data following
the characteristic stationary distributions. As a result, we observed important finite-size effects
for low population sizes, and offered a simple methodology to correct these. Finally, we briefly
examine the case of multiple exponential distributions, packed into one large set. We determine
the Gini index for this set and study its relation to the 1/2 value characteristic for the expo-
nential distribution. Our results can have sociological and economic application in controlling
the relevant inequalities in these complex systems. By relating the observed socio-economic
inequalities to the proposed evolution equation, one can investigate the influence of the relevant

growth and reset rates on the observed inequality measures.
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Bevezeto

Az evolucids vagy mas néven "mester egyenletek" sz€leskorien alkalmazhatok stochasztikus
folyamatokat tartalmaz6 komplex jelenségek dinamikdjanak és egyensulyi tulajdonsdgainak a
megértésére [1]. A dolgozat keretében egy analitikusan kezelhetd mester egyenlet staciondrius
allapotaiban levd egyenl6tlenségek mértékét fogjuk megvizsgdlni a Gini-indexen keresztiil.

A dolgozat inditdsaként ismertetjiik az evolicids egyenlet alakjat diszkrét és folytonos eset-
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ben is, illetve bevezetjiik a folyamatban megjelend atmeneti ratdkat. Ezutdn kiszdmitjuk a sta-
ciondrius esetre a valdszinliség-siiriséget (diszkrét és folytonos valtozat) kiilonbozd, egyszerd
dtmeneti ratdkat tekintve. Igy eljutunk példdul az exponencidlis, Tsallis—Pareto vagy a nor-
mal eloszldsokhoz. Ezekre az eloszldsokra analitikus szamitdsokon keresztiil, meghatarozzuk a
Gini-index értékét, amelyek a [0,1] intervallum jol elkiilonithetd tartomanyaiba esnek.

Az analitikus szamitasok mellett numerikus kisérletet is végziink, hogy az emlitett eloszla-
sokra véges nagysdgu sokasdgokban is meghatdrozzuk a Gini-index értékét. Ezen értékek és
az analitikus esetben kiszdmolt Gini-index értékek kozti kiilonbség abszolut értékét vizsgalva
véges méret effektusokat figyelhetiink meg. A jelenség kikiiszobolésére a szakirodalomban is
javasolt ([2]) megoldast tekintjiik. Végezetiil vizsgaljuk tobb exponencidlis eloszlas Osszetevése
esetében a Gini-indexet, hogyan véltozik ennek az értéke az exponencidlis eloszlasra jellemzd

1/2-es értékhez viszonyitva.



Bénica-Solymosi Irisz Gini-index egy evoliciés modell staciondrius dllapotaira

1. Evoludcios egyenlet

Tekintsiink egy Markov folyamatot, melyben egy dllapot jovébeli kimenete csak az aktud-
lis pillanattdl fiigg. Az dllapotvéltozot jeldljiik n-el (n € N) (folytonos esetben x), és az fog
érdekelni minket, hogy mi annak a val6szintisége, hogy az "n" dllapotban legyiink [1].

A dolgozatban olyan esetet vizsgdlunk majd, amelyben a véltoz6 egyirdnyban névekedhet
adott rataval, és ehhez még hozzdadunk egy reszetdlasi ratat, amely az éllapotot visszaviheti
adott valdszintiséggel a kezdeti, 0 dllapotba. Egy ilyen folyamat sordn 1étezhet egy egyensulyi
eloszlds, amelyben a megengedett dllapotok valdszintiségei idotdl fiiggetlenek lesznek [1].

A folyamat dinamikdjat az evolicids egyenlet irja le, amelyekre kiilon fogjuk targyalni a

diszkrét és a folytonos dllapotvéltozok esetét.

1.1. Diszkrét eset

Jeloljiik P,-el annak a valoszintis€gét, hogy a rendszer az m éllapotban van, illetve az m élla-
potbdl az n dllapotba val6 dtmenet esetében a valdszinliséghez tartozé egyiitthatét wy,,-el. Ezek
az egyiitthatok adjdk meg az dtmenetek ratdjat, egységnyi idore vonatkoztatott valdszintiségét.

Az evolucios (mester) egyenletek altalanos alakja a kovetkez6képpen irhato [1]:

Pn :Z[anpm_wmnpn] (1)
m

Mivel a rendszerre a valdszinliségek Osszege normélt: ), P, = 1, igy % Y. P.=Y,P,=0.
Ezt pedig biztositja az evolucids egyenlet asszimmetrikus forméja [1].

Egy ismert példa a driftmozgasos diffizid, amelyet egy lokdlis 4tmeneteket tartalmazé mes-
ter egyenlet ir le. Ebben az esetben az n lehet kisebb és nagyobb is, mint m de csak egy egység-

gel. Ez esetben az dtmeneti rata és az evolucids egyenlet [1]:

Wnm = .um5n,m+1 + A'm(sn,mfl ()
Pn:.unflpnfl‘i‘ln+lpn+l_(.Lln‘*'ln)Pn (3)

A dolgozatban azonban olyan eseteket szeretnénk targyalni, amelyekben az dtmenetek az
elemi allapotok kozott egyirdnyuak, egységenként novekedhetnek és ezéltal lokalisak. Ennek a
novekedésnek a ratdjat fogja megadni a p, ami allapotfiiggé is lehet (u, ). Ezt kiegészitjiikk egy
olyan atmenettel, amely barmely allapotot reszetdlhat, visszavihet az alapéllapotba (n = 0). Ezt

jeloljiikk y-val, ami szintén dllapotfiiggd lehet (7). Az dtmeneti ratdk felirhat6k mint [1]:

Wnm = .um6n,m+1 + 7m5n.,0 “4)

Ezeket az egyiitthatokat felhaszndlva az evolicids egyenlet a kovetkezoképpen alakul [1]:

P, = Un—1P1 1+ 0,0(Y) — (ln + Yn) P, ®)
ahol (y) =Y 7jPj, n > 0, biztositja a valészintiség normaltsdganak a megmaraddst.

2
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1.2. Folytonos eset

Folytonos esetben a valészintiség-siirtiségfiiggvényre lesz sziikségiink: P(nAx,t) = P,/Ax.
A normalasi feltétel: Y, P, — [ P(x,t)dx = 1. A diszkrét esetben emlitett lokdlis diffuziéra az
evolucids egyenletet a (3) egyenlet adta meg, amelynek a folytonos esetbeli megfeleldje [1]:

dP 0 9°

= = —(wP)+—(DP 6
or ~ ax ") T 52 (PP ©
ahol v(nAx) = (A, — U,)Ax a drift egyiitthat6, D(nAx) = (A, + u,)Ax? /2 a diffiziés egyiitthatd.
Ez az egyenlet a stochasztikus diffiziét leiré Langevin egyenletnek megfeleld Fokker—Planck
egyenlet néven ismert [1]. A Fokker—Planck egyenlet azonban nem tartalmazza a reszetdlési at-
menetet, amelyet a dolgozatban célunk targyalni. Az (5) egyenlet adja meg diszkrét véltozokra

a dolgozatban tekintett folyamatot, amelynek folytonos megfelelGje [1]:

d d

S P(x.1) = — = ((0PLx,1) — Y P(x.1) )
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2. Stacionarius eloszlasok

Staciondrius esetben az eloszlds id6ben dllando, tehét az id6 szerinti derivélt O lesz. Vizsgal-
juk meg diszkrét és folytonos valtozok esetében az evolicids egyenlethez tartoz6 staciondrius

eloszlast.

2.1. Diszkrét eset

Mivel a staciondrius esetet tekintjiik, igy P, = 0. Jeloljiik ebben az esetben az eloszldsfiigg-
vényt Qp-el. Ekkor [1]:

0= Z[anQm - Wann] ()

Lokalis novekedés és reszetdldsi folyamatok esetén a kovetkezd rekurzids képlethez jutunk
Vn > 0-ra [1]:

Hn—1 Qn—l - (.un + '}/n)Qn (9)

Az n = 0-ra a Qg meghatdrozhaté a normélési feltételbdl: Y, O, = 1, vagy az evolicids

egyenletbdl (n = 0-ra): 0=Y,;7;Q0; — (Lo +)Qo [1].
A staciondrius megoldds alakja [1]:

n N\ 1
0, =M (14 1) (10)

2.2. Folytonos eset

Folytonos allapottér esetében n — oo, azonban tartsuk végesnek az x = nAx-t. Ekkor a staci-
ondrius esetre jellemz6 slirliségfiiggvény konnyebben meghatdrozhatd, mint a diszkrét esetben.
Az egyirdnyd novekedési és reszetdldsi modellben, melyet a dolgozatban tanulmédnyozunk a

folytonos dtmeneti ratdkat a kovetkez6képpen értelmezziik [1]:

u(x) = p(n-Ax) = puAx (11)
Y(x) = y(n-Ax) =1 (12)

Az evolucids egyenletet ekkor a (7) egyenlet adja meg [1]:

2 Plrr) =~ - (u(P(.1) ~ YP(x.)

Staciondrius esetet tekintve: %P = 0, a valdszinliség-stirliségfiiggvény meghatarozhat6 [1]:

0(x) = %e i u

(13)

4
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Tekintsiink a tovabbiakban néhany egyszerd, és a komplex rendszerekre elterjedten jellemzd
tdl fliggetlenek), vagy preferencidlisak, linedris preferencialitast feltételezve. Ezen utébbi eset
matematikailag azt jelenti, hogy linedrisan fiiggnek az allapotot jellemz6 paramétert6l. Gondol-
kodhatunk itt egy olyan szocidlis rendszerben, amelyben a vagyon vagy a jovedelem novekedé-
se vagy éallapottdl fiiggetlen, vagy linedrisan valtozik az adott vagyon/jovedelem nagysdgaval.
Hasonl6an a reszetélds esetére is, ami a rendszerbdl val6 kikeriilést, esetleg visszakeriilést jel-

lemzi.

2.2.1. Exponencialis eloszlas

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor mindkét ratdnak konstans az értéke. Adott tehat egy
¥(x) = v dllapottdl fiiggetlen reszetdldsi és egy p(x) = u konstans novekedési rata [1]. Ebben
az esetben a staciondrius stiriségfiiggvényt a kovetkez6képpen kapjuk:

Yx) =y (9

px)=p=u0)=pn (15)
RO L PR G R 8 (16)
0 H(u) 0 M b, H

= 0(x) = £ (2)5‘)—(0) aLECEE %@63’“ = Q(0)e #* a7)

/Ow 0(0)e ™ dx = Q(0)e - (—%) 0 =—0(0)- %el'w+Q(0) : %eﬁ = 0(0)- % =1
Y

0)=~ 18

= 0(0) m (18)

= 0(x) = %ezx (19)

Ebben az esetben a staciondrius dllapotot a jolismert exponencidlis eloszlas jellemzi. Ezt az

eloszlast atskéldzva, és felhaszndlva az (x) eloszlés dtlagat a kovetkezd alakot kapjuk:

Q(y) = %ey , (20)

ahol y = é—>, (x) = % (az atlagértékre a szamitds a Fiiggelék I a-részében taldlhato).

2.2.2. Tsallis—Pareto eloszlas

Tekintsiik most a reszetéldsi ratat konstansnak, y(x) = 7, viszont legyen a novekedési rita

linedrisan novekvd. Ahhoz, hogy az x = 0 folyamatrél a novekedés lehetdvé véljon sziikséges

5
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a linedris mellett egy konstans tag is [1]. A ratdkat vdlasszuk meg tehét a kovetkezSképpen:

Y(x) =7 2D
U(x) =o(x+b)= u(0)=ob (22)

Ezen esetben:

Yy Yy _Y Y, [xtb
/Ou(u)du_/o G(u+b)du—cln(u+b)0—aln< ) ) (23)
A staciondrius stirtiségfiiggvényre:
_ 1(0)0(0) 1 gy _ 0H(0) yi(einy _ x4b\ 7 fxtb\ e
o) = KT = SNt =00 () (57)
x+b _1_% X ——%
:>Q(x):Q(0)( : ) =0(0) (1+3) (24)

A normalasi feltételbdl:

/OOOQ(x)dx:l

1 - e
| e (1+3) Tar=00 6/ - -5dt=Q<0>-bt_% -0 AN
_r
= 0(0) = - (25)
1Y
A

Ezt az eloszlast az irodalomban Tsallis—Pareto (vagy Lomax II) eloszldsnak nevezik. Na-
gyon sok tarsadalmi, bioldgiai és kozgazdasagi rendszerben ismert eloszlas. Univerzalitdsa arra
utal, hogy a preferencidlis novekedés nagyons sok komplex rendszerben jelen levd stochaszti-

kus folyamat. Ebben az esetben az atlagra dtskalazott eloszlasfiiggvény:

(o)

—1—%
o(y) T (1 + —y) (27)

" bo Y—o

(az atlagérték kiszamitasa a Fiiggelék I b-részében megatlilhato).

2.2.3. Normal eloszlas

Cseréljiik fel a kovetkezOkben a reszetalasi €s novekedési ratak jellegét. Tekintsiink egy

konstans novekedési ratét, u(x) = o2, és egy linedris reszetéldsi ratat, y(x) = x [1]. Ebben az
esetben :
Y(x) = x (28)
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2

ux)=c*=pu0)=oc (29)
/xﬂ”)d—/x”d—uz s (30)
o nw ™" Jo 2T 202 0_262
A staciondrius eloszlasfiiggvény:
0)0(0) _prrw 4, 62Q(0) _2 _ 2
O(x) = %e Jo a4 = %2()6 202 = Q(0)e 207 (31)

A normalasi feltételbdl:

/000 O(x)dx=1
[ oo 5 ar=0) [¢ 3 dx=00) [ ovadu=00)0 T (3)

21
;»Q«w@ —120(0)= \/;g 32)
21 _ 22

A fenti integralds soran a kovetkezd helyettesités és integral keriilt alkalmazasra: —=*

Gﬂ:u

ésT(x) = [ye " du=25 e du. A kapott eloszlasfiiggvény a jélismert normal,

vagy Gauss-eloszlds, ami szintén nagyon dltalanos komplex jelenségek esetén. Az dtlaghoz

skalazott értékekre az eloszlasfiiggvény:

21 2
Oy) = \/;ge 7 (34)

(az atlagérték kiszamitdsa a Fiiggelék I c-részében megatlalhato).

2.2.4. Tovabbi esetek

A fentiekben olyan eseteket targyaltunk, ahol vagy mindkét ratdnak egy konstans értéke volt,
vagy az egyik réta linedris jellegli volt és a masik pedig konstans. Vegyiink most olyan esetet

amikor mindkét ratét linedrisnak tekintjiik, és vizsgéljuk meg, ebben az esetben milyen elosz-

lashoz jutunk.
¥(x) = ax (35)
ux)=x+b=pu0)=> (36)
X y(u) /x au /x u+b b '
pu— p— —_ pu— —_ 1 pu—
/0 [.L(u)du A u+bdu @) \uip  urb du=alu bn(u—l—b)]o
=ax—abln <)Hb_b> (37)

A staciondrius eloszlasfiiggvény:
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x Y(u b -1 ab
Q(X) - Me_jo Z((u)) du bQ(O) fax+abln(’%) _ Q(O) <x—|—b> o (X+b)

u(x) T x+b b b

= 0(x) = Q(0)(x + b)b~1. gmaxpl—ab (38)

Ez egy Gamma tipusu eloszlds. Ahhoz, hogy a tovdbbiakban a Gini-index analitikusan
kiszdmithato legyen, tekintsiik az ab — 1 = 1 esetet. Ekkor ab = 2. A staciondrius stir(iségfiigg-

vény norméldsa ezen esetben:
/ O(x)dx=1
0

/Ooo @e_“x(x—i—b)dx: 0(0) (—é) e “(x+b) :—F&l/()me_“xdx:

b b a

00) 00)1 _.| 11 1 +ab
== --=—— =00)| -+— ) =0(0 =1
a b a2’ 0(0) a ba? 0(0) ba?
ba®
0) = 39
=00) =1 (39)
az —ax
= 0() = ;e D) (40)
Felhasznélva az ab = 2 kitételt (b = 2/a) azt kapjuk, hogy:
00 = C e (x+2) (1)
xX)=3e x+3

Altaldnos esetben, mikor az ab = 2 egyenlet nem 4ll fenn, a stacionérius 4llapotfiiggvény

normalt alakja:
0(x) = a™T(ab,ab) ™" (x+ b)®~ e~ +b) (42)

ahol ['(s,x) = [~°t*~'e~'dt. Ezen esetekben azonban a Gini-indexet csak numerikusan tudjuk
majd meghatdrozni a Wolfram Mathematica program segitségével.
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3. Gini-index

A konstans és linedris novekedési €s reszetdldsi ratak esetén jol ismert eloszldsokhoz jutot-
tunk. Felvet6dik a kérdés, hogy ha egy adott komplex rendszerben ezek a ratdk a folyamat
jellemzdi, a staciondrius esetben milyen mértéki egyenlStlenségekhez vezetnek. Mennyire kii-
16nbozbek példaul a jovedelmek vagy a vagyonok, ha a jovedelmet/vagyont jellemzd evolicids
egyenletre relevans az altalunk haszndlt alak.

Ezen egyenlGtlenségek jellemzésére felhasznaljuk a Gini-indexet, amely egy mérdszdm, €s
statisztikai eloszldsokban az egyenlGtlenségeket hivatott mérni. Ertékeit 0 és 1 kozott veszi fel,
G = 0 teljes egyenldség esetén (minden egyednek azonos a vagyona), G = 1 teljes egyenlGtlen-
ség esetén (egy egyén birtokolja az 6sszvagyont) lesz [3].

Egy sokasdgban, ahol az egyedeket jellemz6 relevans paraméterek értékei x;, a Gini-index

altalanosan elfogadott értéke [3]:

Z Z i — x;, (43)

2
nzl]

és ahol (x) az n elem( halmaz dtlaga.

Folytonos esetben ahol, p(x) a sokasdgot jellemz3 normdlt valdszintiség-stiriségfiiggvény

a Gini-index [3]:
//p Yk = y’dydx_ // )(y — x)dydx (44)

A kovetkez6kben tekintsiik azokat az eloszldsokat, amelyeket a 2-ik fejezetben hataroztunk

meg, és kiszdmitjuk mindegyik esetben, ahol ezt analitikusan lehet, a Gini-indexet.

3.1. Gini-index exponencialis eloszlasra

_r
Exponencidlis eloszlds esetében a siirtiségfiiggvényre a Q(x) = Le™ ¥* alakot kaptuk. Ebben

=

az esetben a Gini-index kiszamitasa a kovetkezd:

//Q D= ldydr = o5 /dx/ 0(x —x)dy=
Yy X Y 7y © 7
_ d / 5X L EY (. d :_/ TR | / iy —x)d 45
u2<x>/o x| e e w(y—x)dy 2wy € (v —x)dy (45)
Az étlagérték, (x) kiszdmitdsa:

(x)z/ Y/ xe H dx— (46)

A Gini-indexre €s az atlagértékre a teljes szamitasok a Filiggelék I a-részében taldlhatéak.

Ezen szamitdsok alapjin a Gini-indexre a kovetkez6 egyszerl univerzalis értéket kapjuk:

G= 7 47)
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Megfigyelhets, hogy a kapott érték nem fligg az eloszlasfiiggvényben szerepld y és U pa-
raméterektdl. Tehat barmekkora is a novekedési és reszetalasi rata, amikor ezeknek konstans

értéket allitunk be a Gini-index 0.5 lesz.

3.2. Gini-index a Tsallis—Pareto eloszlasra

r
A Tsallis—Pareto eloszlds esetében Q(x) = 7L (14 %) 175 stirtiségfiiggvényhez jutottunk. A
o és b paraméter jellemezte a lindris novekedési ratat: ((x) = o(x+b). Az ehhez kiszdmithat6

Gini-index:

//Q Dleslavar= 5 [as [ 000 vas =
- o /d/ (1+3) 2(1%)_1_@ X)dy =

_#’%x}/@ (1+b>_1_ dx/: <1+%)_ % (y—x)dy 48)

Az dtlagérték, (x) kiszdmitésa:

QR

Y

- - =% b
<x>=/0 xQ(X)dxz% 5 x<1+£> dx—},_Cy (hay>o0) (49)

A Fiiggelék I b-részében megatldlhatéak a teljes szamitasok. Ezekbdl a szdmitdsokbodl ész-
revehetd, hogy az eredményeink csak akkor lesznek elfogadhatok, ha ¥ > o. Ilyen esetben a
Gini-index:

__r 1!
G= -~ > 2(ha}/> o) (50)

Ebben az esetben arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a Gini-index fiiggeni fog az eloszlas y
és o paramétereit6l. Emellett, az értéke nagyobb lesz, mint 0.5, ha y > o, tehat a preferencidlis
novekedésnek koszonhetéen nagyobb egyenldtlenségeket kapunk, mint a konstans ratdk esetén

kapott exponencidlis eloszldsra.

3.3. Gini-index a normal eloszlas esetén
2

Normadl eloszlds esetén Q(x) = \/? Lo 207 glakii a striségfiiggvény. A Gini-index:

/ / (y)|x —y|dydx = / dx/ Yy—x)dy=
7[(72 / dx/ e 20'2 e 202 (y x) dy —
2 2 2

X <
:m/o e 262dx/x e 2% (y—x)dy (51)

Az dtlagérték, (x) kiszdmitdsa:

10
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<>:/ xQ(x dx—/ \/7—xe 202dx—\/%(5 (52)

A teljes szamitds menete a Fliggelék 1 c-részében taldlhatd. Ezek alapjan a Gini-index:

1
G:\/§—1z0.414<§ (53)

A tekinett normadl eloszlas esetén a Gini-index nem fiigg az eloszlds o paraméterétdl, amely
a novekedési ratit hatarozta meg. Az is megfigyelhetd, hogy értéke kisebb, mint 1/2, ami
kisebb egyenldtlenséget jelent annél, amit az exponencidlis €s Tsallis—Pareto tipusu elszlasoknal
lattunk.

3.4. Tovabbi esetek

ce”™(x+b) alakd, a

Abban az esetben amikor az eloszlas siirliségfiiggvénye Q(x) = H"_ e

Gini-index kiszamitasakor a kovetkez6khoz jutunk:

//Q Ml yldydx= 7 /dx/ o(x —x)dy=

/ dx/ Px+b)-eP(y+b)(y—x)dy=

1+ab
= m/o “leb)ds [ eV +b)y—x)dy (54

Az étlagérték, (x) kiszdmitdsa:

oo a? o —ax g. 2+4ab
<x>_/0 xQ(x)dx = 1+ab/o x(x+b)e dx-m (55)

A Fiiggelék I d-részbeli szamitasok alapjin a Gini-index:

3+2ab(3 +ab)
G= 56
4(14ab)(2+ab) (56)
Az ab = 2 kitétellel:
23
G=—=~0.479 57
48 (57)

Ezen esetben is tehat egy G < 1/2-es Gini-indexet kapunk. Abban az esetben viszont,

amikor az ab # 2 a Wolfram Mathematica programmal kapott eredmény a 3.1. abran lathato.

11
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3.1. abra. Gini-index fliggése az a és b paraméterek fliggvényében

12
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4. Véges méret effektusok

A kovetkezdkben hasonlitsuk 6ssze a végtelen sokasdgban analitikusan szdmitott Gini-indexet
azzal az értékkel, amit egy véges populdcidra kapnank, ha az egyedek jellemzdit az adott el-
oszlas szerint numerikusan generdljuk. Konkrétan, az érdekel minket, hogyan konvergdlnak a
véges sokasdgban a (43) képlet szerint kiszdmitott Gini-indexek a folytonos esetben (44) képlet
szerint kapott értékekhez.

A kovetkezd numerikus kisérleteket végezziik:

* avizsgalt eloszlas szerint generdlunk véletlen szamokat

* ezekre a generdlt szamokra meghatdrozzuk a Gini-indexet

* novelve a generdlt szamokat (n db) meghatdrozzuk a G(n) értékét

Ezutén elkészitjiik a G(n) dbrat, ahol n a pontok szamat jeloli, amelyekre a Gini-index ki
lett szamolva. Az eredményeket 6sszehasonlitjuk az analitikus szdmitdsok sordn meghatarozott
Gini-index értékekkel.

4.1. Exponencialis eloszlas esete

Folytonos esetben az exponencidlis eloszlisra a (47) egyenlet értelmében a Gini-index értéke
1/2, és nem fiigg az eloszlas paramétereitdl. Jeloljiik a (19) egyenlet dltal megadot eloszlasban
szerepld % aranyt A-val. Az n értékére maximum N = 1000 pontot tekintettiink.

A véletlen szdmokat a kovetkez6 algoritmus segitségével generaltuk:

* Legyen Genl egy olyan véletlenszam generator, amely egyenletes eloszldssal ad értékeket

a [0, 1) intervallumon

Sziikségiink van egy olyan Gen2 véletlenszdm generdtorra, amely a g(x) eloszlas sze-

rint térit vissza értékeket az [Ryin, Ryayx) intervallumon, ahol |, Ifw’l';f‘ g(z)dz = 1. Ebben az
Y
esetben a g(x) = Q(x) = %e wr,

A kovetkezd képlettel ez megvaldsithato:

Gen2 = G [Genl + G(Rpin)], (58)

Az (58) Osszefiiggésben G(x) = [g(x)dx, ebben az esetben: G(x) = —e ¥, illetve
Gl= —%log(—x), Ryin=0

A 4.1. dbran a (43) képlet szerint szamitott Gini-indexet a generdlt pontok szdma szerint
abrazoltuk. Az figyelhetd meg, hogy a véges sokasdg esetén is a Gini-index értékei az 1/2-es

értékhez tartanak. A folytonos eset n — oo értéknek felel meg, a szimuldci6 sordn azonban n

13
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0.50
0.49
0.48
<
(]
©
£ 0.47 4
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© 0.46 -
0.45 —— 1=0.05
A=0.5
— 2=1
0.44 1 — A=25
—— A=10
0 200 400 600 800 1000

n (hany pontra)

4.1. dbra. Exponencidlis eloszlds esetében a Gini-index a véletlenszer(ien generalt pontok sza-
manak a fiiggvényében

maximadlis értéke 1000 volt. Eszrevehet, hogy véges n esetén jelentdsek a véges-méret effek-
tusok. Ezen véges méret hatdsokat, kordbban mas kutatdk is észrevették [2], és azt javasoltdk,
hogy véges sokasdgra a (43) képletben az n? helyett az n(n— 1)-et hasznéljanak. Ezaltal val6ja-
értéket abrazolva

ban csak a relevans kiilonbségek szamaval osztunk. A 4.2. dbrdn a |G —1/2

lathatd, hogy a kiilonbség az 1/n-el skdlazodik, ami arra utal, hogy a végesméret effektusok az
n? hasznalataban keresendSk. A korrekcids képlet igy:
1 n n

G:m;;m_xﬂ (59)

A 4.3. abran ezittal az (59) korrekcids képletet hasznalva dbrazoltuk a Gini-indexet a gene-

ralt pontok szdma szerint. Ezen az dbrdn megfigyelhet6, hogy a 4.1. dbrdval ellentétben, ebben

az esetben mar kis szdmu pontok esetében is a Gini-index az 1/2-es értéket adja vissza. Ha ezek-

re az értékekre abrazoljuk a numerikus kisérlet sordn kapott értékek és az analitikus szamitas

eredménye kozti kiilonbség moduluszat, megfigyelhetd, hogy megsziinik az 1/n-es tendencia.

Ezt a 4.4. 4bra illusztralja.

4.2. Tsallis—Pareto eloszlas esete

Tsallis—Pareto eloszlast tekintve a Gini-indexre folytonos (n — o) esetben a (50) egyenlet a

G= 27,%0 eredményt adta. Jeloljiik a (26) egyenlet dltal megadot eloszldsban szerepld % aranyt

14
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1G-1/2|

10! 102 103
n (hany pontra)

4.2. abra. Exponencidlis eloszlés esetében a (43)-es Gini-index és valddi értéke kozti kiilonbség
skdldzasa n fiiggvényében. J6l észrevehets az 1/n-es trend, ami az n” és n(n — 1) kozti kiilonb-
ségnek tulajdonithato.

0.51
-
050] mo——mmm e
P—
0.49 -
F
L 0.48 -
£
€
S 0.47
O
0.46 1 —— A=0.05
—— A=0.5
0.45 - :\‘f; .
— A=10
0.44 T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

n (hany pontra)

4.3. dbra. Exponencidlis eloszlas esetében a Gini-index a véletlenszertien generalt pontok sza-
manak a fiiggvényében a korrekcios képletet hasznalva

15
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1071 - ~ -==1/n
N —— A=0.05
~ A=0.5
~ — A=1
S — A=2.5
SN — A=10

1G-1/2|

10! 102 103
n (hany pontra)

4.4. abra. Exponencidlis eloszlés esetében a (59)-es Gini-index és valddi értéke kozti kiilonbség
skaldzasa n fiiggvényében.

a-val. Ekkor a Gini indexre a jelolés: G = 5 aa—l' A numerikus kisérleteink sordn N = 1000
pontot tekintettiink.
A Tsallis—Pareto eloszlds szerinti véletlen szdmokat, hasonléan, mint az exponenciélis el-

oszlasra, az (58) Osszefliggéssel generdltuk. Ezen eloszlds esetében a megfeleld fiiggvények

« Gx)=—(1+3%)

A 4.5. abrdn a Gini-indexet a véletlenszerlien generdlt pontok szdma szerint dbrdzoltuk.
Tsallis—Pareto eloszlas esetében is megvizsgédljuk a Gini-index vérhat6 és valddi értéke kozotti
kiilonbséget, ezt jeleniti meg a 4.6. abra.

Megfigyelhetd, hogy ebben az esetben is jelentkezik a véges méret effektus, amelyet az
exponencidlis eloszlds esetében is megfigyelhettiink. A sziikséges korrekcié megint az 1/n
szerint skalazodik, ami az n? és az n(n — 1) kozti kiilonbségnek tulajdonithaté. Ezen eloszlds
esetében az (59) korrekcids képlettel djraszamolt Gini-indexek fiiggését a pontok szdmatdl a
4.7. dbra szemlélteti. A 4.7. dbran is megfigyelhetd, hogy mar kis n esetére is pontosabb értéket

kapunk, mint a kordbbi esetben (4.5. dbra).

16
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0.75 1
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a=150b=1
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Z 0.60 - a =2,b=2
) a=3,b=1
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0.55 A (x=4'b=1
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4.5. abra. Tsallis-Pareto eloszlés esetében a Gini-index a generdlt pontok szdmanak fiiggvényé-
ben

10—1_
10—2_
3 -—- 1/n
G i3] —— @=15b=1
6107 — a=150b=2
— a=15b=4
— a=2,b=1
1044 a=2,b=2
— a=3,b=1
—— a=3,b=2
— a=4,b=1
10-5 a=10,b=15
10! 102 103

n (hany pontra)

4.6. abra. Tsallis—Pareto eloszlds esetében a véges sokasagban generalt Gini-index és a folyto-
nos esetben szamitott érték kozti kiillonbség
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4.7. 4bra. Tsallis-Pareto eloszlds esetében a Gini-index a generdlt pontok szdmdnak
fliggvényében—korrekcios képlet hasznalata

4.3. Normal eloszlas esete

Tekintsiik most a normal eloszlast, amelynél a Gini-indexre folytonos (n — o) esetben a (53)
egyenlet a G = v/2 — 1 ~ 0.414 eredményt adta. A numerikus kisérleteink sordn N = 1000
pontot tekintettiink. A véletlen szdmok generdldsdhoz a Box—Miiller algoritmust hasznéltuk,

mely a kovetkez6 1épéseket tartalmazza:
* generidljuk x| és x, szdmokat, egyenletes eloszlds szerint, a [0, 1) intervallumon

* megszerkeszthetd az y; és y, az x1 és x, segitségével, tigy hogy az y; és y, normal elosz-

last kovessen O atlagértékkel €s 1-es szorassal:

y1 =+/—2-log(x;) - cos(27x;) (60)

y2 = /—2-log(x;) - sin(27x7) (61)

 adott u atlagu és o szordsu normdl eloszlésra:

Z1=U+0-) (62)
2=U+0-y (63)

A 4.8. abran a (43) képlet szerint szamitott Gini-indexet a generdlt pontok szama szerint

18
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4.8. dbra. Normadl eloszlds esetében a Gini-index a generalt pontok szdménak fiiggvényében

abrazoltuk normal eloszlast tekintve. Ebben az esetben a Gini-index varhato és valddi értéke

kozotti kiilonbséget a 4.9. dbra illusztralja.

-—- 1/n

1071~

IG'GvaIa'dil

10—4 4

10! 102 103
n (hany pontra)

4.9. dbra. Normdl eloszlds esetében a véges sokasdgban generdlt Gini-index és a folytonos eset-

ben szamitott érték kozti kiillonbség
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Normadl eloszlés esetében az (59) korrekcids képlettel tjraszamolt Gini-indexek fiiggését a
pontok szdméatdl a 4.10. abra szemlélteti. Ezen az dbrén is észrevehetd, hogy mar kis n esetére

is pontosabb értéket kapunk, mint a kordbbi esetben (4.8. dbra).

0.42 - \\\
0.41 -
F
3 0.40 1
£
=
© 0.39
O
0.38 -
-——- V21
0.37 o=1
o=2
— o0=4
0 200 400 600 800 1000

n (hany pontra)

4.10. 4bra. Korrekciés képlettel normal eloszlds esetében a Gini-index a generalt pontok sza-
manak fliggvényében
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5. Tobb exponencialis eloszlas dsszetevése

A (47) egyenlet alapjan megkaptuk, hogy exponencidlis eloszlas esetében a Gini-index értéke
172, és ez az érték nem fiigg az eloszlds paramétereitdl. Felmeriilhet az a kérdés, hogy ha tekin-
tiink tobb, kiilonbozd kezdeti paraméterli exponencidlis eloszldsi sokasdgot, és ezeket egy Uuj,
nagy sokasagnak tekintjiik, akkor mennyi lesz a keletkezett 1) sokasdg Gini-indexe. Megmarad
a Gini-index értéke 1/2-nek vagy mds értéket fogunk kapni? Ennek a feladatnak kozgazdasigi
és szocioldgiai vonatkozdsai vannak, hiszen sok esetben telepiilés szintjén az eloszlds exponen-
cilissal kozelithetd meg. Sok telepiilést egybevéve azonban, €s egy nagyobb strukturat alkotva
az eloszlds Pareto tipusu lesz, és ezaltal automatikusan a struktirdra kapott Gini 1/2-nél na-
gyobb lesz. Ennek a lehet6ségét szeretnénk itt vizsgdlni. A kérdés megvalaszoldsara tekintsiik

a kovetkez6 numerikus kisérletet:

* vesziink tobb exponencidlis eloszlasu sokasigot, ezeket a sokasdgokat a 4.1-es alfejezet-

ben emlitett médszerrel generdljuk

* adott sokasdgra az eloszlds A paraméterét véletlenszertien vélasztjuk ki a [0, 1) interval-
lumbdl, a sokasdg nagysdgdt is hasonldan véletlenszertien vélasztjuk ki az [1,10000) in-

tervallumbol

* asokasdgokra kapott elemeket egy nagy halmazba helyezziik, majd erre a nagy halmazra
kiszamitjuk a Gini-indexet, ebben az esetben a Gini-indexre a kovetkezd képletet hasz-
naljuk: [4]

2 " (2i—n—1)x;

i — () = T2 L

n?(x) i—1 Ny X ’

G= (64)
ebben az esetben az x; értékek novekvs sorrendben vannak rendezve, i az adott x; érték

sorszama

Az eredmények egy 1/2-nél nagyobb Gini-indexet mutatnak. A nagy sokasag eloszldsat
vizsgalva, erre az eloszlasra réilleszthetd egy Tsallis—Pareto tipusu eloszlasfiiggvény. Az 5.1.
abra n = 10 darab sokasédgra kapott eloszlast mutatja. Ebben az esetben a Gini-index értéke:
G =0.773 #0.5. Az 5.2. abra n = 20 darab sokasdgra kapott eloszlast mutatja, amely esetben
a Gini-index értéke: G =0.714 #0.5.

21



Bénica-Solymosi Irisz Gini-index egy evoliciés modell staciondrius dllapotaira

G=0.773

100 4

10—1 4

1072 4

10—3 4

1074 4

10—5 4

—— illesztett gorbe Tsallis-Pareto eloszlds szerint
B eloszlds a nagy sokasagban

107 5

1074 1073 1072 107! 10° 10! 102

5.1. dbra. n = 10 darab sokasdg 0sszetevése sordn kapott eloszlds, illetve az eloszlasra illesztett
eloszlasfiiggvény

G =0.713609

—— illesztett gorbe Tsallis-Pareto eloszlas szerint
10° 4 BB eloszlas a nagy sokasagban

10—1 4

10—2 4

10—3 4

10—4 4

1073 4

1073 1074 1073 1072 107! 100 10! 102

5.2. abra. n = 20 darab sokasdg Osszetevése soran kapott eloszlds, illetve az eloszlasra illesztett
eloszlasfiiggvény
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Kovetkeztetések

Megfigyelhetd, hogy lokdlis novekedési és reszetalasi modell alkalmazdsaval, egyszeri kons-
tans vagy linedris ratdk esetén olyan eloszldsokat kapunk ahol a Gini-index nagyon kiilonbo-
70 értéket vesz fel. Vegyiik példanak telepiilések jovedelem és vagyoneloszlasat. Kiilonbo-
z0 reszetdlasi és novekedési ratakra tobbféle vagyon/jovedelemeloszlést lehet kapni, amelyek
nagyon kiilonboz6 tarsadalmi egyenlStlenség mértékekhez vezethetnek. Ilyenekre adtak nem-
rég példat a [5]-es cikkben. Ebben a dolgozatban azt tapasztaltik, hogy kiilonb6zd politikai
rendszerekhez €s korokhoz kiilonboz6 eloszlasfiiggvények tartoznak, amelyek jellemz8k azon
tarsadalmi-politikai torvényszerliségekre, amelyek megszabtik a novekedési és reszetalasi ratdk
alakjit a dinamikdban. Modern tarsadalmak esetében is alkalmazhaté a novekedési és reszet-
alasi modell, itt azonban, sokkalta komplexebb reszetdlési ratdval lehetett realisztikus eloszl4s-
fliggvényt kapni [6]. Mivel ezen tarsadalmakra is a Pareto-tipusu eloszlas érvényesiil a nagy
vagyonok/jovedelmek hatdresetében, itt is 1/2-nél nagyobb Gini-indexek jellemzik a rendszer
elemei kozti egyenldtlenségek mértékét.

Gyakorlati alkalmazast tekintve az a megfigyelés, hogy a tarsadalmi egyenl6tlenségeket jel-
lemzd Gini-indexnek kiilonb6z6, az alkalmazott evolicids egyenlet kiillonboz6 egyszeri nove-
kedési és reszetdldsi ratdira mas-mas értéke lesz, azért hasznos, mivel igy a dinamikus torvénye-
ink segitségével szabélyozhatjuk a rendszer staciondrius dllapotaira az egyenlStlenség mértékét.
Annak fiiggvényében, hogy egy tarsadalomban a politikai hatalom milyen szint{i egyenl&tlen-
séget szeretne az egyének kozott, annak fiiggvényében véilasztja meg a jovedelem €s a vagyon
eloszlashoz vezetd tarsadalmi és gazdasdgi torvényszerliségek alapjait. A preferencidlis no-
vekedés mindig nagyobb egyenlGtlenségekhez vezet. Ezt lehet korlatozni példaul progressziv
addzéssal, ahol a preferencialitdst egy konstans novekedési rata helyettesiti. Hasonléan a nyug-
dijazési és fiatal munkaerdkkel kapcsolatos szocidl-politika a reszetalasi ratat tudja valtoztat-
ni és ezdltal szintén befolydsolhat6é a rendszerben levd tarsadalmi egyenl6tlenségek mértéke.
Elfogadva tehat a novekedési €s reszetalasi modell alkalmazhatésdgat szocidlis és gazdasagi
rendszerekre, 14thato, hogy a reszetdldsi és novekedési ratak megfeleld bedllitasaval a tarsadal-
makban megfigyelhetd vagyon és jovedelemeloszlasi egyenl6tlenségek szabalydzhatéak. Ezt
csindlta a kommunista gazdasagi rendszer és ezt csindlja a jelenlegi szabad-piaci gazdasag poli-
tika is. Az 1-es tdbldzatban 0sszefoglaljuk a kiilonboz6 novekedési és reszetdlasi ratakra kapott
eloszlasok striiségfiiggvényeinek az alakjat és a hozzajuk tartozé Gini-indexre kapott interval-
lumot.

Kutatdsaink azt is bizonyitottdk, hogy az egyenl6tlenségeket jellemzd Gini-index kiszami-
tdsandl véges sokasdgok esetén érdekes végesméret-effektusok vannak, ha a klasszikusan elfo-
gadott (43) képletet alkalmazzuk. Az 1/n-el skdldzé végesméret-effektus kikiiszobolhetd, ha
az n’-es tag helyett az n(n — 1)-es értéket hasznéljuk. Ilyen esetben mdr ardnylag kis sokasig
esetén is a folytonos (végtelen nagy sokasdgu) rendszerre levé Gini-indexet kapjuk vissza.

Kiilonb6z6 exponencidlis eloszlassal rendelkezd sokasdgok dsszetevésével Pareto tipust el-
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/////

Gini-index értéke |

u Y Ox)=Fe v G=1/2

o (x+b) v o)=L (1+%) 7% G>1/2
o2 X Ox) = %%67% G=v2-1
x+b ax O(x) = “3—2e"’x (x+%) (b=a/2) G~ 0.479

oszlasok kaphatoak. Ezdltal, habar a sokasag elemeinek 1/2-es Gini-indexe van, az 6sszsoka-

sdgnak a Gini-indexe > 1/2. Ez az észrevétel szépen magyardzza azt, hogy lehet az, hogy egy

nagyobb szervezddési szinten 1/2-nél nagyobb Gini-indexet mériink, mikor az egyedi sokasag-

ban a Gini-index 1/2.
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I. Fiiggelék

a. Gini-index Kiszamitasa exponencialis eloszlasra

// )|x— y!dydx—%/ / )O()(y—x)dy =
s

/ dx/ e eiﬁyy x)dy = 20 >/0<>°e u dx/mely(y—x)dy (65)

Legyen
I:/ <ye_%y—xe_%y> dy= [ ye “ydy / xe_%ydy:h—lz (66)
X X
o = 2 -
H Iy H Iy H Iy H™ Iy
]1_/ ye Mydy— u +—/ e u dy:x-—e Y ——e H =
v Y e
X X
2
A" )
e (x BB (67)
( Yy 7
Igzx/ e Wdy=—x —ef%y :x-Ee A (68)
x . Y
Tehat:
O I N A N
[=e W (x-—+—F—x-—|=—>e H (69)
Y v Y Y
A kapott eredményt visszahelyettesitve a Gini-index kiszdmitdsat szolgélé integralba
2 (o] 2 (o]
— ;/ / i ‘u_2 _lxdx—i/ g_leyxdx:
u*(x) Jo ¥ {x) Jo
Hooo2r, H
- _ e B = (70)
¢ |, T 2
Az atalgérték:
(x>:/ xQ(x)dx:Z/ xe W dx =L | —x. Beir +E/ e W dx | =
0 uJjo u Y 0 0
_ Bk K n
Y o 7
u 1 1
S 72
=G % T3 (72)
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b. Gini-index kiszamitasa Tsallis—Pareto eloszlasra

//Q y)x—yldydx = —— = Om / )0y —x)dy =
b262 /dx/ (1+3) E(1+£> o
#2@/0 (1+5)_1_ / (1+3) ey (73)

Legyen
= y\ 1% y\ o
I= (1 —) - (1 —) dy =
i {y +b X +b y
o0 y\“1-¢ 1—%
= [ 3(1+2) - / (143 dy=1—b (74)
X
> y\“1-¢ 1
11:/ y(1+—) dy=b | blt—1)""Fdr =
x b 541
:bz/ (t o —t 1‘a>dt:b2<ty 1—}—gt_6> =
pH! o Y 141
x\ et b? b*c X\ o
ST S 75
(+b “T41 g +5 (hay> o) (75)
oo yy 1L oo =
Igzx/ <1—|——) ? dy=xb T\ odt=—xb-—t" o =
X b %—0—1 %+1
c X\ o
=xb7<1+g) (76)

A fenti integralas sordn az 1 + % =t helyettesitést alkalmaztuk. Tehat:

[— (1+x>—g+l bZ bzG (l_l_x)_
— = e -
b z—1 Y b

al=

—xb-%<1+2—6) =

al=

QR

_b20<1+g)_ .{<1+2>y16_%_;y}
s <1+g)—g_7(b+x) —:((;’_—g))y— x(y—0) _
o <1+£)§ Yb+7x—qzl;/tzl))}/—yx+cx:
“#a(4])
22 Y
:%QJ%) " (77)

A kapott eredményt visszahelyettesitve a Gini-index kiszdmitasat szolgél6 integralba:
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,},2

oo _1-X 2.~2 _Y
=g h (175) e (14y) T e

by a1 ) by !
= c = hay>o 78
-0l ~ Tl -omz_g 77O 78
Az atlagérték:
— ” —l ” f 717% —l/w 2( — _1_6 =
<x>_/0 xQWdx =L [(143) T Tax= L [ p— it dar =

Y
b o b t_E—H
:_y/ <t_%—t_]_%> dr =% 7 T
o1 c\-L+1 7y |

_lﬂ/( c G)_b_}/yo—y6+62_ bo

c\y-0c v) o y(y-o) y-o

(hay> o) (79)

by o (y-o) v 1
:>G_(y—c)2y—c7 bo _2}/—0>2

(hay> o) (80)
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¢. Gini-index Kkiszamitasa normal eloszlasra

1 1 (o] o5}
G:—// x—yldydx = — /dx/ by —x)dy =
0 y)lx—yldy b ¥ O(x)Q(y)(y —x)dy
2 a2
= 2 / / e 202e 202 (y x) dy:
2 2
= o / ¢ 207 dx/ e 202 (y—x)dy 81
Legyen:
oo ),2 y2 I ),2 oo ),2
I:/ (yew2 —xewz> dy:/ ye 202 dy—/ xe 22dy=1—D (82)
X X X
I :/ ye 20? a’y:/2 G\/i-t%e_’ it_idt /2 e ldt =
X X 2 x
202 202
) 2
oo ,i o xo (1 x*
I :x/ e 20°d :x/ e —t_fd = F(—,—) 84
2 x Y 2’;22 \/5 \/E 2’202 84
ahol az 5 22 = t helyettesitést, és a I'(s,x) = [+~ le~"dt-t hasznaltuk.
Ezek alapjén:
2 2
X Xo 1 x
I=0T (1, | - =Tz, 85
o ( ’262> V2 (2’262) ®

A kapott eredményt visszahelyettesitve a Gini-index kiszamitasat szolgélé integralba:

2 o a2 x2 X0 1 x2
-~ 22 6T 1,— | -==I'(=,— || dx=
n62<x>/o ‘ [ ( 262) V2 (2’262)] *
2 e a2 x2) 2 ° 42 (1 x2)
== [ .71, dx——/ xe 207 .T dx 86
7t<X>/o ( 202 o/ 2(x) 2’2072 (86)

Felhasznéljuk a kovetkezd tulajdonsagokat és Osszefiiggéseket:

I'(x)= /‘><> e u L du = 2/00 e uP du (87)
0 0

[(l,x)=e" (88)

r Gx) _ JTerte(v/3) (89)

(ez"cz) — ¢ 37 . (—i> (90)

erfc(x) = 1 —erf(x \/_/ oD
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2 [* _p
erf(x) = ﬁ 0 e ' dt (92)
d 2 _p2
E(erf(x)) = ﬁe 93)
d d
—~(erfe(x)) = ——(erf(x)) 94)

2 oo 2 _ 2 2 =) 7i 1 2
= / e 202¢ 202 dx— V2 / xe 22.T x dx=G;+ Gy 95)
mt(x) Jo no(x) Jo 2’202
2 [ A 2 [ 1
G1:—/ e o’ dx:—/ e*’lzcduzilﬂ (—) Gﬁ: ° (96)
m{x) Jo m{x) Jo m(x) \2 n{x)  /wx)

Gzz—F‘/?x> Oooxe_zﬁz-\/ferfc (GL\/Q) dx:—%/owxe =8 erfc(c\/_) dx =
BT ol
_ V20 .e{fz.erfc< * )‘ _ V2o /Omeszz.erfc<i)/dx:

N ovz)| " vEw G
_ _% erfe(0) — %/@me‘ﬁz . (_%) o Gi/idx _
_ —% - %/Owe—’zdw %/Owe‘fz dx— — ﬂigr (%) G
- 7 on
Lo 20 V2o ©8)

V) VEX)

A fenti integrdlokban a < = u helyettesitést alkalmaztuk. Az atlagérték:

oo ° [21 _. 21 (= 1 o 1
= d :/ \/j— 2062 ( :\/j—/ Cf\/i-)fj _t'—l'_jdl‘:
(x) /0 xQ(x)dx . V7o X 20 ) e 7
2 [ 2 2
_ a\/i/ el di = \/ial“(l) _ \/jo (99)
TJo T T

26\/_\/_fo
VI V26 VT V20

=G=

1
— 10414 < 5 (100)
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d. Gini-index a tovabbi esetekre

//Q y)x— y!dydx— /dX/ O(x —x)dy =

/ dx/ Px+b)-eV(y+b)(y—x)dy=

1+ab
a [oe]
m[) (x+b)dx/ “y(y—}—b)(y—x)dy (101)
X
Legyen:
I:/ e_ay(y—i—b)(y—x)dy:/ yze_“ydy+/ y(b—x)e ¥ dy—
X X X
—/ bxe Ydy=L+1L—1L (102)
X
) —ay “ 2 e 2 Iy e~ W - 2 oo
I1=/ yze_“ydy:yze +—/ ye_aydyzx—e_“x—k—ye —2/ e Vdy=
x - aJx a a —a X
X X
2 2 2 e |” 2 ox 2
— ey e S8 ) e (x +S+5 ) (103)
a a a’ —a a
oo —ay ~ b— oo b— b— —ay oo
12:/ y(b—x)e P dy= (b—x)ye + x/ e YVdy= ( x)xe_ax-i- e =
x —a X a a —a
X X
b— b—
:eax(( ax)xJr a2X> (104)
oo —ay | b
13=/ bxe_“ydy:bxe_a :;xe_“x (105)
* X
Tehat:
2 2
_ x> 2x 2 bx x b x bx _ 2 x+b
’:e”(z*z*ﬁz—ﬁa—z‘z‘;):‘"“x(a—ﬁa—z) (106)

A kapott eredményt visszahelyettesitve a Gini-index kiszdmitasat szolgél6 integrélba:

614 ® —ax —ax 2 x+b
G_—(1+ab)2<x>/o e *(x+Db)e (a—3—|— o )dx

a* * o 2ax2(x+D) o rax (D)
:—{/0 e “x—3dx+/0 e “x—zdx]:

(14 ab)?(x) a a
at 2 1

= -G+ =G 107

(14 ab)2(x) Lﬁ 1t a? 2] (107)
oo ) —2ax oo 2
G1:/0 (x+b)e " dx = (b+x) ) +%/0 dx =

b e 2w b 1

g _ — [EE— 1
2a  4a? 2a + 4a? (108)
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oo
—2ax

+—/ (x4 b)e P dx =
o @70

G =/ e 2™ (x+b) dx = (x+b)*- ¢
0 —2a

1 oo . b2 b e—Zax ®
o de— 24+ 2 S
+ 2a? /o ¢ o 2a + 202 443
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_ b db) e

2a a —2a
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~ 24 22 4P
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T Ut ab)(m L—ﬁﬁ 25 2 @]:
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Az ab = 2 kitétellel:
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