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Kivonat

Koélcsonhaté  oszcilldtor sokasdgokban a rendszert jellemzd paraméterek homogén
megvalasztidsa a kollektiv viselkedésnek egy erds stabilitdsdhoz vezet. Nemrég megmutattak,
hogy 1étezhet azonban a paramétereknek egy olyan heterogén kiosztdsa, amely ennél is stabilabb
megoldast eredményez. Ez a nem vért szimmetriasértés komplex fizikai €s biolégiai rendszerekben
szamos gyakorlati alkalmazassal rendelkezik.

Kutatdsaink sordn kimutattuk ezen szimmetriatorés jelenlétét kiilonbozd topoldgidja
dinamikus rendszerekben. Két egyszerli és nagyon dltaldnos fizikai modellt tanulményoztunk:
rug6-tomb rendszereket illetve Kuramoto tipust oszcilldtorokat. Megfigyeltiik ezen nemtrividlis
szimmetriasértés jelenségét linedris rugé-tomb rendszerek esetén, és két lehetséges megvaldsitdst
adunk aszimmetrikus optimdlis paraméter kiosztdsra. Kutatdsi moddszereink a dinamikus
rendszerek stabilitds vizsgdlataira és szamit6gép szimulécids kisérletekre alapszanak.

Az els6 két fejezetben az egyszerli rugdé-tomb modell tanulmédnyozdsat mutatjuk be. Két
mobdszert adunk meg az optimumok eléréséhez attdl fiiggben, hogy mely paramétereket tartjuk
véltoztathatonak. A rendszer bemutatdsdval kezdddik a 1. fejezet, majd a két optimizacids
lehetOség targyaldsa a 2.2. és 2.3. alfejezetek tartalma.

A vizsgélataink djdonsédga és sajat eredményei egyrészt az, hogy részletekbe mendbbek, mint
Motter et al. munkai, azaz széles paraméter tartomanyokra késziiltek. Ennek egyik eredményeként
észrevettiink egy érdekes oszcilliciot az egyensulyi éllapotot jellemz6 paraméter halmazok
szdmdaban, melyet eddig még nem tanulményoztak. Ugyancsak a vizsgdlataink sordn egy alternativ
optimélis paraméterkiosztasra tesziink javaslatot, azon esetben mikor a varidcids paraméterek az
oszcilldtorok csatoldsi allandéi.

A harmadik fejezet a komplexebb klasszikus Kuramoto rendszer vizsgalatait foglalja 6ssze. A
rendszer dltaldnos bemutatdsa utdn, a 3. fejezetben, szintén két vizsgdlati médszert mutatunk be és
foglaljuk Ossze ezeknek az eredményeit. A vizsgalati modszerek a 3.1. fejezetben a Kuramoto
rendparaméter altal szabdlyozhat6 atlagos szinkronizédcids id6 kiszamitdsdra, a 3.2. fejezetben
pedig a fixpont koriili stabilitds vizsgélatra alapszanak.

Az itt nyert eredmények egyediek, mivel a szakirodalomban ezen egyszer( rendszer vizsgalata
nem valdsult meg eddig inhomogén paraméterkiosztds szempontjabol. Egy ujnak mondhat6
atlagidok mddszert is bevezetiink, melynek célja az egyensulyi allapot elérésének teljes folyamatat
jellemezni. Ebben az esetben legfennebb csak részlegesnek mondhat6 szimmetriatorést figyeltiink

meg, a paraméterek optimadlis kiosztdsa a paramétertér foatléjan helyezkedik el, azaz nincsen



szimmetriatorés sem dtlag idoket vizsgalva a teljes folyamatra, sem a sajatértékeket a fixpont koriil.

A negyedik fejezetben, hasonld stilusban targyaljuk a tehetetlenségi Kuramoto rendszert
¢és ezzel kapcsolatos eredményeket. A 4. fejezet szintén a rendszer bevezetésével és altalanos
leirasdval kezdddik. A fejezet tovabbi részeiben az elsdrendli Kuramoto rendszer vizsgélatakor
alkalmazott médszerek dltal nyert eredmények kiértékelése kap helyet. Ezek ugyancsak atlagid6
vizsgalatokat (4.1. alfejezet) €s sajatérték analiziseket (4.2. alfejezet) jelentenek.

A dolgozatban tekintett konkrét kutatdsok eltérnek a szakirodalomban tanulményozott
rendszerek szokdsos vizsgalati mddszereitdl. A vizsgdloddsaink megmutattdk, hogy az édtlag 1d6
vizsgélatok is latszélag szimmetriatorés megjelenését indokoljdk, azonban itt tovdbbi elemzések
sziikségesek.

Fixpont koriili analiziseink kimutatjak a nem-trividlis szimmetriabontas 1€tét, és ezaltal mind a
stabilitds €s a konvergencia sebesség javuldsat aszimmetrikus paraméterkiosztas esetén. Egyeldre
ugy tlinik, hogy ezen szimmetriabontds csak fixpont koriili perturbacidk esetén kap jelentdséget.
Végiil, de nem utolsé sorban, vizsgdltuk a szétcsatolt tehetetlenségi Kuramoto rendszert. Ezen
rendszerre kapott eredményeink visszaadjdk a rugé-tomb rendszerek esetén kapott megoldasokat,

melyek konzisztensek mas csoportok munkajaval is.



Abstract

For interacting oscillators, choosing the characteristic parameters to be homogeneous leads to
a strong stability of the collective behavior. Recently it has been shown that a more stable solution
can be obtained by a heterogeneous assignment of the parameters. This unexpected symmetry
breaking has various applications in complex physical, biological, chemical and social systems.
Our investigations prove again the existence of this violation of symmetry in dynamical systems
with different topologies. Our analyses were performed on two simple and general systems:
spring-block model and Kuramoto type oscillators. The symmetry breaking phenomena was shown
and studied in the case of linear spring-block system and we gave two possible ways to assign
such asymmetric optimal parameter sets. The presence of this phenomenon was shown also for
Kuramoto oscillators. We studied how these asymmetric parameter sets change in the parameter
space and what influences these changes. Our methods are based on the stability analysis of
dynamical systems, numerical calculations and computer simulations.

The first two chapters are devoted to the discussions of the spring-block system. The first
chapter presents the system itself, while different ways to provide an optimal asymmetric parameter
set are discussed in subsection 2.2. and 2.3. respectively. The new results of our investigations with
respect to the literature are the discovery of an oscillation of the number of asymmetric optimal
parameter sets and a new suggestion how to make an optimal parameter assignment. Also, we
believe that our analyses are more thorough than the existent ones, they being performed for a
large interval of parameters.

The third chapter’s topic is a more complex system, namely the first order classical Kuramoto
system. The obtained results are new in the field. We propose a method of average times, to study
the effect of the asymmetric parameter assignment not only around the fixpoint but during the
whole process that takes the system to an equilibrium state. We find however, that in this case the
symmetry breaking is nonexistent.

The fourth chapter contains the results of the analyses made in the case of the inertial Kuramoto
system. With this system we approach to real problems and applications. We show the existence
of the symmetry violation near the fixpoint and the faster convergence to the equilibrium state in
such case.

Lastly, we modify the inertial Kuramoto system by partially decoupling it, leading to a 1D
chain of oscillators. Near fixpoints we get back the same results as in the case of the spring-block

system.
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Bevezeto

Szinkronizicids jelenségek vizsgalata egyre nagyobb figyelmet kapott az elmult sziik két
évtizedben [1, 2, 3]. Ezen jelenségekrdl kideriilt, hogy nemcsak elméleti szempontbdl jelentSsek,
hanem valdés mérnoki problémdkhoz kapcsolddnak és szocidlis jelenségekben is megjelennek.
A szinkronizdcié témakore elGsegiti ugyanakkor az interdiszciplindris kutatdsokat, és a fizika
nagyobb szerephez val6 jutdsat, mivel a teriilethez kapcsol6dé mddszereivel predikcidkat képes
adni latsz6lag nem-fizikai rendszerek id6beni fejlédésérdl, stabilitdsardl, egyensulyi allapotardl.

Dinamikus rendszerek szempontjdbdl a szinkronizdciét érintd tanulményok [2, 3] felvetik
a kérdést, hogy hogyan lehet eljutni a kulcsfontossdgi szinkron éllapotba, azaz a rendszer
fixpontjdba optimdlis mdédon. Egyik elterjedt mddszer, hogy a rendszer elemei kozott, vagy
azok paramétereiben homogenitast feltételeznek, igy a rendszer maga degenerdlttd valik és
a megoldasokat egy kisebb dimenzids altérben kell keresni. Ez természetesen egy, altaldban,
mesterséges vdlasztast feltételez, melyet kiviilr6l visziink a rendszerbe. Nemrég kimutattdk [4]
valés fizikai rendszerben is, az addig tobbnyire csak elméleti sikon tanulmanyozott konverz
szimmetriatorést (converse symmetry breaking). Ez djabb lehet&ségeket vet fel az optimizacids
problémak szempontjabol, mivel nem feltételez homogenitdst a rendszerben, még teljesen
identikus elemek esetén sem. Ezdltal egy potencidlisan stabilabb [2] megolddst ad a rendszer
paramétereinek egy optimalis megvalasztasara. Ez a megolddshalmaz meglep6 mdédon dltaldban
nem tiikrozi a rendszer szimmetridjat, meglehet az teljesen egyforma karakterisztik4ju elemekbdl
all [2].

A jelenség nemcsak elméleti sikon fontos, hanem gyakorlati alkalmazdsok egész sora felé nyit
lehet&ségeket, mint példdul elektromos hdlézatok modellezése és szinkronizécidja [2], bioldgiai
rendszerek lefrdsa [5], tdrsadalmi jelenségek vizsgdlata [6] és sok ismert fizikai alapmodell
Ujraértékelése.

Jelen dolgozat ezen nem trividlis szimmetriasértést, a hozzatartozé optimadlis, 4ltaldnosan
nem homogén paraméterhalmazt vizsgalja kiilonb6z6 topoldgidju kdlcsonhaté oszcilldtor sokasag
esetén.

A tovdbbiakban két éltaldnos fizikai modellt ismertetiink, melyek esetén tanulmdnyoztuk
ezen érdekes szimmetriatorést: rugd-tomb rendszereket, illetve Kuramoto tipusu oszcilldtorokat.
Rugd tomb rendszer esetén a jelenség felismerése mellett két lehetséges megoldést is adunk
aszimmetrikus optimdlis paraméter kiosztdsra. Kuramoto modellekbdl kettSt tanulmanyoztunk

behatdan: a klasszikus (elsérendii) Kuramoto modellt [7, 8] és a masodrendd id6 szerinti derivaltat
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tartalmazo, U.n. tehetetlenségi Kuramoto oszcilldator rendszert [9]. Az elsérendd, klasszikus
Kuramoto modell esetén megmutatjuk, hogy moddszereink a szimmetrikus paraméterkiosztdsra
fognak optimélis dinamikét adni. Ezéltal egy példat szolgaltatunk arra, hogy nem mindig l1étezik
optimélis aszimmetrikus paraméter-megolddshalmaz. A masodrendl rendszer esetén igazoljuk,
hogy 1étezik ezen heterogén optimum. Ilyen esetekben két kiilonbozd megkozelitésbdl vizsgaljuk
a rendszert: fixpont kornyékén, és a teljes folyamatra vonatkozdlag. A tehetetlenségi Kuramoto
rendszer esetén tovdbbd azt is megmutatjuk, hogy ez egyenértékidi a rugé-tomb rendszerrel az
egyensulyi helyzet kornyezetében, partikuléris kezdeti paramétereket rogzitve. Eredményeinket
dinamikus rendszerek stabilitds vizsgélataira jellemz6 szamitdsokkal és numerikus szimuldciokkal
kapjuk.

Az els6 két fejezetben az egyszerli rugd-tomb modell tanulmanyozdsat mutatjuk be. Két
modszert adunk meg az optimumok eléréséhez attdl fiiggéen, hogy mely paramétereket tartjuk
valtoztathatonak. A rendszer bemutatdsaval kezdddik a 1. fejezet, majd a két optimizacids
lehet&ség targyaldsa a 2.1. és 2.2. alfejezetek tartalma.

A harmadik fejezet a komplexebb topol6gidju és csatoldsu klasszikus Kuramoto rendszer
vizsgélatait foglalja Ossze. A rendszer 4ltaldnos bemutatdsa utdn, 3. fejezetben, szintén két
vizsgalati modszert mutatunk be és foglaljuk 0ssze az eredményeiket. A vizsgalati mdodszerek
a 3.1. fejezetben az Kuramoto rendparaméter éltal szabalyozhaté étlagos szinkronizacids 1d6
kiszdmit4sdra, a 3.2. fejezetben pedig a fixpont koriili stabilitds vizsgalatra alapszanak.

A negyedik fejezetben, hasonlé stilusban targyaljuk a tehetetlenségi Kuramoto rendszert és
kapcsolatos eredményeket. A 4. fejezet szintén a rendszer bevezetésével és altaldnos leirdsaval
kezd6dik. Ez, mint latni fogjuk, megtartja az elsérenddi Kuramoto sokasdg struktirdjit és
csatoldsat, de egyenleteiben megjelennek id6 szerinti masodrendd derivaltak is. A fejezet tovabbi
részeiben az elsérendli Kuramoto rendszer vizsgdlatakor alkalmazott mddszerek &ltal nyert
eredmények kiértékelése kap helyet. Ezek ugyancsak édtlagid6 vizsgélatokat (4.1. alfejezet) €s

sajatérték analiziseket (4.2. alfejezet) jelentenek.

10
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1. fejezet

Rugo-tomb modell

Rug6-tomb modellek széles korben alkalmazottak a fizikdban, mint példaul szilardtestek
racsrezgéseinek a lefrdsara [10], kozlekedési és kozgazdasagi jelenségek modellezésére [11, 12],
foldrengések statisztikdjanak a lefrdsara [13], vagy lavinaszerl torés és toredezési jelenségek
leirasdra. A modell egy specidlis verzigjat 1967-ben R. Burridge és L. Knopoff [14] vezette
be, hogy megmagyardazzdk a Gutenberg és Richter-féle empirikus torvényt foldrengések
nagysag-eloszldsara vonatkozolag [15].

Egyetlen oszcillaitor mozgasegyenlete és ennek megoldasa jol ismert. Ha sebességgel aranyos

csillapitast is feltételeziink akkor a test x poziciéjanak dinamik4jat leir6 egyenlet:
mi = —f[T — yx, (1.1)

ahol m az oszcillator tomege, (3 a csillapitasi egyiitthatd, v pedig a rugéallandé. Ezen egyiitthatok

7 2

egyszer( atskdldzdsdval az egyenlet egyszeriibb alakra hozhat6:

b=2
) ’C‘Y = i = —bi — k. (1.2)
“m

Az (1.2) egyenlet az alapvetd €pitokove a linedrisan csatolt rugd-tomb rendszereknek.

1.1. A vizsgalt rendszer

Egyszer(i rugé-tomb rendszer topoldgidk esetén is kimutattdk a nem-trividlis szimmetriatdrés
jelenlétét [2]. Vizsgdlatunk elsd 1épése, hogy ezen eredményeket reprodukaljuk, illetve mélyebben
megvizsgéljuk a problémat. Az eredmények megismétlése fontos volt a jelenség mélyebb
megértése szempontjdbol, és hogy tapasztalatainkat sikerrel kamatoztathassuk komplexebb
topoldgidji rendszerek esetén is.

A r1ugé-tomb modellre alapozott rendszeriink egy egydimenzids, linearis topoldgidval
rendelkezd, csatolt oszcillitor rendszer. A rendszer harom elembdl all, melyeket identikusnak

tekintiink (azonos m tomegtiek), illetve az ezeket 0sszekotd két rugdbol, melyek nyugalmi, [y,

12
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hosszait azonosnak tekintjiik':

my = Mo = M3 =M

(1.3)
lor = lo2 = lo,
A dinamikat vezérld csatolt differencidl-egyenletrendszer megadhat6 a:
Zi’l = —bli’l — ]{31(1'1 — ZEQ)
Ty = —bodg — k1(w2 — 1) — k(22 — 3) (1.4)
fi’g = —bgjfg — k’Q(.CCg — QZQ),

\

formdban, ahol az z; tdvolsdgok az egyes oszcillitorok nyugalmi helyzetéhez képest mért

elmozdulésok (lasd a Fiiggelék A. fejezetét).

b1 lo, ki bo lo, ko

=, =, e

1.1. 4dbra. A vizsgalt rug6-tomb rendszer: linedris topoldgidju oszcillitor sokasdg szabad
végpontokkal.

3

A rendszer vizsgalata numerikus integrdldssal torténik a Python nyelv ODEINT fiiggvénybe
beépitett FORTRAN csomag Isoda mddszerével. A 1.2. és 1.3. abrak esetén 10 idGegységre

futtattuk a szimuldciot, At = 4 - 1072 nagysdgu idSlépéssel. A potencidlis energiét a

—_

E =

» =3 (ki(z1 — @2)? + ko(m2 — 23)?) (1.5)

képlet adja, a kezddfeltételek és paraméterek pedig: (ki,k2) = (1,1), (z1,29,23) = (0,1,2),
(%1, 22, 23) = (0,0,0) voltak.
A rendszer esetén az egyik relevans mennyiség, ami a dinamikét jellemzi az a potencidlis

energia lecsengésének iddsora. Ez az idésor azonban csak mint szemléltetés hasznalhatd, mivel:

* Az energia-idsorok esetén meg kellene hatdrozni egy kiiszobértéket, mely az egyensulyi
allapotnak felel meg. Gyakorlatban nehéz energidt mérni, igy ez nem egy megfeleld

valasztas.

'Ezen megallapitds nem lesz relevéns, mivel az egyenleteink fiiggetlenek lesznek a nyugalmi hosszaktél. Ezeket
szimmetria okokbdl vélasztjuk egyforménak. Részletekért 1asd A. fejezetet.

13
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* Ez az id6sor nem ad egyértelml vélaszt arra vonatkozélag, hogy milyen a rendszer
stabilitdsa, illetve adott felbontds alatt az esetleges oszcillicidk nem nyilvanval6k. Néhany

ilyen esetet szemléltetiink az 1.2. és 1.3. dbrdkon.

A 1.2. abran harom energiagorbe id6sora lathat6. A sarga vonallal jelolt gorbe esetén az energia
lassu csokkenését latjuk, mig a z6ld esetén a lefutds gyors, de nem marad meg a null szinten, hanem
oszcillal. A kék vonallal jelolt gorbe esetén nem vesziink észre oszcillaciot €s jelentdsen rovidebb
1d6 alatt esik a potencidlis energia a nullszintre, mint a sarga gorbe esetén.

A tapasztaltak alapjan azt mondhatjuk, hogy a kék gorbével energia-id6sor optimalis

csokkenési, mivel legrovidebb id6 alatt oszcillacié nélkiil éri el az egyensulyi dllapotot a rendszer.

1.0 A —— bl=2.5b2=3.2b3=15
bl=12.5 b2=16.0 b3=7.5
—— b1=0.5 b2=0.64 b3=0.3
0.8 -
0.6 -
Q
w
0.4 -
0.2 -
0.0_ /\ g
0 2 4 6 8 10
t [s]

1.2. dbra. A (1.5) potencidlis energia iddsora, kiillonb6zd b; csillapitdsi tényez6- harmasok esetén.
Az optimadlis esetben (kék gorbe) az energiagdrbe csokkenése a leggyorsabb, tulcsillapitott esetben
(sarga gorbe) igen lassu, mig alulcsillapitott esetben (zold gorbe) oszcillacid jon 1étre. Mindharom
esetben a kezdeti feltételek: (1, zq, x3) = (0, 1,2) és (i1, @9, #3) = (0,0,0), valamint (ky, ko) =
(1,1).
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i 0
1.0 —— b1=2.5by=3.2 b3=1.5 10 - —— by=2.5b=3.2 b3=1.5
\ b1=1.5 b;=3.2 b3=1.5 b1=1.5 b;=3.2 b3=1.5
0-8 7 10—2.
0.6 - ey
Q w10 \
w o
04 2 1075 \
\\
0.2
10—3_
0.01
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t [s] t [s]

1.3. 4dbra. A potencidlis energia idGsorai normdl és log-normdl skdldn szimmetrikus és
aszimmetrikus paraméterkiosztas esetén. Log-normdl skdldn nem-trividlis oszcillacidk figyelhetSk
meg.

A 1.3. abra jobboldali abrdjan a szimmetrikus esetben (kék gorbe) gyorsabb az energia
csokkenést latunk, mig az aszimmetrikus paraméterkiosztisa (sarga gorbe) esetén. Logaritmikus
skalan nézve, a szimmetrikus esetben azonban nem monoton csokken az energia. Ezen €s a hasonl6
esetek létezése miatt a potencidlis energia idosorok nem a legmegfelelébbek a korrekt vizsgalatok
elvégzéséhez. A kezdeti feltételek megegyezdk a 1.2. dbrandl megadottakkal.

Lattuk tehat, hogy az id6sorok nem hasznélhatok a rendszer preciz analiziséhez. Emiatt mas
modszerekre van sziikségiink amelyek jellemzik az optimaélis csillapitasi folyamatot. A stabilitds,
fixpontba val6é konvergalas és szinkronizacié vizsgdlatit dinamikai rendszerek [16] és Kuramoto
oszcillatorok [8] esetén részletesen tanulmanyoztak.

Linedris dinamikai rendszerek esetén a rendszer idGbeli evoliciéja analitikus formdban is
megadhatd, amelyhez azonban a dinamikus rendszer Jakobi mdtrixanak sajatérték vizsgélata
sziikséges. Ezt a kovetkezd példaval mutathatjuk meg (részleteket 14sd a Fiiggelék B. fejezetében).

Legyen egyetlen oszcillator, amit az alabbi egyenlet vezérel:

i+ kit 4+ kx =0. (1.6)

Ezen egyenlet megolddsa x(t) = e alakd. Az r értéke karakterisztikus egyenletbSl kaphat6
meg:

r+br+k=0, (1.7)

aminek a megoldasa:

T2 = . (18)
A mozgés-egyenletrendszer altalanos megolddsa a kovetkezd formdban irhaté a karakterisztikus
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egyenlet gyokeivel:
x(t)=Cp e+ Cy - e, (1.9)

ahol C, C5 kezdeti feltételek alapjan meghatdrozhat6 konstansok.

Az optimdlis megold4s azt jelenti, hogy z;, i = 1,3 a kitérés a folyamat végén 4llandé, azaz a
rezgés lecsengett, és ez a lecsengés a legrovidebb id6 valdsul meg. Ez akkor torténik meg, ha r a
lehetd legnegativabb értéket veszi fel.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai egyenértéklieck a dinamikus rendszer els6rendi
mozgasegyenleteihez tartoz6 matrixnak (Jakobi matrixnak) a sajatértékeivel. Ezt egy példaval
mutatjuk meg (részletes szamitdsok a Fiiggelék B. fejezetében). Legyen két oszcilldtor két fal

kozott az alabbi dbra szerint elhelyezve:

lOv k b lU: k b lO: k

|_>Z}’21 l_».I'z

1.4. dbra. Két oszcillator két fal kozott elhelyezve.

A rendszer mozgas-egyenletrendszere, azonos tomegeket feltételezve:

miy = — B — 211 + Y2
(1.10)

mie = — iy — 2yxe + V1.

A két egyenletet végigosztva m-el és bevezetve a mar ismert jeloléseket, illetve Osszeadva,

majd kivonva egymdsbdl Sket:

d2($1 + 1'2) d(Il + {L'Q)
dQ(ZL‘Q —Il) d(l’g —Zlfl)
S = b = Bk(ay — ). (1.12)

Egy véltozdcserével a két karakterisztikus egyenlet konnyen megoldhaté és a (1.7) egyenletben

bevezetett r megadhat6 egyszerlien, mint:

—b+ Vb — 4k
T2 = (113)

2
—b+ Vb — 12k
5 .

r34 = (1.14)

A tovédbbiakban irjuk 4t a (1.10) rendszert elsdérendivé. Ekkor az mozgés-egyenletrendszer
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matrixa:

M = (1.15)
2k k b 0
ko -2k 0 —b

A matrix det (M — A\I) = 0 sajdtértékegyenletét megoldva, ahol \ a matrix sajdtértéke:

Ao = % (—bi m)

1 (1.16)
Mot = 3 <—b + Vi 4k> .
Azaz a )\;, i = 1,4 megegyezik az r;, i = 1,4-vel. Tehat az egyenletek megolddsai

a rendszer Jakobi matrixdnak sajatértékei. A fenti példa igazolja, hogy a rendszer egyenstlyi
allapotét jellemzd fixpont stabilitdsvizsgélata®, ekvivalens a rendszer megolddsainak vizsgalatdval.

A fenti példa tiikrében az energia id6sorok helyett érdemesebb a rendszer egyenleteibdl képzett
Jakobi matrix sajitértékeit tanulmanyozni, hiszen azok jellemzik, hogy milyen gyorsan tartanak a
trajektoridk a stabil dllapot fele, ugyanakkor azt is, hogy mennyire stabil a rendszer.

A fenti példiban megadott rendszer (1.15) egyenlettel megadott matrixdban megjelent a
by = by = b paraméter. Az altalanosan N darab (/N darab oszcillator esetén) csillapitasi tényezét
véltoztatva a sajatértékek is véaltoznak, azaz a stabilitas erdssége is. Viszont l1étezik olyan optimalis
paraméterkiosztds, melyre a stabilitds a leger6sebb a tobbihez képest és a rendszer a leggyorsabban
tart a fixpontba.

A rendszer csillapitdsi optimumait megadd sajatértékeket a kovetkez6képpen hatdrozhatjuk

meg:

1.1. Definici6 (Lokalisan optimalis megoldas). Adort (by,bs, ..., by) paraméterkiosztds esetén
lokdlisan optimdlis megolddsnak nevezziik a \; sajdtértékek koziili legnagyobb, nem nulla valés
résszel rendelkezot:

Aopt. = max (Re (\;)), i = 1,2N. (1.17)

A megoldas optimdlis, mivel a megolddsok koziil ez lesz a vezetd tag, mely a rendszer

konvergencidjdt jellemzi.

1.2. Definici6 (Globalisan optimalis megoldas). A A,  sajdtérték halmazbol, melyeket

kiilonbozd paraméterekre kapunk, az a globdlisan optimdlis megoldds amelyik, a legkisebb,

2Mely a rendszer Jakobi matrixanak sajatérték vizsgalatat jelenti
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nem nulla valos résszel rendelkezik:

)\glob. opt. — min ()\Opt.) . (118)

Az (1.1) definici6 megadja a vezetd megolddsokat, az (1.2) definici6 pedig megadja, hogy ezek
koziil a rezgés mely esetben cseng le a leggyorsabban.

Az (1.4) egyenletekkel leirt rendszer felépitésénél fogva eltolasi szimmetridval (is) rendelkezik.
Az oszcillator sokasag teljes egészét eltolva nem valtoznak meg az azt leir6é egyenletek, sem azok
megoldésai. Igy nem egyetlen fixpont a rendszer egyensiilyi allapota, hanem egy w.n. invaridns
egyenes. Azaz a rendszer a csillapitott oszcillacié soran transzlaciét végezhet.

Az 1.3. abra esetén lattuk, hogy nemcsak az energiagdrbe gyors csokkenése fontos, hanem
a végallapot stabilitdsa is. Ez szamos esetben lehet relevans tényezd, példaul generdtorok
csatoldsa esetén [2], ahol nem trividlis probléma a frekvencia-szinkron fenntartdsa kiils6 és belsé
perturbaciok potencidlis megjelenései miatt. Az optimum fogalma ezt a stabilitdst is magédban
hordozza. Egy dinamikai rendszer sajatértékek valds részének negativitdsa a fixpontok stabilitdsit

is jellemzi [16].
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2. fejezet

Tanulmanyok a rugé-tomb modell esetén

Ebben a fejezetben az (1.4) egyenletekkel leirt, 1.1. dbran szemléltetett rugé-tomb modellt
targyaljuk: bemutatjuk a kapott eredményeket és két lehetdséget is adunk az optimélis megoldas
elérésére heterogén paraméterkiosztédssal.

A két feladat kozti kiilonbség abban 4all, hogy mely paramétereket tekintjiilk rogzitettnek.
Mivel a rendszerben szimmetriatorést keresiink, igy az oszcilldtorok tomegbeli azonossagit nem

véltoztatjuk meg. Két kézenfekvo lehetdség kindlkozik:

1. a b; csillapitdsi tényezSket médositjuk €s ezek terében keresiink megoldast. A csillapitasi
tényez6k modositdsa értelmezhetd gy, mintha az egyes elemek kiilonb6z6 viszkozitasu

kozegekben operdlnanak, vagy a testek mérete, alakja kiilonb6z6

2. a k; rugééllandok a valtoztathatd paraméterek (gyakorlatilag az egyes elemek kozti csatolds

mértékét valtoztatjuk).

2.1. Az optimalis at az egyensiilyi allapothoz: elso eset

Az elso feladat esetén rogzitjiik £; rugéallanddkat:

Viiki=1i=1,2 2.1)

értékre. A legjobb megolddst a bevezetett meghatdrozasok alapjan valasztjuk ki a
sajatértékegyenlet megolddsai koziil. A rendszer linedris csatoldsu, ezért az eredményként
kapott Re(Agi0b. opt.) nemesak a fixpont koriili stabilitast és konvergencia sebességét adja meg,
hanem valdban a teljes folyamatot jellemzi.

Haszndlva a kovetkezd jeloléseket, a rendszer (1.4) egyenleteit atirva elsérendd

differencidl-egyenletrendszerré:

U = I Uy = T
U9 = T Uy = .’tQ (22)
Uz = T3 Ug = T3
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(

ﬂl = Uy
ug = Us
’L.L3 = Ug
< 2.3)
Uy = —byuy — ky(ug — ug)
ug, = —b2U5 — kl(UZ - ul) - k’g(Ug - Ug)
Ug = —bsug — ka(us — uz)

\

Az egyenletrendszer matrixa pedig:

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
M = (2.4)
—ky ky 0 —-b O 0
kv —ki—ky ko 0 —=by O
0 k’z —kQ 0 0 _b3
Egyszertibb alakban:
O 1
M = , (2.5)
-P —-B

ahol O harmadrendl nullmatrix, I harmadrendd egységmadtrix, B 3 x 3-as négyzetes diagondlis
matrix, melynek 4tl6jan a csillapitdsi egyiitthatok szerepelnek és P 3 x 3-as négyzetes matrix,

o 6Fi+3(’l7:) —
T T

amelynek elemei: P, S U= (u1, ..., ug) az Gj valtozok a rendszer els6rendiivé irasakor,
J

F;(u) pedig az 1;-hez tartozé egyenlet. A sajatértékegyenlet :
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M v]=Alv]| &
—A 0 1 0 0
0 —A 0 0 1 0
0 0 —A 0 0 1
det(M — M) = —
-k k 0 —b—2AX 0 0
k. =2k k 0 —by — A 0
0 k. -k 0 0 —bs — A

= A0 NS 4 Do AT A+ by AD + ARNY 4 byboAt + bibs At 4 babs At + 3k N3 + 2kbo A3 + kb N3
+b1bobs A2 + 3E2N2 4 kbybo\? + 2kbibsA? 4 kbobs A2 4 K20y N + k2o ) + E2bsA = 0. (2.6)

A (2.6) egyenlet dltaldnosan hatod foku, analitikusan nem megoldhaté. Csak specidlis
esetekben lehetséges analitikusan kezelni (lasd a Fiiggelék D. fejezetét).

A by értékét rogzitjiik €s by, bs-al pedig bejarunk egy megfeleléen megvalasztott paraméterteret.
Minden igy kapott (b, by, b3) paraméterkiosztasra kiszamoljuk rendszer métrixdnak sajatértékeit,
majd optimumot vélasztunk és azt dbrazoljuk a paramétertérben.

A rendszert partikuldris esetben (b, = 3.17) tanulményozta Motter et al. [2]. Az dbrdkon
feltiintetett Motter pont felel meg ennek az optimumnak. A vizsgdlataink sordn viszonyitdsi
alapként hasznaltuk.

Az 2.1. és 2.2. abrdkon bemutatunk néhdny igy kapott eredményt.

A 2.1a.-2.1c. dbrdkon a b, relativ kis értéket vesz fel. Az optimum ekkor a f6atlon helyezkedik
el, viszont eltér a by, b3-ban szimmetrikus Nyereg ponttol. Novelve a by értékét, adott kiiszob
utan szEétvalik az optimum, és két, a b; paraméterekben aszimmetrikus pontot (2.1d. dbra) kapunk
megoldasnak (az dbrdn csak az egyik pont értékei vannak feltiintetve, a masik ennek a tiikrozése).
Még tovabb novelve a b, értékét az optimum tjra 0sszeesik egy foatlon elhelyezkedd pontté (2.1e.
abra), majd ez a kollapszal6 viselkedés megszilinik, miutdn a b, meghaladja a 2.5-6s értéket, és
ezek utdn stabilan két megolddsunk marad, melyek aszimmetrikusak b; paraméterekben és egymas
tiikkrozései’*. Az dbrdkon megjelend pontok: az értékekkel elldtott pont az adott eset optimalis

megolddsa, a Nyereg jelzéssel ellatott pont a tartomany kozepe, a Teljesen szimm. jelzéssel ellatott

3 A két megoldds egymdsnak forditottja: ebben visszakdszon a tekintett rendszer szimmetridja.
A sokkal részletesebb dbrakat lasd C. fejezetben.
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pont pedig a teljesen szimmetrikus b; paraméterkiosztas esetét jelenti, ahol by = by = bs.

b, = 0.15
Motter —0.200
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2.1. abra. Az &brdkon kiilonbozé rogzitett b, esetekre szinkdddal szemléltetjiik a lokdlisan
optimélis megolddst a csillapitdsi paraméterek fiiggvényében és feltiintetjiik a globalis
optimumokat a Motter pont és a Nyereg, illetve teljesen szimmetrikus pontokkal egyiitt.
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2.2. é4bra. Paraméterterek dbrai kiillonboz6 b, rogzitésekre, ahol mar nem figyelhetd meg a
megolddsok kollapszusa. A szinkdéd a kivalasztott vezetd sajatértékek valds részének felel meg
rogzitett by esetén a (by, b3) térben. Feltiintetjiik kékkel a globalisan optimalis megoldast es fehérrel

a karakterisztikus nyeregpontot.

A 2.2a.-2.2f dbrdk mindegyike abbdl a b, tartomdnybdl szdrmazik, ahol mar nem figyelhetd

meg az optimdlis megolddsok kollapszusa. A 2.2a. dbrdn a két optimum meglehet6sen tdvol van

egymadstol, majd a b, paraméter értékének novelésével elkezdenek kozeledni mind egymadshoz,

mind a f64tléhoz. Elérve egy bizonyos b, értéket, ez a folyamat olyannyira lelassul, hogy csupan
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by extrém bedllitasaval fog bekovetkezni véltozds a megoldasok elhelyezkedésében.

A fenti eredmények alapjdn megfogalmazhat6 par lényeges kovetkeztetés:

* Az optimdlis energia lefutdshoz vezetd wutat, ahol nem taldlunk oszcilliciét az
energiagdrbében és a csillapitds a legoptimdlisabb, nem szimmetrikus paraméterkiosztas
esetén kapjuk meg. Hogy az energia idsorokkal is vizualizaljuk ezt, a 2.2c. sajatértékeket

feltiintetd dbrdnak megfeleld energiagorbék a 2.3a és 2.3b dbrdkon lathatéak.

1.01 —— b1=2.24 b,=4.3 b3=1.63 —— b,=224 b,=4.3 b=1.63
b1=2.24 by=4.3 b3=2.24 107! b1=2.24 b,=4.3 b3=2.24
0.8 —— b,;=1.63 b,=4.3 b3=1.63 —— b1=1.63 b,=4.3 b5=1.63
10-3
0.6 1 ~
Q. W -5
W 2 10
0.4 1 o
1077
0.2
10-°
0.0 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t [s] t[s]
(a) (b)

2.3. abra. Energia id6sorok normadl és log-normadl skdldn a 2.2c. dbranak megfelel6 paraméterek
esetén, illetve a nekik megfelel6 szimmetrikus by, bs esetben.

* Ezen nem vart szimmetriasértés igazolja mds csoportok munkdjat [2]. Ugyanakkor egy
kontra-intuitiv eredményt jelent egy igen egyszerdi rendszer esetében, mely arra enged
kovetkeztetni, hogy bizonyos esetekben az optimum nem feltétleniil tiikr6zi a rendszer

szimmetridjat.

Ahogyan lattuk a 2.1. dbra esetén, az optimdlis megolddsok elfajultsdga adott b, tartoményon,
amely by € [0,2.5] kozé tehetd, véltozik: a kezdeti elfajult megoldas kettévalik, majd kollapszél
Ujra eggyé, végiil Ujra kettévalik. A kovetkez6kben definidlunk egy mennyiséget, amely megadja

az optimum tavolsagat a paramétertartomany kozepétol.

2.1. Definicié (Tavolsag paraméter). Azt a mennyiséget, mely a globdlis optimum(ok) tavolsdgdt

megadja a paramétertér centrumdtol, tavolsdg paraméternek nevezziik:

d2 = (bl - bc)2 + (b3 - bc)2~ (27)

A haszndlt paraméterterek esetén b, értéke 2.
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A 2.1. meghatarozéssal bevezetett mennyiséget vizsgdltuk a teljes by € [0, 20.8] tartomédnyon,
illetve ennek egy lesziikitett részén. Eles véltozas kovetkezik be a by € [2.45,2.55] intervallumon

(2.4b. dbra). Ez, a rendszer egyfajta fazis valtozdsanak is tekinthetd.

1.00 1
0.751 \ 1.01
0.501
0.5 1
0.25
3 000- / Mt aama sy 3 OSSN 3 00_ g."‘ :;-.~‘~.4.“n
—0.251
~0.51
~0.50
~0.75 ~1.01
-1.00 | . . | . . . , | | | | | |
25 50 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 00 05 10 15 20 25
bz b2
(a) (b)

2.4. dbra. A 2.4a. dbrdn a tavolsag paraméter teljes by-re vonatkozé tartomanyon vald valtozasat
abrazoltuk. A 2.4b. abrédn az a tartomany lathaté nagyobb felbontdsban, ahol a rendszert
legerdsebben jellemzd fazisvéltozas jelenik meg.

Megnovelve a (b, b3) tartomdny méretét, a jelenség nem tiinik el, s6t az dbra szinkdédjanak
tendencidja alapjdn megmarad (Lasd 2.5. dbra; a tartomdny széle felé a sajatértékeke valds
részei novekedni kezdenek.). Az, hogy ezen oszcillacié a megolddsok szamédban minek hatdsara
kovetkezik be még egy nyitott kérdés szdmunkra, €s ismét azt illusztrdlja, hogy nagyon egyszeri
rendszerekben is szamos tjdonsigot lehet felfedezni 1) megkozelitésekkel. A jelenség tovabbi

vizsgalddasi alapot biztosit a rendszerrel kapcsolatban.
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b, =2.4
500
Motter
Teljesen szimm.
400 b1 =2.0, b3 =2.0 -0.2
o —0.4 "
S 300 0.4 g
= =
S 200 ~0.6 &
100 -0.8
T _1.0

o T
0 100 200 300 400 500
b3 - 100

2.5. dbra. A fazisdtmenet kornyékén nagyobb paramétertér esetén sem vdlik szE€t az optimadlis
megoldas.

Visszatérve a 1.1. alfejezetben tett kijelentésiinkh6z, miszerint a rendszer fixpontja egy
invaridns egyenes, ez meg is mutathatd, ha megnézziik a rendszer koordindta idésorat adott
paraméterkiosztasra (2.6. dbra).

Ebben az esetben djra megvizsgdlhatjuk az energia id8sorokat is. Az optimdlis sajatérték
alapjan vélasztott paraméterekre gyorsabban csokkend energiagorbéket kapunk (2.7b. 4dbra), mint

szimmetrikus esetben.

o —— b1=2.6b,=2.6b3=2.6
X 0 e —— b1=2.0b,=2.6 b3=2.0
—— b1=1.32b,=2.6 b3=2.93

2.6. abra. A rendszer x;, ¢ = 1, 3 kitéréseinek iddsora.

A rendszer fixpontja egy invaridns egyenes, melynek barmely pontjdban véget érhet a
csillapodasi folyamat (2.6. dbra). Az egyes esetekben az x; elmozduldsok allandé értékre allnak be
megfeleld ido eltelte utdn. Az, hogy az egyes esetekhez tartozo6 x;-k értékei megegyeznek nem azt

jelenti, hogy a rendszer egy pontban éri el a nyugalmi édllapotot, hanem, hogy az elmozduldsok
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véaltozatlanok. Az dbra szemlélteti a rendszer transzlacié invariancidjit is: ha a rendszer nem
szenved transzlaciot, akkor az egyensulyi dllapotban z; = 0, (a 2.6. dbrdn kék és fekete gorbék),
mig transzlacio esetén x; # 0 (a 2.6. dbrdn piros gorbe). A piros gorbe esetén a rendszer eltolddott

a kezdeti allapothoz képest.

N 10—

6 \ 10-! \
—— bl=2.6 b2=2.6 b3=2.6 @ 102 | — b1=2.6b2=2.6 b3=2.6

w \ b1=2.0 b2=2.6 b3=2.0 S b1=2.0 b2=2.6 b3=2.0

4 T | bl=1.32b2=26b3=293 S . | b1=1.32 b2=2.6 b3=2.93

)

og(

= 103

(a) (b)

2.7. dbra. A rug6-tomb rendszer teljes energidinak id6sora normal és log-normdl skdlan. k; = 1
minden esetben.

A 2.7a. abrén a teljes energia id6sorat latjuk normal skédldn, mig a 2.7b. dbran ugyancsak a teljes
energia id6sora figyelhetd meg log-normadl skéldn. Az dbrdk alapjin vizudlisan is megfigyelhetd
(féként a log-normadl skdla esetén), hogy az aszimmetrikus paraméterkiosztdsok esetében gyorsabb

csillapoddsunk van, mint szimmetrikus paraméterhalmaz esetén.

2.2. Az optimalis ut az egyensulyi allapothoz: masodik eset

7

Ahogyan azt az el6z6ekben megmutattuk, 1étezik a szimmetriatorés a rendszer optimdlis
viselkedése szempontjabdl: egy identikus elemekbdl 4ll6 sokasdg optimdlis csillapitdsat egy
heterogén paraméterkiosztds adja meg. Az eddigi munkdnk részben reprodukcidja volt Motter
et al. tanulmanyainak [2], illetve egy részletesebb vizsgalata. Az Gjdonsdg amit taldltunk az a
megoldasok szamanak oszcillacidja by € [0, 2.5] tartomdnyon.

A kovetkezSkben egy masik esetet adunk meg, melyet Motter et al. nem vizsgéltak, arra
vonatkozdlag, hogyan lehet optimumot elérni. Az el6z0 alfejezetben a valtoztathaté paraméterek
a b; csillapitdsi tényezSk voltak, melyet felfoghattunk, mintha az oszcillatorok kiillonbozé
viszkozitdsu kornyezetben operdltak volna, avagy kiillonb6z6 méretiiek/alakik lettek volna. Egy
masik kézenfekvd lehetdség a varidlhaté paraméterekre az oszcillatorok csatoldsdnak mértéke,
azaz a k;-k varidlhat6saga. Ez nagyon konnyen megtehet6 anélkiil, hogy a rendszer szimmetridjat
megtdrnénk. Példaul, ha a rugdkat kiilonboz6 anyagokbdl készitjiik, de hosszukat, vastagsagukat,

egyéb paramétereiket megtartjuk.
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A rendszer (2.5) egyenlettel megadott métrixat alakra nem befolydsolja a médsodik esetben a
feladatunk. A szimmetridt még jobban érzékeltetendd, a tovdbbiakban a (b; = by = b) feltevéssel

fogunk élni. Ekkor a sajatértékegyenlet:

—A 0 0 1 0 0
0 —A 0 0 1 0
0 0 “A 0 0 1
det(M — AI) = = 0. (2.8)
—k ks 0 —b—X 0 0
ki —ki—ky Ky 0  —b—A 0
0 ky  —ky 0 0 —b—2A

A 2.1. fejezetben megjegyeztiik, hogy ez az egyenlet csak specidlis esetben kezelhetd
analitikusan. Ez a specidlis eset akkor kovetkezik be, ha b; = b, mindharom csillapitési egyiitthat
megegyezik €s a vdltoztathaté paraméterek a k; csatoldsok. A rendszer madtrixa ilyen esetben
erdsen elfajult lesz, azaz a sajatértékek tobbszorosen elfajultak lesznek (ezt matematikailag is
igazolhatjuk, 1asd A Fiiggelék D. fejezetében).

A vizsgélati modszerek ugyancsak hasonléak a 2.1. fejezetben leirtakhoz. Bejartuk a
megengedett paramétertartomdanyt, majd a mdr ismert szabdly szerint kivdlasztottuk az optimalis
megoldasokat. Kiilonbségnek tekinthetd azonban, hogy a rendszert szimmetrikusan tartando, by, b3
paramétereket egyformanak valasztjuk. Egy paraméterteret adott by, by, b3 kiosztas jellemez. Ezt
a teret bejarva egy tetszdleges, esetiinkben stepy,,, = 0.05 1épéssel noveljik a by, bs értékét.
Ezeket a 1épéseket sorba végezve eljutunk by, bs hatdrdhoz. Ezt a hatart elérve egy step,, = 0.01
1épéssel noveljiik by értékét és megismételjiik az eldbbi eljarast. Ekkor az aldbbiakhoz hasonl6

paramétertér-portrékhoz jutunk:
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200 b1 =0.5b,=0.2b3=0.5 200 b1 =2.65b,=0.2 b3=2.65
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-0.145 -0.10
150 150
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g 125 0150 5 g 125 3
~ -0.155 < i -020<
-, 100 . 1 -, 100 oS
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—-0.160 75 -0.25 x
-0.165 50 -0.30
- 25
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i b1=3.15b,=0.2 b3=3.15 b1=47b,=02b3=4.7
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-0.05 e ki=2.0k=20
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-0.10
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ko -100 k;-100
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2.8. dbra. Kis by-k esetében a lokdlis optimumhoz tartozd sajatértékek valés része a
(k1, ko) paramétertérben szinkéddal dbrdzolva. A globélis optimumot/optimumokat a piros pont
szemlélteti.

A kis by-k hatdreseteit a 2.8. dbran szemléltettiik. A kezdeti két optimum (2.8a. dbra) a b, b3
novekedésével elkezd a féatlo fele kozeliteni (2.8c. abra). Ez azonban csak annak koszonhetd,
hogy hatart szabtunk a paramétertérnek. Ha nem tessziik ezt meg (2.9. dbra), akkor az optimalis
megoldasokbdl mindig kettd van, amelyek szimmetrikusan helyezkednek el a f6atléra, de nem
jelentenek szimmetrikus paraméterkiosztast. A 2.9a. és 2.9b. dbrdkon a by, by, b3 paraméterek
ugyanazok,azonban a ki, ko paramétertér mérete eltér.

b1=275b=1.0 b3=2.75 b1 =2.75 b, =2.0 b3 =2.75

200 250
175 —02 -0.2
200
150
o4 -04
o 125 > =
S 2 o 150 <
- 100 06 : —06=
< & ~ 100 &
75 —0.8
-0.8
50
50 -1.0
25 -10
25 50 75 100 125 150 175 200 50 100 150 200 250
k100 ky-10
(a) (b)

2.9. dbra. A paraméter tér novelésének hatdsa a globdlis optimum vizualizicidjéra.
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Noveljiik a paraméterteret, akkor a megolddsok mindig a tartomany szélén tartézkodnak, és

kettd van beldliik. 2.9a. és 2.9b. dbrdk ugyanazon paraméterekre késziiltek. A kiilonbség csak a

megengedett paramétertér mérete. A 2.9b. abra esetén ez 12.5x nagyobb mindkét tengelyen, mint

a2.9a. abra esetén. Latjuk, hogy a mdsodik abran elvaras szerint a két megoldds a tartomény szélén

helyezkedik el, és kett6 van belSle, szemben a kisebb tartomény esetével.
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2.10. dbra. Aby > 1 esete. A lokalis optimumok a k; — ko paramétertérben.
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Lattuk, hogy a k; csatoldsok vdltoztathatésdga ugyancsak egy szimmetriatorést visz a
rendszerbe. Ha most megnézziik a kitérések és energidk iddsorait, akkor kiilonbségeket latunk
a 2.1. alfejezethez képest. Az igy kapott optimum jobb a szimmetrikus paraméterkiosztasoknal,
ellenben a gorbék monoton csokkenése mar nem lesz megfigyelhets. Ez, a b; paramétereket
allandénak tartdsdval magyardzhat6, mivel igy nem véltoztathaté az oszcillacidk csillapitdsa. A

k;-k valtoztatasaval tehat csak a leggyorsabb csokkenés €s a stabilitds biztosithato.

3 s
2f 4
1 b1=0.5b,=3.0b3=0.5
k]_ = 20, k2 = 071
> 0 L i b1=0.5b,=3.0b3=0.5
X == T k=125 k=125
b1=0.5b,=3.0b3=0.5
-1 k1=1.15, /(2=0.6
-2
-3

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 150 17.5 20.0

2.11. abra. A rendszer elemeinek kitérés id6sora. Latjuk, hogy az oszcillaiciok megengedetté
valnak, amikor a b;-k rogzitettek, és a k; paramétertérben vagyunk. Az aszimmetrikus csatolds
ekkor is gyorsabb lecsengést eredményez.

10‘;’\ 12,
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= \ by =0.5b,;=3.0 b3=0.5 = b1=0.5b,=3.0b3=0.5
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2.12. abra. Teljes energia iddsorok normél és log-normél skalakon.

A 2.12a. 4bran a teljes energia idGésorat latjuk normal skaldn, mig a 2.12b. dbrdn ugyancsak
a teljes energia iddsora figyelhetd meg log-normdl skdldn. Itt is lathatd, hogy a csatoldsok
varialasaval az energiagdrbékben eltlinik a monoton lefutas.

Osszegzésképpen elmondhatjuk, hogy a csatoldsok valtoztatdsa is egy lehetséges it az
optimdlis szinkron eléréséhez annak 4rdn, hogy altalanos esetben feladjuk azon megkotésiinket,

hogy a kitérés és energia id6sorok monoton csokkenjenek. Specidlisan megvalasztott b;-k esetén
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azonban ezek monotonnd valhatnak. Ez a mddszer djdonsagot hoz a Motter et al. [2, 4] altal nyert
eredmények mellé, és jbol igazoljdk a szimmetriatorés jelenlétét egy relativ egyszeri rendszer €s
modell esetén. Az eredményeink azt is alatdmasztjdk, hogy nem vart aszimmetriat kovetelhet meg

bizonyos optimadlis viselkedés eléréséhez egy dinamikus rendszer [17].

32



Benedek Kristof Szimmetriasértés inhomogén komplex rendszerekben

3. fejezet

A Klasszikus (elsérendii) Kuramoto oszcillator-sokasag

A szinkronizédciés jelenségek matematikai, fizikai, biologiai, kémiai €és szocidlis
vonatkozdsokban jelen pillanatban is intenziv kutatdsi teriilet [7]. Ilyen jelenségek leirdsira
vezette be Kuramato Yoshiki a réla elnevezett modellt 1975-ben [18, 19]. Bevezetése 6ta sok
variansa alakult ki ennek a modellnek. Napjainkig ez az egyik legelterjedtebb és legalapvet&bb
keretrendszere a szinkronizéacids jelenségek és/vagy csatolt rendszerek lefrasdnak. Az egyik
legegyszer(ibb varidnsa, az ugynevezett klasszikus Kuramoto modell, mely csupan a fazisszogek

elsérenddi id6 szerinti derivaltjait tartalmazza. Matematikai megfogalmazdsban a rendszer

mozgésegyenletei:
do; Z" : :
dt = w; + < (Kii+j - S11 (Qi-l-j - 07,) + Kii—j - Sin (92‘_]‘ - 91)) . (31)

Ez az egyenlet j = 1, n szomszéddal val6 kélcsonhatést fejez ki elSre és hétra irdnyban. Az i
futéindex 1-t8l az oszcillatorok szamdval megegyezd N-ig megy. A csatolési dllandok indexeiben
az elsd ¢ index megadja, hogy melyik oszcillatort csatoljuk, mig a masodik, ¢+ 7 indexbdl a j pedig
megadja, hogy az i-t6l szamitott hanyadik oszcillatorral csatoljuk azt. Példdul a K3 esetén ¢ = 1,
1+ j = 3, vagyis az egyes oszcillator a harmadikkal (a t6le szamitott masodikkal) van csatolva.
Tételezziik fel, hogy N = 3. Ekkor a rendszer egy sematikus dbrdzoldsa a kvetkez6képpen nézne
ki:

W2

w1 K2 ws

3.1. abra. Az els6rendti Kuramoto modell N = 3 oszcillator esetén.

Természetesen a (3.1) egyenletekkel leirt modellben a K ; csatoldsi tényezdk

megvalasztasdval a rendszer nemcsak adott n szomszéddal lehet csatolt két irdnyban, de a
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csatolds megvaldsithaté egy irdnyban is. A tovdbbiakban a kovetkezo feltételezésekkel €liink:

arendszerben N = 3 oszcillator van;
* ezek mindkét irdnyban, legkdzelebbi szomszéd, n = 1, csatoldssal rendelkeznek;

* a véltoztathaté paraméter, melyek terében keressiik az optimalis, megolddst a K;; csatoldsi

allandok;
* az w; sajatfrekvencidk megegyeznek és id6ben allandé kezdeti értékiik van.

Ez a rendszer mar mind topoldgidban, mind csatoldsban komplexebb az 1. fejezetben targyalt
rugd-tomb modellnél, hisz a csatolds szinuszos és nem linedris. A fentebb felsoroltak tiikrében
vezessiink be egy 1j jelolést a csatoldsi egyiitthatdkra, hogy csokkentsiik az indexek szdmét. Az
altalunk tekintett modellben dltalanosan a 6; és 6, ; fazisszogekkel jellemzett oszcillatorokat a
K 1-es csatoldsi alland6 koti 6ssze (lasd a 3.1. dbrat).

A rendszer tanulmdnyozdsa sordn tesziink néhdny megkotést. Ezek abban édllnak, hogy:
o rogzitjik K, értékét 2.5-re;

* acsatoldsi dllandok Osszegét dllandénak tarjuk » . K; = konst. = 3K, = 7.5.

3.1. Atlagidé vizsgalatok kiilonboz6 statisztikikra

Az dtlagidd vizsgdlatok médszere eltér az eddigiekben hasznédlt médszerektSl. A rendszer
linearizaciéja és matrixdnak sajatértékvizsgdlata a szinuszos kapcsolds miatt csak a fixpont
kornyékén adja meg az optimadlis szinkronizaciét és stabilitdst. Ha viszont a teljes folyamatot
akarjuk vizsgdlni, akkor ez nem egy hasznos mennyiség. Mivel a rendszer szinkronizacidjahoz

sziikséges 1d6t akarjuk itt optimizélni, a rendparaméter segitségével fogjuk ezt most megtenni.

3.1. Definicié (Szinkron és fixpont harom oszcillator esetén). Kuramoto  rendszer  esetén
szinkron alatt azt értjiik, amikor az oszcilldtor sokasdg egyetlen () korfrekvencidval

(szinkronizdcios korfrekvencia) mozog:
V’i,ji A(‘):Gi—Qj:ka,kEZ, (32)

Mivel csak hdrom elembdl dllo rendszert vizsgdlunk, a [8] alapjdn, a szinkron csak a A0 = 2kn

esetben stabil. Ezek a feltételek megadjdk a fixpont értelmezését is egyben a Af dltal.
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3.2. Definicié (Rendparaméter). Kuramoto modell esetén az r rendparaméter megadja a
rendszer szinkronizdcios fokdt egy idopillanatban. Ez egy 0 és 1 kozotti szdam, ahol r = 0 a szinkron

teljes hidnydnak felel meg, mig az r = 1 a teljes szinkronnak:

N

1 i6;
=[], (3.3)

Jj=1

ahol N az oszcilldtorok szdma, 0; pedig az j-ik oszcilldtorhoz tartozo fdzisszog.

A rendparamétert minden integracids 1€pésben kiszamitva feldllithatunk egy szabélyt. Ha » >
T1im értéket veszi fel, akkor a rendszert szinkronizdltnak tekintjiik®. Az ry;, eléréséhez tartozo id6
pedig megadja a szinkronizdcidhoz sziikséges idGtartamot. A vizsgélatokat 7, € {0.8,0.9,0.995}
értékekre végeztiik. Az atlagidé médszere abban all, hogy a fentebb leirt megkotések szerint adott
tartomdnybdl nry darab (K, Ko, K3) csatolds kiosztdst generdlunk, majd minden egyes csatolds
kiosztast nrp darab kezdeti (601, 0, 03) fazisszog kiosztasra lefuttatjuk, és a kapott szinkronizaciés
1dok atlagét kiszdmoljuk. Az nrp, azaz a statisztika novelése javitja a kapott eredményeket. A
vizsgdlatok nrp € {1000, 5000, 10000} statisztikdkra torténtek. Nyilvdn az integrdldsi médszerek
¢és 1d6szamitds numerikdja is ad egy hibahatart, ami alatt az eredményeinket nem fogadhatjuk
el pontosnak. A haszndlt integrdldsi médszer a Python nyelv scipy csomagjdnak solve_ivp()
fliggvénye, melyen beliil egy negyed rendi Runga-Kutta solver implementédcidt hivtunk meg.

Az elsérendli Kuramoto rendszer ilyen feltételek melletti vizsgdlatinak eredményei a 3.2.
abréan lathatok osszefoglalva, melyeket numerikus szimulédcidk segitségével kaptunk a fent lefrtak
szerint. A rendszer szimmetridja miatt a K; paraméterek varidcidja ezekben az esetekben nem
hozott szimmetriatorést, sét az oszcillatorok kezdeti korfrekvencidjanak eltéré megvélasztasa és a
kiilonbozd 15, értékek sem okoztak szamottevé valtozast.

Ha szimmetriatorésrdl beszélhetnénk, akkor azt varndnk, hogy w; = 0 esetén megjelenjen a
% = (-ra szimmetrikusan egy jol kivehetd id6beni minimum a szimmetrikus piros vonalhoz
képest, azaz a fekete vonal essen a piros ald, igyhogy O-ban legyen minimuma és id6ben jol
kivehet6 legyen (karakterisztikus 1dovel 6sszemérhet6 legyen). Az w; < 0 esetben azt varndnk,
hogy ugyanez a minimum balra, w; > 0 esetben jobbra tolédjon el, de ugyancsak jol kivehetd
legyen.

Ugyancsak ezt a rendszert vizsgéltuk olyan esetben is, amikor a csatolds nem két irdnyban

tortént, hanem csak az egy irdnyban (3.3. dbra). A kovetkeztetésiink ebben az esetben is az volt,

hogy ez nem okoz szimmetriatorést a rendszerben a teljes folyamatra nézve, az optimalis paraméter

3A jelen rendszer esetén nem léteznek f4zisblokkolt llapotok.
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kiosztds a szimmetrikus. Ekkor a rendszer egyenletei:

do; - .
dt = w; + ; (Ki—j - sSin (Hiﬂ — 01)) . (34)

A 3.2. 4dbran a kiilonboz06 paraméterek esetére kapott atlagidok lathatok. A piros pontok altal
alkotott egyenes a szimmetrikus Ky = Ky = K3 = K = 2.5 eseteknek megfeleld atlagids, mig a
fekete pontok alkotta gorbe az aszimmetrikus K; paraméterkiosztasbol kapott atlag szinkroniddk.
Egy kiosztast akkor tekintiink jobbnak (optimalisnak) a szimmetrikus esetnél, ha a fekete gorbe
a piros ala esik és id6skélan jelentSs, karakterisztikus id6hoz mérten, eltérést latunk. Az egyes
képek alatt megadjuk a vizsgdlt rendszer lényeges paramétereit. Az abrardl egyértelmien kittinik,
hogy soha nem jelenik meg jobb eset, a teljesen szimmetrikus K; = 2.5 esetnél. Tovabba az is
megfigyelhetd, hogy a kezdeti w; oszcilldtor sajitfrekvencidk nagysaga €s elgjele sem befolydsolja
az 4tlagokat ha elég nagy statisztikat tekintiink. Az oszcillatorok minden esetben mindkét irdnyban

elsb-szomszéd szomszéd csatolas esetén lettek elemezve.
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(b) nrp = 10000, nrg = 100,
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(¢) nrp = 10000, nrg = 100,
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(1) nrp = 5000, nrx = 100,
W; = O, Tlim — 0.8

3.2. abra. Kiilonb6z6 paraméterekre kapott atlag szinkronizacids 1dok klasszikus Kuramoto modell
esetén, amikor a csatolds kétirdnyd. Az dbran a szinkronizaciés id6t (Oy tengely) dbrazoltuk a két
sz€1s6 csillapitasi tényezd kiillonbsége felének (Ox tengely) a fiiggvényében.

A 3.3. dbran a kiilonbozd paraméterek esetére kapott atlagidék lathatok csak egyirdnyu

csatolds esetén. A piros pontok daltal alkotott egyenes a szimmetrikus K1 = Ky = K3 =
K = 2.5 eseteknek megfeleld atlag szinkronidék, mig a fekete pontok alkotta gorbe az

aszimmetrikus K; paraméterkiosztdsbol kapott dtlag szinkronid6k véltozasat dbrazoljdk. Az egyes
képek alatt olvashatok a pontos kezdeti értékeik az egyéb paramétereknek. A kovetkeztetés
hasonlé a 3.2. dbra esetén megfogalmazottal, mivel a szimmetrikus kiosztds adta id6 ald esd
aszimmetrikus optimumok nem konzisztensek, €s az eltérés csak harmadik, illetve negyedik
tizedesben jelentkezik. A csatoldsok irdnya sem tolja el a rendszer optimumdt a szimmetrikus

paraméterkiosztastol.
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(a) nrp = 10000, nrx = 100, (b) nrp = 10000, nrg = 100, (c) nrp = 10000, nrx = 100,
w; =5, Tiim = 0.995 wi; = —5, rim = 0.995 w; =0, riim = 0.995

3.3. dbra. Kiilonboz6 paraméterekre kapott dtlag szinkronizacids idék klasszikus Kuramoto modell
esetén, amikor a csatolas egyiranyu.

3.2. Stabilitas és szinkronizacio vizsgalat sajatérték analizissel

Mivel a teljes folyamatra nézve nem tudtunk djat mondani a rendszerrel kapcsolatban,
ezért megvizsgaltuk fixpont kornyékén is rendszert. A mddszer alapjaiban ugyanaz, mint a 2.1.
fejezetben azzal a kiilonbséggel, hogy itt nem linedris a rendszer csatoldsa. A stabilitds vizsgalati
modszereit ilyen esetekben részletesen tanulmanyoztak mar [8, 16]. Ha egy forgd vonatkoztatasi
rendszerbdl nézziik az oszcilldtor sokasdagot [8], akkor bevezethetiink egy valtozdcserét: u; =
0; — wt. Ekkor a stabilitdst és szinkronizaciét jellemz& matematikai objektum az tgynevezett

Jakobi-mdtrix, melynek elemei megadhat6k mint:

0F;(u) :
Jij = auj . , Uj = F}'(LI), (35)
ahol u* = (uj,...,uy) a fixpontnak megfeleld vektor. Ez egybeesik a 3.1. meghatdrozdsban

megadott pontokkal. N = 3 oszcillator esetén elsd szomszéd kapcsoldsban kifejthetjiik ezt az

egyenletet a kovetkezd alakra:

(]i' = I\ ;41 COS U?_ - Uz( 51'_17‘ — (Ki—i-l COS U;(_ - U: +
(11 = )3 (i~ i)+ e
+ Ky cos(uf,y —uf))di; 4+ Kioq cos(ufyy — uf)di1;
Figyelembe véve a fixpontokat a Jakobi-maétrix elemei:
Jii = —Kiy1 — Kiy
Jiiv1 = Ki : (3.7)
Jii-1 = Kit1

\
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Ez egy 3 x 3 matrixot jelent elsérendli Kuramoto modellt tekintve. A sajitértékek analitikusan

megadhatdk dltaldnos alakban (részletekért 1asd a Fiiggelék E. fejezetét):

)\120

Ao = —/(K1)? — K1 Ky + (K3) 2 — K1 K3 — KoKy + (K3) 2 — (K1 + Ky + K3) - (3:8)

kAg =V(K1)2 — K1 Ko+ (K2) 2 — K1 K3 — Ko K3 + (K3)2 — (Ky + Ko + K3)

Ezek koziil a lokélis optimumot, A, , a:

Aopt. = \/(Kl) 2 - KKy + (Ks)?2 — K1 K3 — KoK3 + (K3)?2 — (K1 + Ky + K3) . (3.9

kifejezés adja.

Ezeket a sajatértékeket szamoltuk numerikusan, és dbrazoltuk a (K, K3) paramétertérben
rogzitett Ko esetén két feltételt hasznélva. Az elso feltétel az 3.1. alfejezetben leirt volt, miszerint a
Z?:l K; = konst. 6sszeg alland6 (3.4. abra). Ekkor visszakaptuk az el6z6 alfejezet eredményeit,
azaz az optimdlis kiosztds a paramétertér kozepén szimmetrikus K, K5 esetén valosul meg (lasd
3.4. abrat).

A 3.4. dbran a szinkdd a A, sajatértékeknek (valds részeinek) felel meg. Az egyszinii sarga

teriilet, azaz az identikusan 0 tartomény, azon pontokat jeloli, ahol a ), K; = konst nem teljesiil.

Ky =0.1

0.0
401 =, o (K1,K2,K3)=(2.1,0.1,2.1)

351 LS
30
O 251 -1.0
5'2, 20
151 -5

101 n

0 10 20 30 40
K;-10

3.4. dbra. Optimadlis szinkroniz4ci6 id6 szinkdddal dbrdzolva, rogzitett Zle K; = konst. dsszeg
esetén.

A maésodik esetben hagytuk, hogy adott K, K3 hatdron beliil a teljes teret bejarhassuk,
vagyis megsziintettiik a Z?:1 K; = konst. feltételt. Ekkor azt tapasztaltuk, fogy fixpont koriil
a rendszer mindig akkor szinkronizdlédik a leggyorsabban és legstabilabban, amikor K, K5 a
lehetd legnagyobb értéket veszik fel (/(, rogzitett!). Ez nem mdas mint egy a f64tlén elhelyezkedd

pont, mely a tartomdny legszélén az origo6tol legtavolabb helyezkedik el (3.5. dbra).
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Ky =2.5
(K1, K3, K3) = (2.5,2.5,2.5)

Ky =1.5 Ky = 1.5
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3.5. dbra. Az dbrdkon a kiillonboz6 paraméterek esetére kapott optimalis sajatértékeket dbrazoltuk a
K, K3 fiiggvényében rogzitett K5 esetén. Az optimalis szinkronizacidonak megfelelé megoldasok
a f6atlon helyezkednek el a legtdvolabb az orig6tol.

Mindezen eredmények alatdmasztidsa érdekében megvizsgaltuk numerikus szimuldcidkkal a
0;(t) (3.6. abra) és Q,(t) (3.7. dbra) idGsorokat, ahol 2; a rendszer korfrekvencidja nem feltétleniil
ugyanaz, mint az oszcillatorok w; sajatfrekvencidi, melyek értékét dllandénak tekintettiik (w; = 0).
Az eredményeket kiért€kelve, ezen gorbék aldtdmasztjak a fentebbi megallapitdsinkat. A kezdeti

fazisszogek véletlenszam-generdtorral lettek kivédlasztva.

6 2.50 — K=1[2.52.52.5]
— K=[5. 255.1]
51 2.251
44 2.001
—_ — K=1[25252.5] —
3 3 — K=[152535] Q1751
st —— K=[3.52515] =
D 27 —— K=I[5. 2.55.] D 1.501
I 1.25 1 -
| ;
0 1001
!
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t [s] t[s]
(a) (b)

3.6. dbra. 0;(t) idSsorok kiilonbozd kapesolasi dllanddk esetén klasszikus Kuramoto rendszerben.
A kiilonboz6 szinek kiillonbozd csatoldsi dllandé kiosztdsokat jeldlnek, mig a vonaltipusok az egyes
oszcillatorokat.
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A 3.6. abran a 0;(t) idGsorok lathaték. A 3.6a. dbrat vizsgalva egyértelmd, hogy
a (K, Ky, K3) = (5,2.5,5) paraméterkiosztds gorbéi gyorsabban lecsengenek, mint az
aszimmetrikus kiosztdsra kapott gorbék. Az 3.6b. abran a két szimmetrikus esetet vetettiik
Ossze. Lathatdan, a nagyobb K, K3 paraméterkiosztds gyorsabb szinkronizdciét mutat, ahogy a
sajatérték vizsgdlatok ezt kimutattdk. A rogzitett K; 6sszeg gy6zelme itt nem nyilvanvalé még, de

megvizsgélva a 3.7a. dbrat ez is rogton nyilvanvaléva valik.

51 — K=[2.52.52.5] 24 — K=[2.52.52.5]
" — K=1[1.52.53.5] — K=[5. 2.55.]
K =1[3.52.51.5] 1A
34 K=I[5 255.1]
O_
o2 o
| | —11
[7p] [7)]
— 1 —
c C -2
0_
_3_
_1 4
—4 1
_2 4
_5 4
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t [s] t [s]
(a) (b)

3.7. dbra. ;(t) idGsorok kiilonbozd kapesolasi dllanddk esetén, klasszikus Kuramoto rendszerben.
A kiilonboz6 szinek kiillonboz6 csatolési dllandé kiosztdsokat jelolnek, mig a vonaltipusok az egyes
oszcillatorokat.

A 3.7. dbran €);(t) idGsorokat latunk. Az édbrakat Osszevetve egyértelmiivé vdlik, hogy a
szimmetrikus esetek gyorsabb szinkronizdciét mutatnak, illetve a 3.7b. dbrdval alatdmasztjuk
a sajatértékek analizise szolgdltatta eredményt, miszerint a nagyobb K, K3 paraméterkiosztas

gyorsabb szinkronizaciét eredményez.
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4. fejezet

Tehetetlenségi (masodrendii) Kuramoto oszcillator-sokasag

A Kuramoto modellnek szdmos vdltozata 1étezik. Ezek koziil a klasszikus valtozatot és
vizsgalatdt bemutattuk a 3. fejezetben. A kovetkeztetésiink az volt, hogy nem jelenik meg az
optimélis szinkronizaciés dinamikédra vonatkozdan szimmetria a rendszerben K, K3-ra nézve.
Mindezen vizsgélatok sordn az inhomogenitdsokat K; csatoldsok tartalmaztak €s csillapitds nélkiili
egyszerl rotatorokkal dolgoztunk. Ez a megkotés lesziikitette a lehetséges paraméterek szamat €s
latszolag a keresett effektus nem jelentkezett.

Kovetkezd 1épésként egy komplexebb rendszert tekintettiink, amely ugyancsak korbecsatolt
oszcillatorok topoldgidjival rendelkezik, de lényeges véltozdst tartalmaz a dinamikét vezérl
egyenletekben. Az a modell, ahol a csillapitdsok is részei lesznek az egyenletrendszernek,
implikdljadk mdsodrendl id6 szerinti derivdltak megjelenését. Az ilyen modellt nevezziik
mdsodrendii vagy tehetetlenségi Kuramoto oszcilldtor sokasdgnak. A tehetetlenségi modellt széles
korben alkalmazzak nemcsak a szlik értelemben vett fizikdban, de interdiszciplindris teriileteken
is, mint példdul elektromos hédlézatok [2], Josephson-effektus [5, 20] elemzésére és mads, bioldgiai,
szocialis, halézatelméleti rendszerek lefrasara is [5, 21].

A kovetkezSkben tehdt egy olyan rendszert fogunk tanulmanyozni, melynek egyenletei:

d20; .
mi;——= dt2 —w; + Z iit+j Sln H—j — 91) + Kii—j - S1n (07;_]‘ — 92)) . (41)
Az oszcillatorokat identikusnak tekintve, m; = m, a b;,w;, K;;+; paraméterek egyszeriien

atskalazhatok: % “i % — bi, wi, Kii+j. Ekkor a (4.1) egyenlet egyszeriibb alakra hozhato:

S m?

d?o; .
dt2 = — — W + Z iitj " Sln ZJrj — 91> + K”,j + S1n (GZ,J — Qz)) . (42)

A tovadbbiakban ismét éliink néhdny feltételezéssel, melyek hasonlék a 3. fejezetben

megfogalmazottakkal:
* N = 3 oszcillator esetét vizsgaljuk;

» az oszcillatorok Kj;,; csatoldsdra az 3. fejezetben megfogalmazottak szerinti jelolést
alkalmazzuk: a 6; és 0, | fazisszogekkel jellemzett oszcillitorokat a K i-es csatoldsi

allandé koti 0ssze (lasd a 4.1. abrat);
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b27 W2

b1, w1 K2 bs, w3

4.1. abra. Masodrendd, u.n. tehetetlenségi Kuramoto modell sematikusan N = 3 oszcillator esetén.

* az w; sajatfrekvencidkat egyforma w-nak tekintjiik, amit 4ltaldban O-ra rogzitiink;
* az oszcillatorok mindkét irdnyban els6 szomszéd csatoldssal rendelkeznek (n = 1);

* 4ltaldnosan rogzitjikk Vi : K; = K = konst. értékre.

4.1. Atlagid§ vizsgalatok

Az 4tlagidd vizsgélatok mddszere nem tér el sokban a 3. fejezetben bemutatottaktél. A
modszer itt is az, hogy egy elére meghatarozott paramétersikot bejarunk rogzitett b, esetén.
A szinkron meglétét ekkor is a (3.3) egyenlettel megadott rendparaméter 7, kiiszobértékének
megaddsaval vizsgdljuk. A kezdeti (6,,0-,05) fazisszogek egyenletes eloszldsi véletlenszam
generitorral el6éllitottak, mig az elsérendi derivaltak 0-k: (61, 65, 63) = (0,0, 0).

Kivalasztva egy adott esetet, 1, = 0.95, megvizsgaltuk a szinkronizdcids id6k eloszldsat.
A kutatdsunknak ez egy nagyon friss irdnya, igy még nem fogalmaztunk meg mélyre mend
kovetkeztetést ezen eredménnyel kapcsolatosan. Kideriilt azonban, hogy nem egy egyenletes 4m
szabalyos eloszlasrdl van sz6. Egyel6re csak mint megerdsitést hasznéljuk fel.

A 4.2. abran szemléltetjiik az r;;,,, = 0.95 kiiszobérték eléréséhez sziikséges idok eloszldsat.
Ez az id6 széles tartomdnyban véltozhat. Az egyes r(t) idGsorokat kovetve ugyanakkor az is
megallapithat, hogy a legtobb esetben a szinkronizdcidhoz sziikséges id6 a kezddallapothoz
tartozé r(0) rendparaméter értékével monoton médon csokken, a nagyobb rendezettség kisebb
szinkronizacids idot eredményezve. Azonban egyes kezdballapotok esetén meglepden hosszi 1d6
telik el a szinkrondllapot eléréséig. Ennek magyarizata tovabbi vizsgdlatokat igényel még. Mivel
a szinkronizaciés id6k eloszldsa egyetlen maximummal rendelkezd fiiggvény, az atlagos érték

relevdns informdciét hordoz a teljes fazistérre vonatkozéan. Az dbrén ezt a zold fiiggblegessel

tiintetjiik fel.
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0.7 1 —_— tag. =1.823

© ©
= (8,1
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4.2. bra. 1y, = 0.95-0s kiiszobértékre kapott optimalis paraméterkiosztds esetén 1000 véletlen
kezd6 fazisra szamolt szinkronizaciés id6k eloszlasa.

A 4.2a. abran szdmos kezdéfeltételhez tartozé r(¢) idGsor lithats, melyeket feljebb
magyardztunk. A 4.2b. dbra az ehhez tartoz6 normdlt eloszldst mutatja, ugyancsak a zold
fliggblegessel feltiintetve az atlagos szinkronizdcidhoz sziikséges id6t. Itt még jobban latszik,
hogy a szinkroniziciés id6k széles tartomdnybdl vehetnek fel értékét, de a legjellemzEbb id6k

tartomanya a [0.5, 2.5] tartomdny. Az dtlag idG is innen vesz fel értéket.

4.2. Sajatérték vizsgalatok

A sajatérték analizisek a mar bemutatott modszerekkel torténnek [8, 16]. Kiszamitjuk a
rendszer (3.5) egyenlette]l megadott Jakobi matrixat, és kiértékeljiik fixpont koriil. A rendszernek
stabil fixpontja a 3.1. meghatdrozas szerint A0 = 0; — 0; = 2km, k € Z esetben van.

A rendszer (4.2) egyenleteit elsérend differencidl egyenletrendszerré irva a J matrix egy 6 x

6-os négyzetes matrix a kovetkez6 alakkal:

O 1
J= . 4.3)
-P -B
Ez a matrix hasonlit az (2.5) egyenlettel megadotthoz: I, O és B ittis a 3 x 3 null és egység

matrix, illetve egy olyan négyzetes 3 x 3 matrix, melynek a f64tl6jan a b; értékei vannak és a tobbi

elem 0. Viszont a P matrix eltér a csatolds miatt. P elemei rogzitett w; = 0 esetben:

/

Ji' = _Ki+1 COS(Q;;I — 6:) — Kz'fl COS(0;+1 — 9:() = — Zk’;éi F)ik:’
Jii+1 = Ki—l COS (0;_1 — 0:) (44)

Jiifl = KiJr]_ COS (9;_1 — 9*)

7

\
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Ez az egyenlet két fontos dologban kiilonbozik a rugé-tomb modell esetétdl. ElsGsorban a
korcsatolds miatt itt 3 darab K; csatoldsi dlland6 van. A madsik észrevétel az, hogy eltdvolodva a
fixponttdl, a nem linedris csatolds miatt a fenti elsérend linearizdlds nem lesz elegendd. A médszer
tehat valdban csak a fixponthoz kozeli stabilitast és konvergencia sebességet jellemzi. Fixpontban
a koszinuszos tagoktdl valé fiiggés megsziinik, €s csak a csatolési dllandoktol fog P fiiggeni.

A sajatértékegyenlet a megszokott

det(J — AT) = 0

alakban irhat6, ami &ltaldnos esetben nem kezelhetd analitikusan. Az elvégzett vizsgalatok
nagyrészt azon alapszanak, hogy lerogzitjiik K csatoldsi dlland6 értékét (ne felejtsiik el, hogy
Vi @ K; = K) és by értékét, majd bejarjuk a (by,b3) paraméterteret egy numerikus
szimulaci6 segitségével és kiszamitjuk az adott paraméterekre a (4.3) egyenlettel megadott méatrix
sajatértékeit.

Az eddigi eredmények alapjan, mind a paramétertér nagysiaga, mind a K és b, megvalasztasa
befolyésolja az eredményt az optimélis megoldasok paramétertérbeli megjelenése szempontjabol.
Nem megfelel6 nagysédgi (by, bs) paraméter hatdrok kozott vizsgdlva a megoldasokat lehetséges,
hogy elkeriiljiik a teljesen aszimmetrikus megolddsokat, és csak f64tlon elhelyezkedd, b, b3-ban

szimmetrikus, by-ben aszimmetrikus megoldasokat kapunk.

by =2.5-re by =2.5-re
® Szimm. eset ® Szimm. eset
by =625, by =371 ~0.7 by=4.14, b;=15.0 -0.6

® Szimm. eset
by=3.63, bs=3.53

-0.8

e
)
Re[Agpt. ]

715 965 1215 1465
b3 - 100

b)K =15 (0K =25

4.3. dbra. Optimdlis (by, b3) paraméterkiosztdsok valtozé K és rogzitett by esetén.A K paraméter
megvalasztisa befolydsolja a megoldast jelentd pontok elhelyezkedését a paramétertérben, illetve
a sziikséges paramétertér nagysagat is, ahhoz, hogy megjelenjenek az aszimmetrikus megoldasok.

A 4.3. 4dbran a sajatértékek valds részeit abrdzoltuk a paramétertérben. A fixpont
koriili vizsgdlat azt eredményezi tehdt, hogy a rugd-tombhoz hasonléan megjelennek a
paramétertérben foatléra szimmetrikusan elhelyezkedd optimumok, melyek altalanosan heterogén
paraméterkiosztést jelentenek. A K értékének novekedésével a paramétertér hatarait is ndvelniink

kell egyidejiileg ahhoz, hogy mindkét aszimmetrikus megoldds megjelenjen
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4.2.1. Parhuzam a rugé-tomb modellel

A tekintett rendszer esetén a korbecsatolds megsziintethetd, ha valamelyik /; paramétert
zérénak tekintjiik. Ekkor hatdresetben elvarnank, hogy visszakapjuk megfelel6 paraméter
beallitdsokra a rug6-tomb modellt. Ilyen tekintetben is vizsgalodtunk sajatérték tanulmdanyozas
modszerével. Ezzel kapcsolatos eredményeket mutatunk be a 4.3. dbran.

A feltevés igaznak latszik, ha 6sszevetjiik a két rendszer Jakobi matrixat fixpont koriil ((2.5) és
(4.3) egyenletek). Mindezt szimuldcidval is ellendrizhetjiik. Motter és tdrsai is elemezték a rugd
tomb modell optimdlis megolddsait [2], és eredményiil a (by, be, bg) = (1.47,3.17, 247) Kiosztast
talaltak Vi, K; = 1 esetén. Vizsgdlataink sordn ugyanarra az eredményre jutottunk (4.5. dbra).

A konzisztens eredmények (lasd 4.5. abrdt) alatdmasztjdk gondolatmenetiink helyességét,
visszakapjuk a rug6-tomb modell esetében szadmitott by, b3 értékeinket adott, by = 3.17 esetén,

amely meg is egyezik Motter et al. 4ltal kapott eredményekkel [2].

by, =3.17-re b> =3.17-re

® Szimm. eset -0.3 ® Szimm. eset
by =1.47, b3 =2.47 by =1.61, b3 =3.61 -0.5
-0.4
-0.6
05 325
— _0-7 —
o — . o .
S 06 ¢ S -08 §
: -0.75 - 250 =
= [} = -09 Q@
Q Q
—08% ©
-1.0
-0.9 175
-1.1
-1.0
-1.2
100
175 250 325 100 175 250 325
b3 -100 b3+ 100
(a K =1.0 b)K =15
by =3.17-re by =3.17-re
965 ® Szimm. eset ® Szimm. eset
by =8.46, by = 4.72 750 by =4.59, b;=4.6 -0.8
-1.0
815 675
-1.0
8 665 -1.2 § 8 600 §
'T' < |—| o5 —1.25
iy (V] g (O]
Q 515 -14c Q 1%
450 ’
365 -1.6 375 -1.6
215 300
215 365 515 665 815 965 300 375 450 525 600 675 750
b3 -100 b3 -100
(©)K =25 d) K =5.0

4.4, dbra. Optimdlis (by, b3) paraméterkiosztasok véltozé by és (K, Ky, K3) = (K, 0, K) esetén.
A K, 0-nak val6 rogzitésével gyakorlatilag szétkapcsoltuk a Kuramoto rendszert, és fixpont koriili
hataresetben egy rugd-tomb modellt vizsgalunk.
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by =3.17-re
Motter -0.4 3401 e sSzimm. eset
Nyereg o by=1.47, bs=2.47 " —0.4
b1 =1.47, b3=2.47 300 _05
-0.6
= S 260 -0.6—
-07 & — s
< . 220 —0.7<
080 o 0]
08 < -0.8
180
—0.9 -0.9
1.0 140 -1.0
100
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 140 180 220 260 300 340
b3-100 b3 100
(a) Rugdé tomb modell esetén kapott optimélis (b) Tehetetlenségi Kuramoto modell esetén
megoldas by = 3.17, K1 = Ko = 1.0 kapott optimalis megoldas by = 3.17,
paraméterekre. (K1, Ko, K3) = (1.0,0, 1.0) paraméterekre.

4.5. abra

A fenti eredmények tiikrében a kovetkez6k mondhaték el. Az étlagos id6ket vizsgédlva
nem egyértelmii az aszimmetria megjelenése, mivel ezek a megolddsok a féatléhoz kozeliek
(1asd Fuggelék ??. fejezetét). Ennek alapjan atlagos trajektoridk esetén nem biztos, hogy a
szimmetriatorés relevans. Viszont azt taldljuk, hogy fixpont kozelben a sajatértékek vizsgdlata

egyértelmd szimmetriatorést jelez a rendszerben, amely javitja a stabilitdst is.
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Kovetkeztetések és tovabbfejlesztési lehetoségek

Kovetkeztetések

Vizsgdlataink sordn tobb kiilonboz6 topoldgidju komplex rendszert vizsgaltunk: rugd-tomb,
klasszikus és tehetetlenségi (masodrendli) Kuramoto oszcillator sokasagot. A rug6-tomb rendszert
elemezve egy optimizdcids problémaéra nézve érdekes szimmetriatorest kaptunk.

A mi vizsgalataink djdonsdga, hogy egyrészt részletekbe mendbbek, mint Motter et al.
munkdi, mivel rogzitett ki, k> esetén nem csak adott by-re végeztiink analizist. Ezdltal lettiink
figyelmesek a rugd-tomb rendszer esetén a by € [0,2.5] tartomdnyon megjelend megolddsok
kollapszusanak jelenségére, melyet egyéb munkank nem tanulmanyoznak. Mdsrészt megadtuk az

Maisodik feladatként az elsérenddi (klasszikus) Kuramoto rendszert analizaltuk. A vizsgélati
modszereink ugyancsak a rendszer Jakobi matrixdnak sajatérték vizsgalata €s az ijnak mondhatd
atlagid6k moddszere. Az 4tlagidé6 moédszer fontossdga az, hogy a teljes folyamatot jellemzi. A
lényegi véltozas az oszcillator sokasdg topoldgidja és a csatolds nem-linearitdsa. Ebben az esetben
legfennebb csak részlegesnek mondhatd szimmetriatorést figyeltiink meg, a paraméterek optimalis
kiosztdsa a paramétertér f64tl6jan helyezkedik el.

Ezen rendszer esetén bizonyossagot nyert, hogy nincsen szimmetriatorés sem atlag idéket
vizsgdlva a teljes folyamatra, sem a sajatértékeket a fixpont koriil. A rendszer optimélis csillapitasat
€s ezéltal szinkroniz4cidjit a szimmetrikus paraméterkiosztas szolgaltatja.

Végiil masodrendd, u.n. tehetetlenségi Kuramoto sokasagot vizsgalatunk.

Az atlag id6 vizsgélatok latszolag ugyancsak szimmetriatorés megjelenését indokoljak, de az
eddigi eredmények alapjan ez nem jelentSs a teljes folyamatra nézve.

Fixpont koriill megvizsgdlva a sajatértékeket, egyértelmiien megjelenik az ugyancsak
nem-trividlis szimmetriabontds és mind a stabilitds és a konvergencia sebesség javul aszimmetrikus
paraméterkiosztds esetén. Egyeldre viszont Ugy tlinik, hogy ezen szimmetriabontas csak fixpont
koriili perturbaciok esetén kap jelentdséget. Végiil, de nem utolsé sorban, vizsgaltuk a szétcsatolt
tehetetlenségi Kuramoto rendszert. Ekkor eredményeink hatdresetben visszaadjdk a rugd tomb

esetén kapott megoldasokat, melyek konzisztensek mds csoportok munkaival [2].
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Alkalmazasok

A jelenség vizsgalata nem csupan elméleti sikon fontos. Tudva levd, hogy teljesen egyforma
elemek egy rendszerben csak absztrakcids szinten léteznek. Az eredmények, amennyiben
altalanosak, 4j utat jelenthetnek kiilonb6z6 rendszerek (energiahdlézatok [2], szocidlis, kémiai
és bioldgiai rendszerek [21], metrondmokkal modellezett hdlézatok [22]) szinkronizdcidjanak

optimiz4cidjdra.

Tovabbfejlesztési lehetoségek

A kutatds szdmos tovabbfejlesztési lehetdséggel bir minden tanulmanyozott rendszer esetén.
Rugé-tomb modellt tekintve szeretnénk megvizsgdlni mdas topoldgidk és nagyobb oszcillator
sokasdgok eseteit. Ugyszintén fényt deritenénk a by € [0,2.55] tartomdnyon megjelend
megoldasok szdmdnak oszcillacidjara.

Kuramoto rendszerek esetén f6ként a masodrendd rendszert vizsgdlnank tovabb. Itt szdmos
lehetGség van. Elsddlegesen a meglévd modszereinken finomitandnk, hogy tisztdn lassuk azt,
hogy az 4tlagid6k médszere mennyiben ad f6atléra esé pontoktdl kiillonbozSt. Ennek érdekében
a paraméterek mintavételezését modositjuk majd, illetve megprobaljuk a mddszert hatékonyabbd
és atfogdbbd tenni.

Egy masik potencidlis tovabbfejlesztési Gt a csatoldsok kiosztdsaban rejlik, azaz egy olyan
rendszer elemzésében, ahol K;; # Kj;, vagy esetleg nem els6rendli szomszéd kapcsoldssal
csatoltak az oszcilldtorok, hanem valamely mds szabdly szerint. A K;; # Kj; szerinti csatolds
egy valds és érdekes probléma, ami példdul elektromos hal6zatok d.n. swing-egyenlettel torténd
leirdsa esetén jelentkezik [2].

A sokasag méretének novelése és a folytonos hatdresetben torténd folyamatok vizsgélata ilyen
szempontbdl Ujszerl ezen a teriileten, azaz ez is egy lehetséges irdny.

Mindezek mellet a sajatértékek fixpont koriili részletes analitikus vizsgalata is fontos. F6ként
tehetetlenségi Kuramoto modell esetén vagyunk érdekeltek a probléma részletes elemzésében. Azt

reméljiik, hogy legalabb specidlis esetekben kapunk majd analitikus megoldasokat.
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Fiiggelék
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A. fejezet

A rugo-tomb modell egyenletei abszolit és relativ

koordinata-rendszerekben

A rendszer egy kiilsd, abszolit koordindta-rendszerben a kovetkez6képpen nézne ki:

A

by o1, Ky b2 oo, ko D3

o1 o1 +1 Zpo T3
A.l. abra

A jeloléseink a kovetkezdk: x(; jeloli az i-ik oszcilldtor kezdeti koordinatdjat, x; az i-ik
oszcillator kitérését az x;-hez képest, ly; az i-ik rugo kezdeti hosszat, k; az i-ik rugé6 rugéallanddjat
elosztva az m tomeggel, b; az i-ik oszcillator csillapitasi tényezbjét elosztva az m tomeggel. Ekkor

a sokasag egyenletrendszere:

(

d? d
(Ig;;’xl) — _bl (xoéjm) _ k1<x01 + T, — Loy — To + l01)
d?(mo2+ d(zo2+
% = —bQW — ka(z02 + T2 — To3 — 23 + lo2) — k1(w02 + 12 — 201 — 71 — l01)
d2 : d .
—(ng;m) = —bg—(ms;m) — ko(xo3 + 23 — 202 — 2 — l2)

\

(A.1)

Viszont tudjuk azt, hogy x(; koordinatdk dllandok, mivel az abszoltt rendszerben csak a kezdeti
helyzetet jelolték. Tovabba, a kezdeti rugéhosszakat értelmezhetjiik tgyis, mint ezen koordinatak

kozti kiillonbség, azaz ly; = xo;+1 — xo;. Ekkor ez egyenletek:

51



Benedek Kristof Szimmetriasértés inhomogén komplex rendszerekben

dth? = —bldd% - k?l(xm + T — T — T2 + (:L’02 — x01)>
djtg? - _bzddif - kQ(xOQ + Xy — Toz — X3 + ($03 - fog)) — k1($02 + To —Togp — X1 — (xOQ — ff(n)) =
{ ddQ;B = _63%3 — ko(2o3 + 23 — T2 — T2 — (Toz — Z02))

dd2tz21 — _bl% — ki(x1 — x2)
B2 = by — ko — ) — bl — 1) —
djt:gs — _bg% — kz(l's - :152)

\

Osszevetve (1.4) és (A.2) egyenleteket, lathatjuk, hogy ugyanazok, és fiiggetlenek lo; kezdeti

hosszaktol.
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B. fejezet

A ) sajatérték optimalis kivalasztasanak matematikai érvelése

A (1.4) egyenletrendszert visszairva elsérend{ivé, a kovetkezdket kapjuk:

Uy = I Uy = Ty
Uy = Us = iy (B.1)
p
’lll = U4
’l.LQ = Uj
ﬂg, = Ug
= (B.2)
Uy = —byug — ky(ug — ug)
Uy = —bous — kl(“? - ul) - kQ(UQ - U3)
Ug = —bgug — ko(uz — us)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 O 1
M — — (B.3)
_kl ]{,‘1 0 —bl 0 0 -P -B
kl —kl — k2 k2 0 _b2 0
0 ko —ky 0O 0 —bs

Azaz a rendszer M madtrixa egy blokk matrix, amely O harmadrendi nullmétrixbél, I
harmadrendd egységmadtrixbol, B 3 x 3-as négyzetes diagondlis matrixbdl, melynek &tléjan a
csillapitasi egyiitthatok szerepelnek és P 3 x 3-as négyzetes matrixbdl, amelynek elemei a
rugdallandok, all.

Az altalanosan (B.3) egyenlettel jellemezhetd rendszer esetén az optimdlis A sajdtértéket tgy
adjuk meg, hogy megoldjuk a rendszerhez tartozé matrix sajatértékegyenletét és a megoldasokbdl
kivélasztjuk a maximadlis, nem-nulla valés résszel rendelkez6t. Ez a sajatértékegyenlet dltalanosan,
analitikusan nem megoldhat6. Egy hatod foki polinomot eredményez, emiatt numerikusan

kezeljiik a problémat.
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A matrix szimmetria-tulajdonsdgaib6l kifolyélag a \; sajatértékek megolddshalmaza egy
identikusan 0 megoldést, egy, csak valés megoldast, illetve négy darab komplex, paronként
komplex konjugdlt megolddst tartalmaz. Az optimdlis megoldds kivélasztdsara az 1. fejezetben
megadott (1.2) definiciét haszndljuk. Hogy ezen meghatarozast beldssuk, tekintsiik a kovetkezd

esetet: legyen egyetlen oszcillator, amit az aldbbi egyenlet vezérel:

mi + Bz +yr =0 (B.4)

Ezen egyenlet megoldédsa z(t) = e alaku. A r értéke karakterisztikus egyenlet segitségével

adhaté meg. Atskdldzva a paramétereket az 1. fejezetben litottak szerint b = E, k = l, a
m m
karakterisztikus egyenlet:
r24+br+ k=0, (B.5)
aminek a megolddsa:
—b+Vb? — 4k
ri o = (B.6)

Az szinkronizaci6 azt jelenti, hogy z;, i = 1,3 kitérés allandd, tehat a rezgés lecseng. Ez akkor
torténik meg, ha r a lehetd legnegativabb értéket veszi fel. Igy megérthets a (1.2) definicié. Az
(1.1) definici6 még magyardzatra szorul, mivel eddig nem lattuk miért esik egybe az r éppen a \;
sajatértékekkel. Ennek megértéséhez ismét egy példat tekintiink [23]. Legyen két oszcillator két

fal k6zott az alabbi dbra szerint elhelyezve:

lOv k b lU: k b lO: k

B.1. dbra

A rendszer egyenletrendszere, azonos tomegeket feltételezve és az dbran lathat6 paramétereket

hasznalva:

miy = — 1 — 2w + Y2
(B.7)

miy = — By — 2yx + Y11

A két egyenletet végigosztva m-el €s bevezetve a mdr ismert jeloléseket, illetve Gsszeadva,
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majd kivonva egymdsbdl dket:

d2(£€1 + 513'2) d(iCl + LIZ'Q)
— = _b—dt — k() + 12) (B.8)
d2(3§'2 — .]31) d(iL’Q — $1>
a2 =—b dt — 3]6(1’2 — 1‘1) (B9)
Bevezetve két 4j véltozot:
S$1 =1 + T2 (B.10)

S9 = T2 — I

a két karakterisztikus egyenlet konnyen megoldhaté és a (B.5) egyenletben bevezetett » megadhaté

egyszeriien, mint:

—b+ Vb — 4k

2= (Bll)

2
—b+Vvb? — 12k
T34 = B (B12)

A tovédbbiakban frjuk 4t a (B.7) rendszert els6rendiivé:

Uy = 1 uz = I
Ug = T2 Ug = i’g (B13)
Uy = ug
U = Uy
= (B.14)
’[Lg = —b1U3 — ]{3(2U1 — UQ)
u4 = —b3U4 — k(QUQ — Ul)

\

0 0 1 0
0 0 0 1

M = (B.15)
-2k k =0 O

ko =2k 0 —=b

A matrix sajatértékegyenlete:

det (M — AI) = 0 (B.16)
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A determinénst kiszdmolva:
D*A? + 26A% + 4bkX + X* + 3K* + 4kX* = 0 (B.17)
egyenlethez jutunk. Ezt szorzat alakra hozva
(k+ A+ X)) 3k +bA+ X)) =0 (B.18)

a megolddsok:

A = ( m)
( b+ b2—12k>
)

= (-b- Ve -1k

<b+ b 4k>

Ao =

N — DN —

(B.19)

[\DI»—![\DI»—t
=l

Azaz a \;, i = 1,4 megegyezik az r;, i = 1, 4-vel. Tehdt az egyenletek megolddsai a rendszer

matrixdnak sajatértékei. Az eredmény tetszGleges rendszerre dltaldnosithatd.
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C. fejezet

Részletesebb abrak a rug6-tomb modell els6 moédszerhez

A https://imgur.com/a/Dc1QICT linken mellékeliink néhany sokkal részletesebb 4brat,
mint a dolgozatban szerepldk. A rendszer dinamikdja sokkal szembetlinébb ezeken. A by,b3 €

[1, 3] tartomanynak minden esetben.
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D. fejezet

A rugé tomb modell sajatértékeinek kiszamitasa analitikusan,
specialis esetben

Hasznélva a B. fejezetben bevezetett jeloléseket az egyenletrendszer és a hozzatartozé matrix

abban a specidlis esetben, amikor a k;-k a véltoztathaté paraméterek és b — ¢ = b:

Uy = I Uy = X1
Uy = To Us = To (D.1)
Us = T3 Ug = I3
(ul = Uy
Uy = Us
U3 = Ug
= (D.2)
Uy = —buy — ky(up — usg)
Uy = —bus — ky(ua — uy) — ko(ua — ug)
\u6 = —bug — ko(us — usg)
0 0 o 1 0 0
0 0 0 0O 1 O
M — 0 0 0 0 0 1 (D.3)
—k1 k1 0O —-b 0 0
ki —ki—ky ko 0 =0 0
0 ko —ky 0 0 =D

58



Benedek Kristof Szimmetriasértés inhomogén komplex rendszerekben

A sajatértékegyenlet:

Y 0 0 1 0 0
0 Y 0 0 1 0
0 0 Y 0 0 1
det(M — M) = =0 (D.4)
—k ks 0 —b—X 0 0
kv =k —ky  ky 0 —-b—X 0
0 ks —ky, 0 0 —b—2A\
Ezt kibontva:
A%+ 30N + 302N + 2K At + 2k A 4 DO + 4k NP
(D.5)
+4bkoA? + 202k A%+ 20%ko A? + 3k1koA? + 3bk1 koA = 0
Rendezve és csoportositva:
AN+ b) (3k1ks + 2bky X + 2bka XA + b° X% + 2k A% + 2k A% + 26A° + A1) = 0 (D.6)
Az egyenlet hdrom esetben lesz zérus:
A =0 (D.7)
A +b=0 (D.8)
(3k1ka + 2bk1 A + 2bko X + D*N* + 2k A + 2k A® + 200 + X' = 0 (D.9)

(D.9) egyenlet mindkét oldaldbol kivonva 3k ko — (ko + ky)?-t:
(ko + k1) + A(2bky + 2bks) + A (b7 + 2k + 2ks) + 2bX° + X' = (ko + k1)? — 3kik2 (D.10)
Teljes négyzeteket kialakitva:

(ki + ko 4+ A+ 22)7 = (kg + k1) — 3kiks = (D.11)

ki + ko 4+ A+ 2% = 2/ (kg + Ek1)2? — 3kiky (D.12)

Az (D.12) egyenlet mindkét feléhez hozzaadunk %-t, illetve kivonunk £y + ko-t, majd teljes
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négyzetet alakitunk ki:
oo
/\2+b/\+Z = Z—kl—in\/(k2+k1)2—3k1k2
b\? b
()\+§> =7 " h-ket V (k2 + k1)? — 3kiks =
b b2 5
)\+§::i: Z_kl_k2+\/(k2+kl> _3k1k2

Mindkét oldalbdl kivonva g-t a \3_g gyokok:

b b?
)‘3—6 = _5 =+ \/Z - kl - k2 + \/(kQ + k1)2 — 3k1]€2

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

Megvizsgalva az eredményt, komplex részt csak a \/ % — k1 — ko + \/ (ko + k1)? — 3k1ko tag

adhat, azaz ebben az esetben a sajatértékek négyszeresen elfajultak valds részt tekintve. Mivel

a paramétertérképeken csak ezek szerepelnek, ezzel és a numerikus hibahatarral magyarazhaték

azok a furcsa paraméter-portrék, amiket megegyez0 b;-k esetén kapunk, mint példaul ez:

200

by =2.75 by = 0.55 b3 = 2.75 b1=05b,=05b5=0.5

le—15-2.5e—1

e ki1 =028, ky;=1.45

o 125 -
S 8 8 1250
— o S
- 100 = pa
i ] = 1000
~ 4 o
75 -0.275 ~ 50
50 500
25 250
25 50 75 100 125 150 175 200
k>-100 k> -1000
(a) (b)
D.1. 4bra

e k1=[0.190.21], k2 =[1.74 1.65]

250 500 75010001250150017502000

1.971

1.471

0.971

0.472

0.000

—0.555

—0.999

RE(/\ opt. )

D.1. Megjegyzés. Az dbra skdldjin a —0.275-0s érték az egyes pontok kozotti eltérést mutatja. A

teljes dbra a numerikus pontossdgunk hatdrdn 10~ nagysdgrend kirnyékén van.
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E. fejezet

A sajatértékek kiszamitasa elsorendii Kuramoto modell esetén

Mar lattuk, hogy egy rendszer sajatértékei nem minden esetben adhaték meg analitikusan. A

klasszikus Kuramoto rendszer esetében, azonban ezek egzaktul kiszdmithatok. Az aldbbiakban

megadjuk ezen szadmités részleteit.

A stabilitds vizsgélathoz sziikséges Jakobi-matrix:

p
Ji = —Kiy1 — Ki

Jiir1 = Ki
\ Jiio1 = Kip
Ennek sajitértékegyenlete:
det(J—AI) =0
Azaz:
—Kg — Kg K3 K2
Kg —Kl—Kg Kl — M| =0
K K —Ky — Ko
Kifejtve:

—N = 2N K — 202Ky — 3AK Ky — 20° K3 — 3MK 1 K3 — 3AK, K3 =0
Csoportositjuk az egyenletet \ szerint, s beszorozva —1-el:

—N + N (—2K; — 2Ky — 2K3) + A (—3K Ky — 3K, K3 — 3K,K3) =0
0

A (N 420K + 20K + 3K 1 Ky + 20K5 + 3K, K3 4 3K, K3)

Innen megkapjuk az egyik megoldast:

)\120

A maradék megtaldldsdhoz csoportositjuk a szorzat masodik tagjat A\ szerint:

N 4+ 3K, Ky + 3K, K3 + 3Ky, K3 + A (2K, + 2K, + 2K3)

N+ N (2K, + 2K, + 2K3) = 3K Ky — 3K, K3 — 3K, K3
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Az egyenlet mindkét feléhez 1 (2K + 2K, + 2K3)*-t adva:

1
M4\ (2K, + 2K, + 2K3) + 1 (2K, + 2K, + 2K3) % =
1
= —3K1 Ky — 3K, Ky — 3K, K + 4 (2K, + 2K, + 2K3)?
1
(/\ +3 (2K, + 2K, + 2K3)> 2 =

1
= 3K, Ky — 3K, K5 — 3K, K5 + 1 (2K, + 2K, + 2K3) 2

1 1
A+ 3 (2K7 4+ 2K5 + 2K3) = i\/—3K1K2 — 3K K3 —3KyK5 + 2 (2K7 + 2K5 + 2K3) 2

Az egyenlet mindkét oldalét csdkkentjiik £ (2K, + 2K + 2K3)-vel, és rendezve megkapjuk a

maradék két sajatértéket:

Mos = £V (K))2 — K1 Ky + (Ky)?2 — K1 K3 — KoKy + (K3)2 — (K, + Ky + K3)  (E.9)
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