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Abstract

Interactions that are longer-ranged than the Coulomb one are found in a series of practi-
cal applications, such as three-layer systems specific to semiconductor heterostructures or
metal-oxide-semiconductor structures. Other situations where long-range interactions ap-
pear include those of materials in contact with electrolytic solutions, as well as certain
ultra-cold atomic and molecular gasses.

In this thesis we calculate a number of properties specific to fermionic three-dimensional
many-body systems in which the interaction potential has a more general dependence on
the distance r between particles than the Coulombic one: V(r) ~ r~" where n > 0. This
expression encompasses both long-range interactions, as well as short-range interactions,
depending on the value of the parameter 7.

We employ the second quantization formalism and the Heisenberg equation of motion,
together with the Hartree-Fock approximation, in order to find a number of results: the
energy of a single fermion in the many-body system, the energy of the entire system at a
temperature of 0 K, as well as the density of states. Other formulas of interest are also found,
such as an intermediary expression for the Fourier transform of the interaction potential and
approximations for the energy of a particle around the Fermi momentum pg. Using the
density of states, one could carry out further calculations for the energy of the system at a
non-zero temperature, together with the heat capacity, the compressibility, or the magnetic

susceptibility of the Fermi liquid.
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Introducere

Interactiunile de raza mai lunga decat cele Coulombiene sunt intalnite intr-o serie de sisteme
de interes practic. Conform articolului [1], abateri de la interactiunea Coulomb apar in
cazul a doua sarcini electrice plasate intr-un sistem cu trei straturi de material, fiecare fiind
caracterizat de propria permitivitate electrica. Caracterul non-Coulombian al interactiei
provine din polarizarea indusa de cele doua sarcini la interfetele dintre cele trei medii, sisteme
de acest tip fiind intalnite in studiul heterostructurilor semiconductoare sau al structurilor
metal-oxid-semiconductor. Interactiuni de raza lunga pot aparea si in cazul unor materiale
in contact cu solutii electrolitice [2]. De asemenea, anumite sisteme de gaze atomice si
moleculare ultra-reci, precum gazele moleculare dipolare, ionii confinati, sau atomii Rydberg,
prezinta acelasi caracter de raza lunga al interactiilor [3], [4].

In cadrul lucririi de fata ne propunem calcularea unor marimi caracteristice sistemelor
tridimensionale de multi fermioni in care interactiile dintre acestia au o forma mai generala
decat cea Coulombiana, si anume potentialul de interactiune este dat de V(r) ~ r~" unde
n > 0. Aceasta forma a potentialului cuprinde atat interactiile de raza lunga, pentru n < 1,
cat si pe cele de raza scurta, pentru n > 1. Principalele rezultate obtinute in mod analitic
sunt: energia unei particule in sistemul de multi fermioni, energia intregului sistem la tem-
peratura de 0 K, precum si densitatea de stari. De asemenea, s-au calculat si marimi de
interes ca si o forma intermediara pentru transformata Fourier a potentialului non-Coulomb,
si s-au gasit aproximatii pentru energia unei particule in jurul impulsului Fermi, pr. Pe baza
densitatii de stari, s-ar putea calcula mai departe o serie de marimi macroscopice caracteris-
tice sistemului: energia la temperaturi diferite de 0, capacitatea calorica, compresibilitatea,
sau susceptibilitatea magnetica.

Lucrarea este structurata in doua capitole. In primul capitol sunt prezentate notiunile
teoretice care permit studiul sistemelor de multi fermioni. Aceasta se face prin imbinarea a
doua metode specifice: in primul rand este introdus formalismul cuantificarii a doua, in care
functiile de unda din Mecanica Cuantica obisnuita sunt inlocuite de vectori de stare asupra
carora actioneaza operatori de creare si anihilare. Cea de-a doua componenta este metoda
ecuatiei de miscare a lui Heisenberg, aceasta fiind o alternativa la ecuatia lui Schrédinger, in
cadrul reprezentarii Heisenberg a Mecanicii Cuantice. Astfel, cuantificarea a doua permite
exprimarea potentialului de interactiune pentru un sistem cu interactiuni biparticula prin
intermediul operatorilor de creare si anihilare. Revenind cu acest rezultat in ecuatia de

miscare Heisenberg, se ajunge la o expresie ce impune folosirea unei aproximatii pentru
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a extrage o informatie importanta, energia unei particule in sistemul de multi fermioni.
Aproximatia folosita in acest punct este aproximatia Hartree-Fock. Calculele prezentate in
aceasta parte a lucrarii urmeaza indeaproape linia data de cartea [5].

Cel de-al doilea capitol prezinta rezultatele noi obtinute pe baza formulei enuntate in
finalul primului capitol. Conform acesteia, a fost nevoie ca mai intai sa calculam transformata
Fourier a potentialului. Aceasta a fost exprimata intr-o forma intermediara, suficienta pentru
calculele urmitoare. In continuare am obtinut expresia energiei unei particule in sistemul de
multi fermioni, ca functie de impuls, pe doua domenii de valori ale acestuia: p < pg sip > pg.
Expresiile gasite au fost, de asemenea, reprezentate grafic. Mai departe, in consideratia
T = 0 K, s-a calculat energia intregului sistem de fermioni. Expresia obtinuta prezinta o
corectie la energia sistemului de particule libere. In urmétoarea sectiune este prezentata o
metoda de aproximare a energiei unei particule in jurul lui pg, prin aproximarea functiilor
Hipergeometrice care intervin in expresia energiei. In finalul lucrérii s-a calculat expresia
densitatii de stari a sistemului. Aici se observa doua comportamente diferite ale acesteia in
functie de valoarea parametrului 7. Pentru interactiunile de raza lunga, n < 1, densitatea
de stari in pg rezulta ca fiind nula, ceea ce este nerealist. Aceasta abatere poate fi corectata
prin luarea in considerare a efectelor de ecranare, dar acest lucru depaseste scopul lucrarii
de fata. Chiar si asa, dependenta obtinuta indica tendinta generala ca densitatea de stari sa
scada sub cea caracteristica sistemului de particule libere. In cazul interactiunilor de scurta

distanta se obtine o densitate de stari nenula in pg.
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1 Notiuni teoretice de baza

1.1 Cuantificarea a doua

In cadrul primei cuantificari se studiaza sisteme cuantice simple, in timp ce cuantificarea
a doua reprezinta un formalism ce face posibila trecerea la sisteme cuantice de mai multe
particule, printre altele. Aceasta metoda a fost introdusa in a doua parte a anilor 1920 de
P. Dirac, fiind mai apoi dezvoltata de P. Jordan si V. Fock.

Astfel, in a doua cuantificare, starea unui sistem de multe particule este specificata prin

vectori ce indica numarul de particule in starea de impuls p'si spin ¢ din cadrul sistemului:

o) (1.1)

Alici se definesc operatorii de distrugere, respectiv de creare, pentru fermioni cu impulsul p

si spinul o, ¢, si C;;U. Cu acesti operatori se poate actiona asupra vectorilor de tipul (1.1)

pentru a scadea, respectiv adauga, o particula la starea (p,o):

Cﬁ,o”-..ynﬁ’g,...>_>|...,nﬁ’o—_1,...> (12)
c;;g|...,nﬁvg,...)—>\...,n@0—|—1,...>

Vectorii rezultati in acest mod vor fi precedati de anumiti factori multiplicativi care nu sunt
de mare importanta in cazul de fata.

Operatorii de distrugere si creare satisfac urmatorul set de relatii de anticomutare proven-
ite din expresiile (1.2):

{ro 07,0} ={ch, CZ?',U/} -0

(1.3)
T _
{cho Cﬁ,a'} = 057 000"
unde anticomutatorul este dat de:
{A,B} = AB+ BA (1.4)

O observatie interesantd ce poate fi facuta aici este ca {cp, 5o} = 0, deci 2(cz,)? = 0 si
atunci (c5,)? = 0. Aceasta inseamni cd starea de impuls p'si spin o nu poate avea mai mult
de un fermion, ceea ce este in concordanta cu principiul de excluziune al lui Pauli.

De asemenea, in cadrul cuantificarii a doua sunt introdusi si operatorii de camp de
distrugere 1&0(77), respectiv creare 1&2(77), a unui fermion in punctul 7. La randul lor, acestia

satisfac un set de relatii de anticomutare:

{00 (7, o ()} = {57, 5, ()} = 0
{06 (), 1&2/(7” )} =0(F—17) 050

6
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Legatura dintre operatorii de camp si operatorii de anihilare si creare este data de urmatoarele

expresii, unde V' este volumul sistemului:

~

ol = <= 3 e e

I 1 P i (1.6)
’lvba(r) = W;Cﬁ,ae ?

Nu in ultimul rand, pe baza operatorilor de camp se poate exprima operatorul asociat den-

sitatii de particule la pozitia 7
p7,0) = OL(7) o (7) (17)

Aceasta relatie poate fi privita prin prisma faptului ca operatorii de camp reprezinta ” cuan-
tificarea” functiei de unda din reprezentarea Schrodinger. Astfel, expresia de mai sus este
asemanatoare cu cea a densitatii de probabilitate din cuantificarea intai.

Folosind operatorul densitatii de particule se poate obtine o informatie importanta prin

calculul numarului total de particule din sistem:

N=Y%" / (o) =3 / & - 1 (7)o (7) (18)

Mai departe se face trecerea de la operatorii de camp la operatorii de creare si anihilare:
N=Y [ oS e s Y e e (1.9)
P
Prelucrarea acestui rezultat se face tinand seama de o egalitate pentru integrala care apare
ce urmeaza a fi justificata in finalul sectiunii:

1 i(p/—p)-7
N = Z C;J oy /d3r e R)T — C;U oo 61;,7:5: ZC;U Cho (1.10)

o,pp’ o, 5,p’ b

Aici se identifica numarul de particule in starea (p,o):
Ngo = 0;0_ Cho (1.11)

O observatie ce trebuie facuta este ca acest numar de particule este, la randul lui, un operator,
provenind din produsul a doi operatori. Operatorul n;, reprezinta numarul de particule in
sensul in care aplicandu-1 asupra vectorilor de tipul |...,nz,,...) se obtine o ecuatie de
tip vectori si valori proprii, in care valoarea proprie este scalarul reprezentand numarul de
particule in starea (p, o).

In finalul acestei sectiuni vom justifica o informatie folosita in ecuatia (1.10), si anume:

1 5 ~
v /d?’r L PPT =g (1.12)
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Pentru aceasta se considera expresia functiei de unda normate pentru o particula cu impulsul

p:
- L e
wﬁ(r)=:-—;;ep (1.13)
Atunci, integrala din (1.12) devine:
/dgr Y (MY (1) = (@5 (NP5 (7)) = 95, (1.14)

1.2 Interactiunea biparticula

Se considera un sistem de particule in care acestea interactioneaza fiecare cu fiecare si energia

potentiala depinde numai de pozitie:

}:v (1.15)

%#J
Aici factorul 1/2 apare pentru a evita numararea dubla a aceleiasi interactiuni. Mai departe

se considera expresia densitatii unui gaz de particule punctiforme:

:}2&?—@) (1.16)

Astfel, energia de interactiune devine:

—5 [ [ v (oo - ot - ) (1.17)

Al doilea termen din expresia de mai sus are rolul de a elimina interactiunea particulei cu

ea 1nsasi. Se mai considera:
p(7) = Zp(F7 o) 5 plrh) Zp o) (1.18)

Cu aceste consideratii, energia de interactiune biparticula devine:

//d3 AP’ V(7 =1 [Zpra Zpra r)] (1.19)

Facand trecerea la operatorii de camp:

(1.20)
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Mai departe, cea de-a doua suma de mai sus se trece la indicii (o, ¢’) printr-un mic artificiu:

5 [ [ererve mz[w Yo () - B (il () =

(1.21)
UL () - 0 = ) b |
Conform relatiei de anticomutare pentru operatorii de camp fermionici:
Do (P01 (17) = 8(7 = 17) 65 00 — DL, (7)o (7) (1.22)

Se observa ca acest produs de operatori apare in primul termen din suma de mai sus.

Inlocuindu-l, paranteza dreapti din expresia energiei potentiale devine:
DGR ( (7= 17) b0r — W1, (r )1[1(,(7?)> A (1) = DL (P (7) - 5(F = 177) 8y =
= YL () ()3 (F = 17) 850 — DL F)DL (77 Yo () (17) — (1.23)

Datorita functiilor §, primul si ultimul termen din expresia de mai sus se reduc. Astfel, in
forma energiei potentiale se introduce termenul ramas, asupra caruia se aplica si relatia de

anticomutare:
=52 [ [ e Ve Ry L P (124

Mai departe se face trecerea de la operatorii de camp la cei de creare si anihilare, deoarece,
asa cum va fi prezentat in sectiunile urmatoare, aceasta scriere este necesara pentru a calcula
energia unei particule in cadrul unui sistem de multi fermioni cu interactiune biparticula pe
baza ecuatiei de miscare a lui Heisenberg.

B freone-n T g

—

s (1.25)

._,7

\/—Zcp% pr \/—Zcpa, e

,’_,‘

Scotand in afara integralelor sumele dupa impulsuri se obtine:

W = 2V2 Z Z //dgr &r' V(7 )cﬁa cp1 o Ciso’ Csor iP5 —P) T i (B3 —pi) 1 (1.26)

0,0’ P,pi,p2,p3

Acum se considera transformata Fourier a potentialului:

Ve = /d3T-V(F)-e""7‘F (1.27)
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Pe baza acesteia, admitem ca urmatoarea formula este valabila:
- 1 ig-(F—r')
V(F—r) == Vel (1.28)
Astfel, energia de interactiune devine:

30 3y e G i (P —pi—)
Vi = V3 E g //d d°r’ Vg cﬁacpﬂ1 o Cp.o' Cpy o € e (1.29)
0,07 P,pi,P5,P3,q
Alici operatorii de creare si anihilare sunt scosi in fata integralelor, care apoi sunt separate
tinand seama de variabilele de integrare diferite:

1 i L i(ps—pi—q)T
b ZVZ Z ‘/‘T D, plglcp_é,afcp?g,a'V/dgTe(p3 Ptd) ’V/dnge(pQ pi=q)

0,0’ P,pi,p2,P3,4

(1.30)
Mai departe este folosit rezultatul (1.12):
Y =5y Z S Ve ena cre  Spmed Onmg (1.31)
0,0’ B.pi,52.P3,d
Considerand actiunea simbolurilor ¢ in sume se obtine:
1
_ 1 1
Yo =5y D D Vihide o Gt o (1.32)
O—7o—l p‘é?p‘é’q"
Expresia finala a energiei de interactiune se obtine facand renotarile:
ps—=>p 3 p2—k (1.33)
Atunci:
1
— T 1
Vo= gt 30 Vichgoch o ci o (134

o0’ Bk
1.3 Reprezentarea Heisenberg a Mecanicii Cuantice

In cadrul Mecanicii Cuantice existd trei reprezentari echivalente pentru descrierea evolutiei
unui sistem in timp: reprezentarea Schrodinger, reprezentarea Heisenberg, si reprezentarea
de interactiune. In reprezentarea Schrédinger, functia de unda evolueaza conform ecuatiei
Schrodinger, in timp ce operatorii sunt independenti de timp. Reprezentarea Heisenberg

presupune ca starile

> sunt stationare, iar evolutia operatorilor este data de ecuatia de
miscare:
0

~i 5O = [H, OH} (1.35)

Reprezentarea de interactiune este o varianta intermediara dintre cea Schrodinger si cea

Heisenberg, atat starile cat si operatorii evoluand in timp. In cazul de fata, folosita este

10
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ecuatia de miscare a lui Heisenberg, intr-o forma usor modificata. Astfel, mai intai este

conjugata complex ecuatia (1.35):

=i 26u0) " (HO () -0 (t)H)T (1.36)
7 = H H -
Pe baza proprietatilor cunoscute ale conjugarii, rezulta:
O . t . fa ; A
i 5-Oh(t) = (HOH(t)> - (OH(t)H> = Ol(OH' — HIOL(t) (1.37)

Aici se tine cont de faptul ci Hamiltonianul este un operator hermitic, H' = H, astfel incat:

z’a—To}w) . [H, OL(t)] (1.38)

Mai departe se face trecerea la spatiul Fourier pe baza relatiilor de legatura:

— — —iwg Ou(t) = Oy (1.39)
Astfel rezulta:
i (—iwp) OF = — [H, Oi} (1.40)

|1,0%| = w:OF (1.41)

1.4 Metoda ecuatiei de miscare

Calculul energiei €5 a unei particule de impuls p'si spin ¢ presupune analizarea ecuatiei de

miscare (1.41), in care wy este redenumit £
T = 1
[H,cﬁ } =5 Ch, (1.42)

unde H este Hamiltonianul care descrie sistemul in care se afla particula, exprimat in general
prin operatori de creare si anihilare, ¢’ si ¢. Odatd ce H este inlocuit, comutatorul se
prelucreaza pe baza relatiilor de comutare si anticomutare cunoscute astfel incat sa se izoleze
operatorul c;;o,. Mai departe, prin compararea cantitatilor de la stanga si dreapta egalului
se gaseste energia €.

Spre exemplu, in cazul simplu al unei particule libere, fara interactiune, Hamiltonianul
este dat de: H = Za% C;,a o Alcl, ) = % si c;a Cho =N
P,0

J, este numarul de particule in

starea (p, o), deci Hamiltonianul este compus doar din energii de tip cinetic.

11
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In cazul unui sistem cu interactiuni de tip biparticula, Hamiltonianul contine atat o

componenta cinetica, cat si una de interactie:

H= Zs o Cpo + Z 2 p+q’ —(j‘,a’ Cr ot Chro (1.43)

0,0 Pk

Inlocuind Hamiltonianul in ecuatia de miscare si facand redenumirile p — p’ si 0 — ¢” In
expresia lui pentru evitarea confuziei cu indicii operatorului c;;a corespunzator particulei

studiate, rezulta:

Ve
T 2q | T T
[H, Cho ] Zs [c, o Cot Cﬁ,a} + Z 5 [Cg;’+cj',a” g Cho Cion o Cho (1.44)

- .
1 ! / ~
o"o'\p' k.G

Pentru calculul comutatorului din prima suma se foloseste identitatea:
[A, BC|={A,B}C — B{A,C} (1.45)

unde {A, B} este anticomutatorul. Astfel, tinand seama de relatiile de anticomutare pentru

operatorii fermionici, se obtine:

1 . N - T 1 . — 1 ¥ .
|:C];’,o" Cp’ﬁ’ 9 Cﬁ,a’ — Cﬁ,o 3 C];;,O'/ Cp/p./ - Cﬁvg 9 C];’,a" CP'J’ - 4
f f i (1.46)
= o B2 Do }) = GO
Cu acest rezultat, prima suma din (1.44) devine:
€% el 6. 50,0 =l (1.47)
P plo PP 0O P po :

- . Y L -~ . . . 2
De aici rezulta energia cinetica a particulei, identica cu cea a unei particule libere: 5% =2
Mai departe trebuie analizat cel de-al doilea comutator din expresia (1.44). Pentru aceasta

se considera urmatoarea egalitate pentru comutatori:
[A, BC| =[A,B]C + B[A,C] (1.48)

Aceasta se foloseste asupra comutatorului:

T T . . T — | T T . .
CZ;/"F‘T»U'" Cg_q‘7o-l Ck,o" Cp’,o‘” ’ Cﬁ,o‘ - Cﬁ,a ) CZ;/‘HT»O'" CE_§7U/ Ck,o" Cp’ o (149)
Aici se face urmatoarea separare:
A= B=¢ c! C=czcy (1.50)
P, p+qo’ k—go’ ko' p a’! ’

Se observa ca, aplicand (1.48) asupra (1.49), primul termen va contine un comutator numai

cu operatori de creare. Folosind (1.45), vor rezulta doi anticomutatori de operatori de creare,

12
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egali cu 0 pe baza relatiilor cunoscute. Astfel, va ramane doar al doilea termen din (1.48),
egal cu:

_ct CJL CJL C];"U, Cg;’,o'”:| (151)

P+do k-go! | o
Asupra comutatorului se aplica relatia (1.45), precum si relatiile de anticomutare, astfel incat
rezulta:

i i . - T 1 . .
CZ;;-HZU” CE*@',U’ Cka' 5@?’ 60’0” N C};'-HT,U” CE*(}',J’ Cplaff” 61771? 5‘7’0/ <152)

Aceasta expresie este egala cu al doilea comutator din (1.44). Considerand actiunea sim-
bolurilor Delta in interiorul sumelor, al doilea termen din (1.44) devine:
Vi Vi
2.t J L Z 2.t T .
Z 9 “p+i0 Gogor ko’ ) p )4G0 g0 0" (1.53)
o“,lZ,q U”,I;;,q
In al doilea termen obtinut se fac redenumirile: ¢” — o', p/ — k, si ¢ — —¢. Se considera si
V_g = Vg, astfel ca rezulta:
Z‘/@'T ol o _ZK‘TT ol (154)
2 Cotdo k—go' k.o’ 2 12 o Cotdo Chor :
U/7E7q 0—/7]_57[?‘
In cea de-a doua suma se foloseste relatia de anticomutare pentru cei doi operatori de creare,

astfel incat rezultatul final va fi dublul primei sume:

of
Z ‘/;1 ptq,o E g0’ Cl;,a“ (155)
o ,k,q
Revenind la (1.44):
_ 01 T T
[H o ] =epch,+ D Vackis, ot Cho (1.56)
’,E,(T

In cel de-al doilea termen din rezultatul obtinut ar trebui izolat operatorul de creare C;rza

pentru a gasi energia unei particule in sistemul descris de Hamiltonianul ales. Pentru a

realiza acest lucru, mai departe vom folosi aproximatia Hartree-Fock.

1.5 Aproximatia Hartree-Fock

In cadrul metodei ecuatiei de miscare se obtine urmatorul rezultat pentru miscarea unei

particule intr-un mediu cu interactii de tip biparticula:
_ of .
[H, cﬁg] £y cﬂ Z Vi cﬁﬂ’ o CRo (1.57)
o' k.q
Aproximatia Hartree-Fock const# in liniarizarea produsului de operatori cfcfe, astfel incat

sa poata fi identificata energia particulei descrise de ecuatia de mai sus prin compararea cu

13
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forma generala a ecuatiei de miscare. Pentru aceasta, trebuie ca in partea dreapta a egalului
sa poata fi izolat operatorul C;;U. Aceasta forma a ecuatiei (1.57) se obtine daca produsul

celor trei operatori c'cfc este inlocuit cu urmatoarea cantitate:
el ey — el(cd es) — elel es) (1.58)

De asemenea, se considera urmatoarea relatie generala pentru valoarea asteptata a produsu-
lui cfe:

<Cz§,a G 8) = < o €70} 055 0ap = Mo 0y 5 0 (1.59)

Chido 62_5 ot o n Op ok — cl n% o6 o0t (1.60)

P+ao k—-go k-4, K—go'  Ptao Upak

Inlocuind aceasta expresie in ecuatia de miscare, termenul corespunzator interactiunii devine:

0
Z ‘/q P+, E (j’,a’ Z ‘/‘T k’— p—‘,—q,o- 5p+qk 5 (161)

o' k,q o' k.q

— —

In prima suma, simbolul Delta este nenul pentru k — ¢ = k, adici pentru ¢ = 0. In cea

—

de-a doua suma, termenii nenuli corespund lui p'+ ¢ = k, adica ¢ = k— p. Astfel, expresia

termenului de interactiune devine:
T Z R N _
> Voo g, Vi-p o " g 0ot =
E,a/

(1.62)
_ Z n%’a, (v0 ~ Vg 5(,7(,,)%

Revenind inapoi la ecuatia de miscare, de partea dreapta a egalului se poate izola acum

operatorul C;;U, iar rezultatul obtinut este urmatorul:

[H,CE]: 6—1—27% (Vo — Vs g 600r) | (1.63)

p7U

.. . . o . o . . VT . . U 0 p? .
Alci se identifica energia totala a particulei, compusa din energia cinetica, €5 = 3m Sl cea de

interactiune:

5= €5 +Zn (Vo= Vi 6or)

0
=)+ Vo E g, - Vi g i 0o
E,U’

Al doilea termen din expresia obtinuté este termenul Hartree si reprezinta energia medie de

(1.64)

interactiune a particulei cu toate celelalte particule din sistem. Acesta este o constanta si

14
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este absorbit in potentialul chimic. Termenul al treilea este termenul Fock, corespunzator
energiei de schimb. Mai departe, se face urmatoarea consideratie:

17 k < DPF
nd = (1.65)

07 k> br
Astfel, considerand si termenul Hartree absorbit in expresia potentialului chimic, energia e;
devine:
(1.66)

_ 0 }
&p = &y Vi

E, k<pp

Aici se tine cont de formula de trecere de la suma dupa k la integrala:

()= (2;)3/d3k (...) (1.67)

=

Cu aceasta informatie, se gaseste expresia energiei particulei in interactiune cu sistemul de

multe particule in aproximatia Hartree-Fock:

2 3
P d°k
es= L V.. (1.68)
P om (b<pr) (27)3 Pk
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2 Interactiuni non-Coulomb in lichide Fermi 3D

2.1 Calculul transformatei Fourier a potentialului

In cadrul aproximatiei Hartree-Fock, energia unei particule cu impulsul p; in interactiune
cu un sistem de multe particule prin potentialul V' (7) al interactiunii intre doua particule

individuale, este data de expresia:

2 3
P d°k
ey= L — V.- (2.1)
P 2m (k<pr) (27’(’)3 k

unde Vi este transformata Fourier a potentialului V(r):

p

Vﬂil—c‘ = /d3r . V(fj . efi(ﬁ*E)F (22)

Conform notatiilor din Figura 2.1, se expliciteaza forma lui Vg

Vzﬁ_]}’ — /d?)?" . V(F) X 6—2’pr0059€ikrcosv (23)
Z
P
o' g
N
0 | X
SE— i 1 Yy
/ \\\ \\\3\\\ N :
o
X

Figura 2.1: Aranjarea vectorilor implicati in calculul transformatei Fourier a potentialului

In Figura 2.1 se observa ca vectorul p’ s-a luat de-a lungul axei verticale z. Aceasta alegere
este justificata daca aruncam o privire la expresiile (2.1), respectiv (2.2). Se observa ca
integralele dupa k si r se fac pentru toate valorile coordonatelor unghiulare. Astfel, oricum
ar fi orientat p, prin integrare se vor obtine toate configuratiile posibile ale celor trei vectori,
ceea ce permite alinierea lui p’ cu axa z.

Mai departe sunt folosite dezvoltarile de forma:

o0

eioreost =N (i) (20 + 1) Pi(cos 0)ju(q - 7) (2.4)

=0
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unde P;(cos ) sunt polinoamele Legendre de ordin [, iar j;(q - r) sunt functiile Bessel sferice
de prima speta. Aceste dezvoltari sunt introduse in expresia (2.3) cu indici de sumare
diferiti pentru cele doua exponentiale ([,1’) si sunt interschimbate sumele cu integralele. De

asemenea, se considera ca potentialul are simetrie sferica, V() = V (r):
00 ) oo 2
Vo= S0 QD 1) [ Vi i) [ do
1LI=0

/ df sinOP;(cos@)Py(cosvy) (2.5)
0

Mai departe se considera urmatoarea scriere:
l/

Py(cos~y) = Py(cos@)Py(cost) + 2 Z %P{"(COS 0P/ (cosB') - cosm(p — ¢')] (2.6)

m)
Introducand aceasta dezvoltare in expresia (2.5), se observa ca se poate izola urmatorul

termen multiplicativ corespunzator termenului al doilea din (2.6):

27
| a0 coslmio ¢ =0 (2.7
0
Astfel, V;B’—E devine:
Veg=2n Z (=D i r+ 1)@ + 1)/0 dr v -V (r)j(p-r)ju(k - r)Py(cosd)-
1,I'=0

/ df sinOP(cos@)Py(cosh) (2.8)
0

Aici se foloseste relatia de ortogonalitate pentru polinoamele Legendre:

2
20+1

/ df sin OF;(cos )Py (cosf) = S (2.9)
0

Avand In vedere actiunea simbolului ¢ al lui Kronecker in interiorul sumei duble, V; p se

aduce la urmatoarea forma:

Vig= i AT /000 dr v* -V (r)j(p-r)j(k-r)(2l + 1) Pi(cos @) (2.10)
1=0
Mai departe se face urmatoarea notatie:
Vilp, k) = 4m (20 + 1) /OOO dr v -V (r)jip - )ik - 7) (2.11)
Cu care: .
Vg =>_Vilp, k)P(cost) (2.12)
1=0

Cu aceste informatii se revine in expresia (2.1) a energiei Hartree-Fock, forma exacta a
transformatei Fourier a potentialului nefiind de interes in cazul de fata. Forma intermediara

(2.10) obtinuta este suficienta pentru a calcula ;.
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2.2 Energia Hartree-Fock a unei particule

Revenind la expresia (2.1) cu cele gasite inainte:

2 PR ™ 27
p 1 / / 2 . / /
I dk | dp d¢' - k* - 95 Vi(p, k)P, 0
°p 2m (27r)3/0 /0 /0 ¢ . —o Hp, k)Rl cos )

1

N (2.13)
_ 7 /dek k- Vi( k)/ﬂde’ in ¢’ Py(cos )

Alici se foloseste urmatoarea proprietate a polinoamelor Legendre, provenita din relatia de
ortogonalitate:

™ 0,1>0
/ df’ sin @' Py(cos ') = (2.14)
0 2, 1=0

Astfel, in expresia (2.13) vor ramane doar termenii corespunzatori lui [ = 0:

B A (2.15)
Pooom 2n2 ), ’

Inlocuind expresia lui Vy(p, k):

2 2 o] PF
€5 L —/ dr r* -V (r)jo(p - r)/ dk k* - jo(k - 1) (2.16)
0 0

:2m T

In continuare, se foloseste legatura dintre functiile Bessel sferice de speta intai si functiile

Bessel de speta intai, cu care se prelucreaza integrala dupa k:

(2) (2.17)

PF 9 ) T PF 379
/ dk k% - jo(k -r) = Vg/ dk K32 Ty o (k - 1) (2.18)
0 0

Aici se foloseste relatia:

Astfel:

/dx Pt () = 2P T, (2) (2.19)

Cu care:
3/2

PF
/ dk K2 Ty (k- 1) = 25

Js32(pp - 1) (2.20)
0 r

Punand aceste informatii impreuna, se rescrie expresia lui ;:

2 00
p 2 .
T om \/; ' pF3/2/0 dr v 2V (r)jo(p - ) Joja(pe - 7) (2:21)

Acum este din nou folosita legatura intre functiile Bessel sferice de speta intai si functiile

Bessel de speta intai. De asemenea, se particularizeaza expresia potentialului: V(r) = A-r=",
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unde A este o constanta care asigura dimensiunea potrivita a potentialului. Se observa ca
pentru 1 = 1 se regaseste cazul interactiunii Coulombiene. Astfel:
2 3\ 1/2 o0
p pr _
gg=——A— dr r—"J 1) J. T 2.22

P~ om ( D > /0 1/2(]? ) 3/2(pF ) ( )
Integrala de mai sus se calculeaza analitic cu restrictia € (0;3), pe trei domenii de valori
disjuncte ale lui p: p < pr, p = pr, si p > pr. Pentru aceasta se folosesc trei formule diferite

de calcul al integralei din (2.22), corespunzatoare celor trei domenii de valori ale lui p:

/oo ( ) (5 ) N OZVF (V+u;>\+1)
dt J,(at)],(Bt)t = — :
0 12 2)\5,/_)\4_11'\( +,LL2+)\+1)1—\(V+1)
— 1 v—p— 1 2
‘F<1/—|—/VL A+ 7u = A+ ,y+1’a_2)
2 2 B (2.23)

[Re(v +pu—A+1)>0, ReA> -1, 0 < a < ff]

oo A—1 vp—A+l
A _ a’ TN ( )
/0 dt J,(ot)J, (o)t = AT (—u+u2+>\+1) T (u+u;LAJr21) T (V*M;L)\Jrl)

[Re(v 4+ p+1) > Red >0, a > 0] (2.24)

“ \ BUT (H52)
dt J,(at)J, (Bt = '
/0 ( ) u(ﬁ ) IA A+ (%*"H) F(u + 1)

F(u—l—u—)\Jrl —v4+pu—A+1 32

2 ’ 2 ’
[Re(v +pu—A+1)>0, ReA> -1, 0< < q
Aici, F(a, 3,7, z) reprezinta functiile Hipergeometrice. Cu aceste formule se gasesc expresiile

lui 5 pe domeniile de valori mentionate anterior:

(2 F(ﬂ) )
p 2 3-n -1 3
o~ A grady F (U F ) p
) e’ I'(pl (3_777) _
M ETR T Co TN GO e M 2
P’ 3 (3_77]) 3—m 2-m 5 pr

\

O observatie care merita facuta in acest punct este aceea ca in calculele de pana acum nu
apare in mod explicit concentratia de particule din sistem, care intuitiv ar trebui sa aiba o
influenta asupra energiei particulelor. In formulele de mai sus, concentratia este prezenta in

mod indirect, prin intermediul lui pg.
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Folosind aceste expresii, se poate reprezenta grafic dependenta energiei €5 de impulsul p.
Desi in acest moment nu este evident, este utila reprezentarea lui €5 in doud cazuri: n < 1 si
n > 1. Aceste cazuri corespund unui potential de interactiune de raza mai lunga, respectiv
mai scurta decat cel Coulombian. Diferenta intre cele doua situatii va deveni clara in calculul
densitatii de stari a sistemului. Dependenta lui 5 de raportul p/pr este redata in Figura

2.2.

out[ ]=

f
7
P304
P
%
P
2
P
200
T e,
P n<l
//‘,;'
S84
s e e e e e
L n>1
-~ e
_ R
- e 2
- e ————8d~
_ - B4 p
- :
f’ td
_ - .
- =T 7 1 . . PR . . . . 1 . . . . [
3 -7 3 PF
0.5 e 1.0 1.5 2.0
-
.-

Figura 2.2: Dependenta energiei e de raportul p/pg

Alici se poate observa cum atat in cazul n < 1, cat si pentru n > 1, pentru valori mari ale
impulsului, energia se comporta ca o functie patratica, e; ~ p?. Aceastd dependentd nu este
dificil de vazut tinand cont de expresia energiei pentru valori mai mari decat pg ale impulsului
din (2.26). Pentru p — oo, cel de-al patrulea argument al functiei Hipergeometrice tinde la
0, astfel ca intreaga functie F' tinde la 1. Aceasta se poate vedea din scrierea sub forma de
serie a functiei Hipergeometrice. De asemenea, tinand cont de restrictia stabilita anterior,
n < 3, puterea n—3 a impulsului din partea de interactiune a energiei va fi mai mica decat 0,
ceea ce anuleaza intregul termen corespunzator interactiunii la valori mari ale lui p. Astfel,

din expresia energiei va rdmane dependenta de p? pentru valori mari ale impulsului.

2.3 Energia Hartree-Fock a sistemului de multe particule la 0 K

Acest calcul se face in consideratia T = 0 K, pentru fermioni cu doua orientari posibile ale
spinului (de exemplu electroni). Astfel, conform statisticii Fermi-Dirac, impulsul particulelor
va fi mai mic sau egal decat py, deci din setul (2.26) se va folosi prima expresie pentru ez, din

care se preia partea corespunzatoare interactiunii intre particule, adica termenul negativ care
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contine functia Hipergeometrica. Acesta se noteaza cu ezsp. Energia totala a sistemului

este notata cu Eyp.

Eyp =Y egnl, += Zapsch s, (2.27)

po
Alci, 52. este componenta cinetica a energiei, 2”—m, iar n%a este numarul de particule in starea
de impuls p'si spin o, si anume 1 conform statisticii Fermi-Dirac la T'= 0 K. Factorul 1/2
apare pentru a evita numararea dubla a aceleiasi interactii. Mai departe, se face trecerea de

la sume la integrale. Prima suma devine:
d3p p2
— L2 2.28
ng Npo = / 27 2m (2.28)

Lucrand in coordonate sferice, din partea unghiulara a integralei rezulta un factor 4m. Inte-

grala radiala dupa p se face intre limitele O si pp. Astfel:

Zep nl, _pe e (2.29)

" 9m 5n2

Este util aici sa se calculeze expresia numarului total de particule din sistem:

N = Zn - /d3 _ e (2.30)
Po (2m)3 32

Astfel, se poate rescrie:

ng nl, —5 ry (2.31)

om

Mai departe, in acelasi mod se analizeaza contributia de schimb la energia totala:

L T S DB b ) [ 3-n 3 P
2Zc€p,schnﬁ;g_27r2 A pr 2T (22) T (2 Jo dp p”- F 222 (2.32)

Integrala care apare se noteaza cu [ si se calculeaza separat, considerand mai intai schimbarea

de variabila y = p/pg:

1
3—n —m 3
IT=pd | dy?> F|=—L L =42 2.33
Aici se face o noua schimbare de variabila, y? = x, astfel incat:
1 ! 3—n —m 3
[==. p3. de 1?2 . p | =——2 1 =2 2.34
2 Pr /0 T x 2 ) 2 727:8 ( )

Pentru calculul integralei dupa x se foloseste urmatoarea formula:

L)L (p)(y +p—a—f)
Fy+p—a)l'(v+p—5)

/1 dr 2711 —2)" ' Fla, 8,7, ) = (2.35)
0
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Cu aceasta, expresia lui I devine:

Jo VT, T+ ]) (2.36)

T T ()

2
Astfel, se gaseste formula contributiei energiei de schimb:
1 A-pp? T (EDT(n+1
5 > s, = —3N - pr" L) T +1) (2.37)
D0

2 T ()T ()

Introducand rezultatele (2.31) si (2.37) in (2.27), si raportand energia totala la numarul de

particule, se obtine:

Ews 3 pe® 3A-pe" T (33 Cn+1)

2
NSz 2 e ()] T (%)

(2.38)

2.4 Aproximatii pentru energia unei particule in vecinatatea nivelu-

lui Fermi

Revenind la setul de relatii (2.26), se noteazii y = p/pp. In vecinitatea lui pp, y — 1. Astfel,
este de dorit o aproximatie pentru functia Hipergeometrica F(a, §,7, z) atunci cand z — 1.

Aceasta se poate obtine in doi pasi, considerand mai intai formula:

F(a,B,7,2) = II:E'VV)E(Z);(? : g;F(a’ Bra+B—y+1,1—2)+ (1 —2)" b
LI (a+5-1)
INCHINE)

Atunci cand z — 1, 1 — z — 0, astfel in (2.39) se foloseste aproximatia functiei Hipergeo-

metrice in jurul lui 0:

b
F(a,b,c,x—)O)zlea—-a: (2.40)
c

Cu aceste relatii se obtin aproximatiile functiilor Hipergeometrice din (2.26):

3—n -3 5\ (3 I(m) oo, L(=m)
P55 3) =1 () [r(g)r(ﬁ» S T ) "”2]

(2.41)
P ) = () [r (%5;?("7”) 7 (1- 5)
e e RO
unde:
%:1-25?’:23(1—@/2) %:HZE?IS’];( ) (2.43)
e D (L) ()
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Mai departe, pe baza acestora se gasesc aproximatiile lui e in jurul lui pp:

oo B [ ()
p@;;qgga%],p%pmp<pp(mm
r’ p"ipe® T (%) T(n) _ N
M) [r<zﬁ>r<%3>”’”3+(“?)
T(é()_Fn)%T”) J4] , D= pr, p>pr (2.46)

2.5 Densitatea de stari

Expresia generala a densitatii de stari pentru particule cu doua orientari posibile ale spinului

este data de:

2 ds
N(e) = 2.47
&=y | 19 247
unde dS = p? sin #dfd¢. Atunci, cu notatia Vey = %i; = vy, rezulta:
P2
N(e) = ——— 2.48
©) = = (245

Aici, g5 este dat de setul (2.26). Se observa faptul ca in formula de mai sus densitatea de stari
este exprimata prin intermediul impulsului. In mod obisnuit, ar trebui gasita dependenta
densitatii de stari de energia ey prin exprimarea lui p in functie de g5 din setul de relatii
(2.26). Aruncand o privire la Figura 2.2, se observa ca ¢z este o functie strict crescatoare,
deci este injectiva. Pentru o alegere corecta a domeniilor de valori ale lui p si ez, functia ez
este si surjectiva. Astfel, pe baza graficului, €5 pare a fi o functie bijectiva, deci ea admite
o functie inversa. Cu alte cuvinte, p ar trebui sa poata fi exprimat in functie de e;.

Cu toate acestea, in practica gasirea unei forme exacte pentru relatia inversa dintre p si
ez se dovedeste a fi o sarcina dificila. Din acest motiv vom calcula mai departe densitatea
de stari exprimata in functie de impuls.

Pentru a calcula vy este nevoie de derivatele functiilor Hipergeometrice care apar in
expresiile (2.26). Acestea se gasesc considerand scrierea sub forma de serie a functiilor

Hipergeometrice:

ale+1)-B(B+1) ,

F(a,B8,7,2) =1+ 1) 12 254 (2.49)

+

a-p
z
71
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In aceasta expresie se deriveaza in raport cu z, identificandu-se apoi o noua functie Hiper-
geometrica cu noi parametri, care are un factor multiplicativ in fata. De interes in calculele

urmatoare sunt aceste formule obtinute in modul tocmai prezentat:

2, P\ 2 ’

(aﬁ ):iﬁ.%.p<a+1,ﬁ+l,7+l,p—2) (2.50)
6]9 pr? Y PF Pr
9 A : ’
_F(a,&%p_i): O‘B.pi -F(a+1,5+1,7+1,p%) (2.51)
op p g p p

Cazul 1, p < pg:
Formula generald a vitezei vy, valabila pentru p < pg, se obtine prin derivarea in raport cu

p a lui g5 din setul (2.26):

p 2 2 n- (
= — —A. n—=.
Up m + 3 p pF 277F (TQ

|

—77) 5—-1n 2—-n5 p2>
2 - F - — 2.52

Cu aceasta expresie se poate reveni in (2.48) pentru a exprima densitatea de stari ca functie
de impuls. Totusi, formula care rezulta este destul de complicata si nu transmite foarte multe
informatii. In finalul sectiunii, pe baza acestei formule este reprezentata grafic densitatea de
stari N(p) pentru p < pg.

In continuare, dorim si aflim expresia densitatii de stari la nivelul Fermi, deoarece pe
baza acesteia se pot calcula anumite marimi macroscopice caracteristice sistemului. Primul
pas este de a gasi o expresie mai sugestiva a lui vy in apropierea lui pr decat prin inlocuirea
directa a lui p In formula de mai sus. Astfel, este nevoie de aproximatia functiei Hiperge-

ometrice in jurul lui pg, calculata in acelasi mod ca si in sectiunea 2.4. Pentru aceasta se

gaseste:
5—n 2-n5 p T(3)T(n—1) ( p2>"_1 T (3)T(1—n)
Fl— — - 2|~ 1-= - 2.53
(550 ~ T ot () ey e
unde:
5-—1 P’ o nt3 (P
Q=1+ I (1 — p—Fg) Qe=1+ I (1 pF2> (2.54)

Inlocuind inapoi in expresia lui vy, rezulta:

e TG [T(RT0-
A '27717<ﬂ+2>r<%>'{r@)r?@)'C“(l_f%> |

Qz} , p—pr (2.55)

Aici se diferentiaza doua noi cazuri, corespunzatoare lui n > 1 si n < 1, comportamentul
: 2\ A . . .
termenului (1 — z%) fiind complet diferit in cele doua cazuri. Acesta tinde fie la valoarea

0 in primul caz, fie la infinit in cel de-al doilea.
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Cazul 1.1, p < prp si n > 1. Acest caz corespunde unui potential de interactiune de raza

mai scurta decat cel Coulombian, prin valoarea parametrului n. Aici se neglijeaza termenul
n—1

corespunzator lui (1 — 1;%) , care tinde la 0 pentru p — pp, astfel ca se obtine, dupa o

serie de prelucrari:

@)77—1 T (52)T(n—1) (2.56)

2 T (5

Pr
Up%pF%E‘FA'(

Pentru a ajunge la aceasta forma s-a folosit proprietatea functiei Gamma, z-I'(z) = I'(z+1),
si de asemenea s-a tinut cont de faptul ca ¢); — 1 pentru p — pr. Mai departe, inlocuind in

expresia (2.48), se obtine pentru densitatea de stari:

2pr

Cazul 1.2, p < pp si n < 1: Pentru valori ale lui 7 mai mici decat 1, potentialul de

N(p = pr) =

(2.57)

interactiune este de raza mai lunga decat cel Coulombian, taria interactiunii scazand mai

lent cu distanta. Aici termenul dominant din expresia lui vy este cel corespunzator lui

n—1
(1 — 1%22) , care tinde la infinit. Pastrandu-1 doar pe acesta, vy devine, dupa o serie de
prelucrari:
A-T(1=n) (pe\7=' . (71 P\
o AT ) () (- 2)

Pentru a ajunge la rezultatul acesta s-a folosit faptul ca ()3 — 1, precum si urmatoarea
formula pentru functiile Gamma:

™

[(z)(1—2) = (2.59)

sin(mz)

Mai departe, inlocuind in (2.48), densitatea de stari in apropierea lui pg capata forma:

3—n , on-1 2\ 1-7
Pr b
N(p — ~ 11— = 2.60

Cazul 2, p > pg:
Formula generald a vitezei vy, valabila pentru p > pg, se obtine prin derivarea in raport cu

p a lui g5 din setul (2.26):
(=" 3—n2-n5 pp’
'Uﬁ:£+2A.pn4.pF3.#.F<—T]’—T]_])i>+
m ) p

2 r (" 5-n4-n T p’
+ZAQ =) p" e — 2L P — —— = 2.61
La fel ca in cazul 1, cu aceasta expresie se poate reveni in (2.48), rezultand o formula
complicata a densitatii de stari N(p) pentru p > pg care nu are rost sa fie data aici. Pe baza

acesteia se traseaza graficul densitatii de stari de la finalul sectiunii pentru p > pg.
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Siin acest caz dorim sa aflam densitatea de stari la nivelul Fermi pentru calculul eventual
al unor marimi masurabile specifice sistemului de fata. De fapt, ne asteptam sa regasim
expresiile din cazul 1, adica ca densitatea de stari sa fie continua in pg pentru fiecare din cele
doud cazuri 7 > 1 si 7 < 1. Din nou, mai intai trebuie gasita expresia lui vy in apropierea
lui pg, prin aproximarea functiilor Hipergeometrice de forma F(a, 3,7,z — 1). Aceste

aproximatii sunt obtinute cu cele doua formule prezentate in sectiunea 2.4 si sunt date de:

3 — n 2 — n 5 pF2 5 I (7]) pF2 K
( 2 7 2 72’ 12 2 F(n;2)r(n;3) 1 12

unde:

L m=3m=2) ( p’ . m+2)m+3) (o pE?
=1+ =g (1 ) Ry=1+ (1 ) (2.64)

(5—n4—mn) ( pF2> (n+2)(n+3) ( pFQ)
Si=1+—"————2(1—— So=1+—"—"F——-(1—"— 2.65

42 —n) p? (2:65)
Se observa ca toate cele patru functii Ry, Ry, 51,52 — 1 pentru p — pr, fapt care va fi folosit
pentru a simplifica expresiile vitezei si densitatii de stari in apropierea lui pp. Revenind la

vp, expresia lui va fi data de:

5—n 2\ 1
P 3 I (=2 5 I'(n P
vp A +2A'pn4‘pF3'#-F<—) [p(w()n+3 Ry + 1_p_F2 .

m T rE 2 [FE )
() oo TCE) (7
rET e e ey ()

(2.66)

Din nou, trebuie facuta distinctia intre cele doua cazuri corespunzatoare lui n > 1 si n < 1:

2

n n—1
Cazul 2.1, p > pp si n > 1: Termenii inmultiti cu ( — ’;%2) , Tespectiv <1 — pp%) , VOr
tinde la 0 pentru p — pr. Atunci, din vy va ramane, dupa o serie de prelucrari:

pF>’71 T Im-1)

~ PF C(PF 2
o =+ A (5 T (1)]°r (22

(2.67)
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Se observa ca aceasta expresie coincide cu cea din cazul 1.1, unde p < pp si n > 1, deci vy
este continua in pr. La fel, si pentru densitatea de stari se gaseste aceeasi formula ca in
cazul 1.1, deci si aceasta este continua:
2pp
5-—n
2 2 PE ( )F (n-1
we {2 gy L2y
2
{’” )T )

Cazul 2.2, p > pp si n < 1: Termenul dominant in acest caz va fi cel care tinde la infinit.

N(p — pr) = (2.68)

Expresia lui vy se aproximeaza ca:

Up—spp ~ w : <}§>n1 - sin (?) . (1 - piQ)n_l (2.69)

T p?

Inlocuind in formula (2.48), densitatea de stari in apropierea lui pg este:

3—n , on-1 2\ 1-7
Pr Pr
N(p — ~ 1l - = 2.70

= pr) m-A-T(1—n)-|sin ()] ( p? ) (2.70)

Se observa deci ca si pentru n < 1 densitatea de stari este continua in p = py, tinzand la 0.

Faptul ca pentru interactiunea de raza lunga in p = pr viteza este infinita, iar densitatea
de stari este nula este nerealist. Pentru a obtine valori finite, respectiv nenule ale acestor
marimi ar trebui luate in considerare efectele de ecranare ale interactiunii de raza lunga, insa
aceasta depaseste scopul lucrarii de fata.

Oricum, rezultatele obtinute pentru interactiunea de raza scurta, cu n > 1, indica spre
directia corecta. Mai exact, efectele de ecranare reduc raza de interactiune, iar rezultatul
total este similar cu un potential in mod intrinsec de distanta mai scurta. Astfel, se poate
intui ca, la fel ca in cazul interactiunii de raza scurta, atunci cand sunt luate in considerare
efectele de ecranare pentru potentialul de raza lunga, viteza si densitatea de stari in pgp devin
finite si nenule.

In finalul acestei sectiuni sunt prezentate graficele vitezei vy si densitatii de stari N(p)
obtinute din expresiile (2.52) si (2.61) pentru viteza, la care se adauga si (2.48) pentru
reprezentarea densitatii de stari.

In Figura 2.3 se regaseste comportamentul divergent al vitezei in jurul lui pp pentrun < 1
dat de expresiile (2.58) si (2.69), ceea ce conduce la densitatea de stari nula din Figura 2.4.
In cazul 1) > 1, conform (2.56) si (2.67), viteza este finita in pp, ceea ce duce la o densitate
de stari nenula in pg.

De asemenea, in Figura 2.3 se observa ca pentru valori mari ale lui p, viteza vy are un
comportament liniar, atat in cazul n < 1, cat si in cazul n > 1. Aceasta se poate vedea din
expresia (2.61), tinand cont de faptul ca pentru valori mari ale lui p functiile Hipergeometrice

tind la 1, iar p7~* si p7~% tind la 0 datorita restrictiei impuse in sectiunea 2.2, n < 3.
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Figura 2.3: Dependenta vitezei vz de raportul p/pp

In Figura 2.4 se poate vedea ca densitatea de stari N(p) are, de asemenea, un comportament
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liniar pentru valori mari ale impulsului. Din expresia (2.48) se cunoaste ca N(p) ~ ‘I;j
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cum vz ~ p, rezulta ca si N(p) ~ p.
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Concluzii

In cadrul lucrarii de fata s-au gasit o serie de informatii noi in legatura cu sistemele tridi-
mensionale de multi fermioni in care interactiunile dintre acestia sunt de raza fie mai lunga,
fie mai scurta decat cea Coulombiana. Aceste rezultate si-ar putea gasi aplicatia in studiul
anumitor structuri semiconductoare sau al gazelor atomice si moleculare ultra-reci. Concret,
pe baza formalismului cuantificarii a doua si a metodei ecuatiei de miscare a lui Heisenberg,
alaturi de aproximatia Hartree-Fock, au fost calculate: energia unei particule in sistemul de
multi fermioni, energia intregului sistem la 0 K, precum si densitatea de stari, atat ca forma
generala pe intreg domeniul de valori ale impulsului, cat si punctual la nivelul Fermi. De
asemenea, s-au gasit si o serie de rezultate secundare: forma intermediara a transformatei
Fourier a potentialului non-Coulomb, impreuna cu aproximatii pentru energia unei particule
in jurul lui pg.

In ceea ce priveste punerea in aplicare a celor obtinute, calculele ar putea fi continuate
in diferite directii. Pe de o parte, pe baza densitatii de stari ar fi posibil calculul energiei
sistemului de multi fermioni la orice temperatura. Aceasta s-ar face prin integrarea dupa
impuls intre 0 si infinit a densitatii de stari inmultite cu functia Fermi-Dirac si energia e;.
In practica, aceasta ar fi o problema dificila pentru a fi rezolvata analitic, insa cu ajutorul
calculatorului dependenta s-ar putea gasi numeric. Odata ce acest rezultat este cunoscut, nu
ar trebui sa fie prea greu de calculat capacitatea calorica a sistemului, o marime macroscopica
masurabila, prin derivarea energiei interne in raport cu temperatura. Alte cantitati potential
calculabile sunt compresibilitatea sistemului, precum si susceptibilitatea magnetica. Acestea
se pot calcula pornind de la expresia densitatii de stari la nivelul Fermi, pe baza unor formule

prezentate in cartea [6].
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