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Kivonat

Jelen dolgozat az egy-elektron kozelitésre épiils, a 1ézer-atom kolcsonhatdst erds tér
kozelitésben (strong-field approximation) targyalé6 modell elméleti hatterének és szamitogépes
implementicidjdnak bemutatdsdval indit. Modelliink egy els6rendl kozelités, amely lehetGséget
ad a lézer altal indukalt direkt ionizdcidés eseményekhez tartozd valdszinliségi amplitidok
kiszamit4sdra, adott térparaméterek mellett és meghatarozott végallapotokra.

A tovabbiakban a modell pontossdga keriil tanulmadnyozasra, a Schrodinger-egyenlet egzakt
megoldasédval valé 6sszehasonlitds sordn, amely alapjin be lehet azonositani a lézerparaméter-tér
azon tartomanyat, amelyben az ers tér kozelités elfogadhat6 eredményeket szolgéltat. Végiil pedig
a lézer-atom kolcsonhatds sordn keletkezd elektronhulldimcsomagok interferencidjat vizsgaljuk,
a keletkezett interferenciamintdk és a célatom szerkezete kozotti Osszefiiggések felfedezése

érdekében.

Abstract

Our thesis begins by presenting the theoretical background and the computer implementation
of a model for laser-atom interaction in the strong-field approximation based on the
single-active-electron model. Our model is a first-order approximation that allows the calculation
of probability amplitudes associated with laser-induced direct ionization events for given field
parameters and defined final states.

In the following, the accuracy of the model will be studied by comparison with the exact
numerical solution of the Schrodinger equation, which can be used to identify the range of laser
parameter space in which the strong field approximation yields acceptable results. Finally, the
interference of electron wave packets generated during laser-atom interactions is investigated in
order to explore the relationship between the interference patterns generated and the structure of

the target atom.
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Bevezeto

A koherens sugdrzasbol 4ll6 rovid impulzusok formdjaban megjelend, nagy intenzitdsd
1ézerterek hatdsa 6sszemérhetd az elektron €s az atommag kozott haté Coulomb-er6kével az atomi
rendszerek dinamikdjdnak vezérlésében. Egy efféle nagy intenzitdsu 1ézertérrel kdlcsonhaté atom
tehat sz€lsoséges koriilményeknek lesz kitéve, amely kovetkeztében Uj, nemlinedris folyamatokon
alapuld jelenségek mennek végbe [1].

Munkdnk sordn lézer-atom kolcsonhatds eredményeképp keletkezd elektronhullimcsomagok
interferencidjat vizsgaljuk, hangsulyt fektetve a mogottes folyamatok fizikai hatterére. Az eddigi,
ugy elméleti, mint kisérleti kutatdsok tobbnyire a par félciklusi 1ézerimpulzusok alkalmazasabol
szarmazd elektronhulldimcsomagok kolcsonhatdsat rogzitették [2, 3, 4, 5, 6]. E kordbbi kutatdsok
kimutattdk, hogy az egymadstol eltérd térbeli és id6beli trajektoridt bejard elektronhullimesomagok
interferdlnak, 1étrehozva az ugynevezett fotoelektron hologramokat. A legismertebb ezek koziil a
“pok”, amelyet magas fotoelektron energidkig nyuld, a polarizacids tengellyel szinte parhuzamos
sz€les savok jellemzik. Megemlitendd a “legyezd” struktdra is, amely a radidlis interferenciasavok
alapjan ismerhetd fel, illetve a “halcsont”, amelyben az interferenciasdvok kozel merdlegesek a
polarizacids irdnyra.

35
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1. dbra. Balrdl jobbra haladva a "pok" ("spider"), "legyezd" ("fan") és "halcsont" ("fishbone")
struktarak [7].

Figyelmiink a sokciklus hataresetre irdnyul, amikor is egy hosszabb 1ézerimpulzus
kolcsonhatdsat vizsgaljuk adott célatommal, tanulmédnyozva ilyen esetben hogyan véltozik az
interferenciamintdk struktdrdja és milyen fizikailag értelmezhetd folyamatok dllnak emdogott.
Mivel egy hosszu 1ézerimpulzus sok informécié feldolgozdsat jelenti, megkozelitésiink alapjét
egy par félciklus kiragaddsa képezi az adott 1ézerimpulzus kozepébdl, amely leegyszer(siti a

tanulmanyozast és ugyanakkor elegendd az Osszes relevans jelenség megfigyelésére.
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A 1ézer-atom kolcsonhatdsnak egy fontos specidlis esete az, amikor a lézer fotonjainak az
energidja joval kisebb, mint az atom ioniz4ciés potencidlja. Ha az intenzitds értéke elég nagy,
illetve a frekvencidé elég kicsi, az ionizdcié ugy megy végbe, mintha a lézer kvazi-sztatikus
elektromos térrel rendelkezne. Ilyen feltételek mellett célszerl az erds tér kozelitést (strong field
approximation), a tovabbiakban SFA, alkalmazni, amely azt feltételezi, hogy egy aktiv elektron,
az ionizaciot kovetben csak a 1ézertérrel hat kolcson, az ionizalt atommal nem [1].

A Schrodinger-egyenlet megolddsdval szemben, ami az atomok viselkedésének nagy
intenzitdsd lézerterekben vald lefrdsdnak standard mddszere, az SFA modell nagyobb
rugalmassagot biztosit azéltal, hogy lehetdséget ad a koztes 1épések vizsgalatiara és ekképp az
eredmények fizikai értelmezésére.

Dolgozatunk az SFA modell felépitéséhez sziikséges elméleti hattér Osszefoglaldsaval
indit, majd magidt a modellt mutatja be. A tovdbbiakban hidrogén atomra szabjuk az
SFA modellt. Levezetjik az &atmeneti valészinliségi amplitudéban elvégezhetd analitikus
szdmitasokat, majd leirjuk szdmitogépes szimuldcioként implementalt, a valdsziniiségi amplitudd
teljes értékének kiszdmitasdhoz alkalmazott numerikus modszereket. Az utolsé fejezet az
eredmények kiértékelését tartalmazza: megvizsgiljuk az elektronhulldimcsomagok keletkezését
és interferencidjuk mechanizmusit, a kétszeresen differencidlis 1onizdcids valdszintiségeket €s a
sokfoton-ionizécids spektrumokat, és mindezt 6sszehasonlitjuk az idofiiggd Schrodinger-egyenlet

egzakt megoldasabol kapott eredményekkel.
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1. Elméleti hattér

1.1. Sokfoton jelenségek

1963-ban figyelték meg eldszor a sokfoton-ionizacié (multiphoton ionization, MPI) jelenségét,
amely sordn egy atomi rendszer, az ioniz4cids potencidlndl kisebb energidji fotonok kozel
egyidejl elnyelésével tesz szert az ionizacidhoz sziikséges energidra [8]. Késébb felfedezték, hogy
megfelelden magas intenzitdsokon (I > 10" Wem™2) a kibocsdtott elektron az ionizdciéhoz
sziikséges minimalis szdmot meghalad6 szdmu fotont képes elnyelni, e jelenség neve pedig kiiszob
feletti ionizacié (above-threshold ionization, ATT). Ilyen esetben a kapott fotoelektron spektrumon
csucsok figyelhetdek meg [1].

Amennyiben a frekvencia értéke elég alacsony, a lézerintenzitds pedig megfeleloen erds, az
ionizacid egy kvazi-statikus modell segitségével értelmezhetd. Keldysh kvazi-statikus elmélete az
SFA-t alkalmazza, amely azt feltételezi, hogy az ionizalt elektron csak a lézertérrel hat kolcson, az

1onizalt atommal nem. Egy fontos mennyisége az elméletnek a Keldysh-paraméter:

Tk = (Q_Up) ) (D

2 2

ahol Ip az ionizécids potencidl, Up pedig a ponderomotiv energia, amelyrdl a késébbiekben lesz
szo6 [1].

Ha 7x < 1, az alagithatds domindl az atomi potencidl és a lézertér egymadsratev6désébdl
1étrejove effektiv potencialon keresztiil, ha pedig vx 2= 1, a domindns ionizaciés mechanizmus az

MPI [1].

1.2. Elektron klasszikus nemrelativisztikus dinamikaja lézertérben

Az elektron 1ézertérben valé mozgasdnak relativisztikus dinamikdjat leiré Lorentz-egyenlet:

%pkl = —e|E(r,t) + v x B(r,1)], 2)

ahol p,; = ymv, m az elektron tomege, v a sebessége, v = (1 — Z—i)% pedig a Lorentz-faktor [1].

Az elektron mikroszkopikus mozgasanak vizsgdlatira bevezetjiikk a nemrelativiszikus, nagy
hulldmhosszak tartomdnydban érvényes Lorentz-egyenlet kozelit6 alakjat, amely (2) Osszefiiggés
alapjan:

e
%V = —EEO'Q,t) (3)
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A fenti kozelitésben elsGsorban azt feltételeztiik, hogy az alkalmazasok nagy részében az intezitas
olyan mértékd, hogy a nemrelativisztikus lefrds indokolt, v = 1, illetve azokra az esetekre
korlatozodunk, amelyekben az elektron kezdeti sebességének értéke biztositja azt, hogy az
elmozdulésa a terjedési irdnyban joval kisebb, mint a 1ézer hulldmhossz [1].

A (3) 0sszefiiggés alapjan egy, a ¢y idopillanatban v, kezddsebességgel rendelkezé elektron
sebessége: t

v(t) = —% E(ro, t')dt' + vo
to )

e e
= —A(I'Q, t) — —A(I’O,to) + Vo
m m
Az mv mennyiséget kinetikus impulzusnak nevezziik, bevezetve a kanonikus impulzust is, mint

p(t) = mv(t) — eA(rg,t), a fenti egyenlet a kovetkezs alakba irhat6:

p(t) = p(t),

ami az impulzusmegmaradast fejezi ki a nagy hulldmhossz kozelitésben. Az elektron klasszikus
mozgésa lézertérben tehit egy driftmozgds és egy rezgébmozgas szuperpozicidja. Az elébbita vy =
pllo) _ o < A(ro, to) driftsebesség, mig az utébbit az #

m

rezgési sebesség jellemez. Ezek

alapjan, a (4) Osszefiiggést integralva egy, a ¢, idopillanatban r( helyzetvektoru elektronra:
r(t) = aft, to) + va(t — to) + o,

ahol
t
a(tvt()) = 3/ A(r()vt/)dt/ (5)
m to

az elektron rezgés miatti kitérésvektora [1].

Egy nemrelativisztikus elektron mikroszkopikus mozgasdnak tanulmanyozdsiakor homogén
1ézerteret feltételezhetiink, ilyen feltételek mellett viszont a szabad elektron nem tehet
szert eredd elmozduldsra vagy sebességre. Az ATI spektrumok értelmezéséhez sziikséges az
elektron makroszkopikus dinamikdjdnak a figyelembevétele is, azaz hogy milyen folyamatok
zajlanak le amiutdn elhagyja a lézerfokuszt, ehhez pedig mar szem eldtt kell tartani a
lézerimpulzus intenzitdsanak térbeli valtozdsat. Elhanyagolva az elektron és az ionizdlt atom
kozotti kolesOnhatést, a 1ézerimpulzus véges ideje, illetve a 1ézer-atom kolcsonhatési térbe valo
fokuszéldsa miatti térbeli inhomogenitdsok fogjak befolydsolni az elektrondinamikat [1].

Az elektron rezgdmozgasabol adodik egy U, ponderomotiv energia, amely egy szabad

elektron, egy lézerciklusra kidtlagolt mozgdasi energidja, ha a driftsebessége nulla a 1ézertérben.
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Monokromatikus sugirzas esetén:
e*F2

Amw?

U, (©6)

A tér inhomogenitdsdbdl szarmazik egy ponderomotiv erd:

mbav— - vEED
dt  2mw? P/
= _VUP(r)lr:rm

ahol Av a kitérési sebesség, U,(r) pedig a ponderomotiv potencidl, mivel az r, kornyékén az
elektron atlagban tgy mozog, mintha a potencidlis eneridja az ry-beli ponderomotiv energidjaval
lenne egyenlS. Az U,(r) hatdsdra tehdt az elektron a kisebb intenzitdsok fele mozdul el, kilokodik

a lézerfokuszbol, és mivel igy eltdvolodik az atommagtol, a késébbiekben jogos lesz az atomi

potencidl elhanyagoldsa [1].

1.3. Dipdl kozelités

Amennyiben azt feltételezziik, hogy a lézerhulldmhossz nagy a tanulményozott atomi rendszer
méreteihez képest és az intenzitds nem akkora mértékd, hogy a nemdipdl hatdsok jelentdsek
legyenek, a dipdl kozelités alkalmazhatd, amely elhanyagolja a 1ézertér térbeli véltozasat atomi
skdlan. Ilyen feltételek mellett, ha az atom magjanak a pozicidja ry, az A(rg,t) = A(t)
vektorpotencidl térben homogén és automatikusan teljesiilnek a Coulomb-mérték feltételei.
Ekképp:

d

B(t) = —ZA(),

a B = V x A madgneses tér pedig eltlinik [1].
Ekkor egy klasszikus elektron rezgdmozgdsabdl ad6do, a rezgési centrumhoz vonatkoztatott

kitérésvektora:
t
[
t) = — A(t)dt 7
o) = [ AW) )

A dipdl kozelitésben, az elektron elektromédgneses térrel valé kolcsonhatdsat leird
Hamilton-operator alakjanak leegyszertsitésére 1is lehetéség van, mértéktranszformacioé
segitségével. Az elektromégneses térben levd elektron nemrelativisztikus Hamilton-operdtoranak

standard alakja, a ¢(r, t) skalar- és A(r,t) vektorpotencidl figgvényében:

1
H(t):%(ereA)z—ed)
2 2
p e € A2
_ P ‘. CA) + A%
2m+2m< P+p )+2m ¢
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Az 1d6fiiggd Schrodinger-egyenlet, hidrogénszer( atomra:

L0 n_, L€ et
zhallf(r,t)— —%V +V—zh%(A-V+V-A)+%A —ep| Y(r,t) (8)

A (8) egyenlet egy fontos tulajdonsdga, hogy a kvantummechanikai mértéktranszformacié soran

alakja véltozatlan marad. Amennyiben a kovetkezd transzformacidkat végezziik el:

A—-A'=A+Vf
af
¢ =¢——=
6= =6— 2
U — U = exp(—icf/h)¥
az f = —A(t) - r fiiggvényt alkalmazva, az tgynevezett hosszmértékben felirt id&fiiggd
Schrodinger-egyenletet kapjuk meg. Ekkor:
A'=0
'=—E(t) r
e

Ul(r,t) = exp [%A(t) -r] U(r,t),

és hosszmértékben az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet:

. 9, L _ L
zha\lf (r,t) = [Ho + eE(t) - r]¥*(r, 1),

ahol Hy = — 22 1V és H:

wnt

() = eE(t) - r [1].

1.4. Az evoliicios operator

A lézer-atom kolcsonhatds tanulmédnyozdsdnak standard moédszere az idofiiggd

Schrodinger-egyenlet megoldésa:
0
thoy [2(1)) = H(t) [T(t)) 9

A nem egzakt mddszerekhez fordulva viszont, szimos modell (kozottiik az SFA is) alapszik az

evoldcids operdtor kozelitd alakjdnak meghatdrozdsara. Az evoliicids operator bevezethetd, mint:

[W(t)) = Ult,to) [V (to)), (10)

10
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és a kovetkezd kezdeti feltételt teljesiti:
Ulto, to) =1, (11)

ahol [ az egység operdtor [1].
A (9) és (10) osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy az evolicids operatorra felirhaté a kovetkezd
egyenlet:

z’h%U(t, to) = H(U(t, to) (12)

A (12) differencidlegyenlet, a (11) kezdeti feltétellel egyiitt helyettesithetd egy

Volterra-integralegyenlettel:
i t
Ult,tg) =1— ?_L/ H(t))U(tq,to)dty, (13)
to

illetve mivel UT(t,ty) = U~Y(t, to) = U(ty, 1), az evoliciés operator a kovetkezd egyenletet is
teljesiti [1]:
. t
Ult,ty) = I — %/ U(t, ) H(t))dt (14)

to

1.5. Gordon-Volkov hullamfiiggvények

Az SFA az ionizaciét kovetden az elektront szabadnak tekinti, azaz nem hat kdlcson az atomi
potencidllal. Ekképp az elektrondllapotok ionizacié utdn Gordon-Volkov hullaimfiiggvényekkel
jellemezhet6ek, amelyek megolddsai a szabad elektronra felirt Schrodinger-egyenletnek. Ezek

alakja hosszmértékben, a hulldimszdm-vektor térben [9]:

UY(r,t) = (21) 2exp {%[hk +eA(t)] r— ﬁ /t [hk + eA(t’)]th’} (15)

—00

A Gordon-Volkov evolucios operator:

Ur(t,to) = / dk |0y (1)) (T, (to)] . (16)

ahol | WY (t)) és (WY (t0)| Gordon-Volkov allapotvektorok adott idSpillanatokban [1].

11
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2. Eros tér kozelités

Az egy-elektron kozelitésbdl indulunk ki, amely helyettesiti a lézertérben levd atomot
egy elektronnal, amely kolcsonhat a 1ézertérrel és egy effektiv potencidl altal kotott, amely
leirja az aktiv elektron és az atom tobbi része kozotti dtlagolt kolcsonhatast [9]. A rendszer

Hamilton-operdtora felirhat, mint:
H(t) =T+ V 4+ Hyyu(t), (17

ahol 7" a elektron mozgési energia operdtora, a V' potencidl irja le az elektronnak az atomi
ionnal val6 kolcsonhatdsdt, H;,(t) = e - r - E(t) pedig az elektron-1ézertér kolcsonhatdsat
leir6 Hamilton-operator [1]. Gyenge kiils6 tér esetén a maggal valé kolcsonhatds domindl, igy a
térrel val6 kolcsonhatds perturbdcidnak tekinthetd, ennek eredménye a hagyomanyos perturbécids
elmélet. SFA esetén a lézerintenzitds elég nagy ahhoz, hogy a Coulomb-kolcsonhatast lehessen
perturbacionak tekinteni, ez az er0s tér perturbacids elmélet keriil a tovdbbiakban bemutatasra.
Kihasznalva, hogy a Hamilton-operator felbonthatd a "nemperturbalt" és a perturbdcionak
szamitott atomi potencidllal valé kolcsonhatést leir (V) tagok Osszegére, az U(t,t') evoldcids

operatorra a kovetkezd két egyenletet lehet felirni:
t
Ut,t') = Up(t,t)) —i / Ur(t, t)VU(t,,t)dt,
t/
t
t/

A fenti egyenletek, végtelen sor formdjdban felirt megoldésa:

_ ZU(n)(t,t/), (18)

n=0
amelynek az elss tagja a [ (t,t') = Ug(t,t") Gordon-Volkov evoliiciés operator, mig a tobbi tag

[1]:
T (¢, 1) /dtl/ dt), .. /ldt;
(19)

X UF(t t )VUF(tl,tQ)V UF( n—1s n)VUF( ) n Z 1

A (9) egyenlet formélis megolddsa megadhat6 mint:

W) = [dolt)) — i / AU (L, ) Ho () |00(8)) 20)

to

12
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ahol a kezdeti éllapot |Uy(to)) = |do(to)) = |vo) exp(—iEgto/h) a nemperturbalt id6fiiggd

Schrodinger-egyenlet megoldédsa és amelybe helyettesitve a (18) Osszefiiggést [1]:

U (t)) = |¢o(t) +Z|\If 1)
ahol:
F )
T(0) =i [ T8 Hualt) n(t) @
to
Az evoliciés operdtor (18) Osszefiiggéséhez hasonldan, az M = (¢(t)|¥(t)) mbdon

értelmezett, a |U(t)) kezdeti dllapotbdl a (p(t)| végsS éllapotba valé dtmenethez rendelhetd

valdszintiségi amplitudo is a kovetkezd alakba irhato:

- i AR (23)

n=0

Felhasznalva a (19), (22) egyenleteket, illetve, hogy ¥ (t,t') = Up(t,t'), a sor elsd tagja:

t1
M(O):—z'/ dt’' (U (1) Hyn(t') |0 (t')) , (24)

to

mig a tobbi:

M™ =(¢ (tl)l\lf
+(n—1)

=(—i)" / dt’ / dt! / dtl, .. / dt™ (25)

X (U ()| VUR(#, 1)V . Up(t, 1, ) VU () Hing () [f0(t)) ;1m0 > 1

Az SFA akkor alkalmazhatd, amikor a 1ézer korfrekvencia alacsony, illetve az intenzitas elég
nagy ahhoz, hogy az (1) Osszefiiggés altal megadott v, < 1 [1]. Ekkor, linedrisan polarizalt
sugdrzas esetén az ionizdcids rita nemlinedris fiiggvénye az E(t) térerGsségvektor modulusanak,
éles maxmimumokat mutat, amikor |E(¢)| is maximadlis értékd, igy pedig hullimcsomagok
tobbnyire kétszer keletkeznek egy 1ézerciklus alatt [7].

Amennyiben az ionizdlddott elektron tovabbi kolcsonhatdsok nélkiil ér a detektorhoz, direkt
elektronnak nevezik, ha pedig a lézertér visszatériti és litkozik az ionizdlt atommal, szort
elektronrdl van sz6 [7]. A (21) osszefiiggés mindkét emlitett esetet magdba foglalja. Az egyenlet

jobb oldaldnak elsé tagja egyszertien az id6beli evoliciét szenvedett kezdeti dllapot. A masodik,

ahol n = 0, a direkt ionizdcié hozzdjiruldsat adja, azaz azt irja le, hogy a kezdeti allapot
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kolcsonhat ¢ idGpillanatban a l1ézertérrel és Gordon-Volkov hullamfiiggvények szuperpozicidjaba
megy at. Az n > 1-nek megfeleld tagok az ionnal val6 iitkozések kontribuciéjat tartalmazzak.
A keletkezett dllapot-szuperpozicié szabad elektronként evolval az Ug(t,,t") Gordon-Volkov
evoliciés operdtornak megfelelGen, majd kolcsonhat az ionnal ¢/, idGpillanatban. A folyamat
hasonl6 az n darab iitkdzésre, a teljes hozzdjarulas az dllapotvektorhoz pedig megkaphaté az 6sszes
lehetséges ¢/t ..., t] iitkozési idGpillanatra val¢ integraldssal [1].

A (24) egyenlet szolgdl majd alapul szdmitisainknak, ez felel meg az SFA els6rendd

kozelitésnek, amely a direkt ionizacidhoz tartozé dtmeneti valdszintiségi amplitudét adja meg.
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3. Elsorendi SFA modell hidrogén atomra

3.1. Analitikus szamitasok
Amennyiben hidrogén atomot tekintiink, a (24) alakban felirt val6szintiségi amplitudéban,
atomi egységekben kifejezve:

\DL/(I', t) = (2m)” 3 0iB(t) Gi(A () +K)r

Y

ahol ¢k = 1 ffoo [k + A(#)]?dt'. A mésodik exponencidlis tagot gombfiiggvényekkel felirva
[10]:

RO = 47y Z i (K] - DY (@) Y™ (),

1h=0m1=—-1
ahol k' = A(t) + k, ji, szférikus Bessel-fiiggvény, illetve Y,"™ (0, ¢) = (—1)"Y,™ (6, $) médon
értelmezett a gobmbfiiggvények komplex konjugdlasa.

A kezdeti dllapot (24)-ben:

Rnl2 ( )

[Po(to)) = ——=Y* (),

ahol R(r) a hidrogén atom hulldmfiiggvényének radidlis része, mig a ¥;)"*(€2,) gombfiiggvény a
szogfiiggést tartalmazza.

Felhaszndlva, hogy atomi egységekben:

a valdszintiségi amplitudéra kapott osszefiiggés:

t1
M =iy [ arenonw)y” S M) / drji, (K- ) Ry, (r)r?
to

Lh=0m1=—11 (26)
: /{Q }erETl(Qr)W(QrMT(Qr)

A (26) egyenlet jobb oldaldn az utolsd, szog szerinti integralt Wigner-féle 3-j szimbdlumok
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segitségével felirva [11]:

= [ V@YY ()i
{92}

_\/(2z1+1)3(2z2+1) bl b (L 1 b
dm 00 0/ \m 0 my

A 3-j szimbdlumok kivdlasztdsi szabdlyai alapjan m; = —ma, illetve |lo — 1| < I} < [l + 1| és
Iy # 1y, igy a

- Z DY () /{ A (K1) R, 1) / A Y () V(D) Y ()

{Qr}

h=0mi=—-1l1

rész a kovetkez6 alakot olti:

— lob—1 1 1 lhb—1 1 1
Wk, ) =(—i) 1y MQ(Qk/)\/3(2Z2 D@2 +1) [l 2 2 2

o A 0 0 0/ \—m 0 my
. m 3205 +3)(2l, + 1
[ i (K1) - R 0 (021 0y 22 S )
{r} ™
lg—l 1 lg lg—l 1 l2 .
« / Ay (K] Je]) - Ry ()7
0 0 0 —TMM9 0 mo {r}

27
Gombfiiggvényekkel dolgozva indokolt poldrkoordinéta-rendszerben felirni a hullimszamvektort
és a vektorpotencilt, igy pedig a k' = A + k médon értelmezett hullimszamvektort a kovetkezs

polédrkoordinéték jellemzik:

(k+A), kcos(0)) + Acos(04)
608(91{/) = I = 3 3
V2 A+ A2 2k A f (O, ox, 05 04)
tolon) = (k+A),  ksin(0)sin(pr) + Asin(f4)sin(pa)
A (k+ A),  ksin(0))cos(py) + Asin(0a)cos(pa)’
ahol S Oks pr, 04, 04) = 2k Alsin(6)cos(pr)sin(Ba)cos(pa)  +

sin(0x)sin(pr)sin(04)sin(pa) + cos(Ox)cos(04)].

3.2. Numerikus modszerek

A (26) forméban felirt atmeneti valdszintiségi amplitudoban a radidlis, illetve 1dd szerinti
integral elvégzéséhez numerikus médszerekhez fordulunk.

A radiélis integralt Python beépitett fiiggvény szdmitja, ezt felhasznalva végziink konvergencia
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tesztet az integrdldsi tartomdny meghatdrozdsdra: vdltoztatva a tartomdny felsd hatdrat, az
integralértékek Osszehasonlitdsra keriilnek addig, amig egy elére meghatarozott hibahatiron
beliilre nem keriil a kozottiik levo eltérés.

Az 1d6 szerinti integrélds elvégzéséhez elsGsorban felépitiink egy 1ézerimpulzust, amely két
periddusnyi hosszal rendelkezik. Az elektromos térerdsség értékét, adott idGpillanatban megadd
Osszefliggés:

E(t) = Epsin(wt) (28)

Ahhoz, hogy ez valdédi lézerimpulzusként viselkedjen, azaz a térer6sség modulusdnak
maximumakor a vektorpotencidl értéke nulla legyen, ki kell bdviteni az elejét és a végét
egy-egy félciklussal. Ezek amplituddja és korfrekvencidja gy lett megvélasztva, hogy kétciklusu
impulzusmagunkhoz képest ne okozhasson 1ényeges ionizaciot.

Az 1d6 szerinti integrdlds tartomdnydt egyenlé kozl rdcsra felosztva, majd minden
intervallumot djabb alintervallumokra bontva, a szdmitégépes szimuldcié eldre kiszdmitja a
térerGsség és a vektorpotencidl, illetve az €Y fiiggvénybeli |, m Al)dt' és | 0 A%(t)dt!
integrdlok értékét a racspontokban, Simpson-médszerrel. Ujabb konvergenciatesztek sziikségesek
ezen lépések elvégzésekor: meg kell hatdrozni hany intervallumra osztandé az id6 szerinti
integrdldsi tartomdny, amely megadja a valészinliségi amplitudéban a végsd integraldsi
1épéshosszt, illetve az alintervallumok szdmat egy id6lépésen belill, amely a térerdsség
integraldsakor alkalmazott 1épéshosszt hatdrozza meg.

A (27) osszefiiggés alapjan definidlt W (k, ') szamitasa erGsforras-igényes, de explicit médon
csak az A(t') értéktdl fiigg, igy nem sziikséges W (k,t') kiszdmoldsa minden id&pillanatban.
Ehelyett a W (k,t')-re egy fliiggvénytablat allitunk 6ssze a vektorpotencial szélsGértékei kozott,
majd erre spline interpoldcids fiiggvényt épitiink. Ez az eljards 1ényegesen lecsokkenti a
programunk végrehajtisi idejét. A fliggvénytabla elkészitése tjabb konvergenciatesztet igényel,
mivel a vektorpotencidl széls6értékei kozotti intervallumot osztjuk fel adott 1épéshosszal,
mindegyikben kiszdmitva a W (k,t') értékét. A 1épéshossz meghatdrozdsira folyamatosan
hasonlitjuk a summdzds egzakt értékét az interpolacidbdl kapott értékkel, amig a meghatarozott
hibahatdron beliil nem keriiliink.

Végiil a szimuldci6 Simpson-modszert alkalmazva szdmitja ki az M atmeneti valdszintiségi

amplitudot, a kivant integrildsi tartomdnyon.
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4. Vizsgalt jelenségek

Az 1dofiiggd Schrodinger-egyenlet (TDSE) egzakt megolddsa alapjan tizenkét
térparaméterpar lett kivédlasztva. Az w = [0.057,0.35] a.u. intervallumb6l valé minden
korfrekvencidra harom-hdrom intenzitdsra futtatuk le a szimulaciot.

Amennyiben végig linedrisan polarizalt [ézersugdrzast feltételeziink, 04, p4 = 0, és tetszSleges
oy érték mellett minden térparaméter-kombindciéra tobb k — 6 parositasra ki kell szdmitani az
atmeneti valészintiségi amplitudé értékét, lefedve a 6, lehetséges értékeinek teljes tartomdnyat
(0°- 180°) egyenld kozii felbontdssal. A maximdlis k érték aszerint keriil megvalasztasra, hogy
hany sokfoton-ionizdcids csucsot szeretnénk megfigyelni. A j6 energiafelbontds érdekében a

hullamszamvektor abszoltt értékeit egy dE energialépés definidldsan keresztiil hatdrozzuk meg:

dE =
ki = V2dE -i = \/2E,,

=l &

ahol N egy természetes szam €s “z¢= adja meg a megjelenitett sokfoton-ionizacios csicsok szamat.

1.00 A — E(t)
ﬂ — A(b)

0.25 A

—0.25 A

E(t),A(t)

—0.50 1
—0.75 A U
—1.00 A

0 50 100 150 200 250 300
t

2. dbra. A szimul4ci6 sordn hasznalt 1ézerimpulzus €s a beldle szarmaztatott vektorpotencidl alakja.
Az E(t) gorbén l4thato a két, egy hosszabb 1ézerimpulzus kozepébdl kiemelt periddus, kibdvitve a
korrekcids félciklusokkal. A két periddus elegendd a relevans jelenségek megfigyeléséhez.
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4.1. SFA-TDSE: Kkétszeresen differencialis ionizaciés valészinilségek

osszehasonlitasa

— 35 07 - 3.5
— 3 —0.6 - 3
— 2.5 2305 - 2.5
— 2 =04 - - 2
— 15 ~03 — 1.5
— 1 02 - 1
— 0.5 0.1 - 0.5
0 O 0 1 (i Il = 0
-1 -08 -06 04 -02 0 02 04 06 08 1 -1 -08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
k; [a.u.] k; [a.u.]

3. dbra. Ioniz4cids valészintiség-siirliség a polarizdcids irdnnyal parhuzamos (k) és arra merdleges
hulldmszamvektor-komponensek fiiggvényében, w = 0.35 a.u. — Ey = 0.25 a.u. ( (a) és (b) ),
w=025au —FEy =025au. ((c)és(d)),w = 0.125a.u. — Ey = 0.15 a.u. ( (e) és (f) ),
w = 0.057 a.u. — By = 0.1 a.u. ((g) és (h) ) térparaméterekre.

A 3. dbra szemlélteti, ahogyan az SFA esetén nagyon tisztdn kirajzolédnak az
impulzuseloszlasban koncentrikus gylirlik, amelyek az impulzusnak a lézertér polarizacids
iranyaval parhuzamos és merdleges komponensei édltal meghatarozott sik origdjara centraltak [7].
Ezek a gytrtk felelnek meg az ATI csicsoknak és jelzik, hogy a tanulmdanyozott elektron, a
1ézertérrel val6 kolcsonhatds eredményeképp, az ionizacidhoz sziikséges minimalis fotonszamnal
tobbet elnyelt. Az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet egzakt megolddsdbdl kapott eredmények is
visszaadjdk ezeket a gy(riiket, viszont a szerkezetiik sokkal dsszetettebb. Ez annak tulajdonithato,
hogy a TDSE egzakt megolddsa figyelembe veszi az elektron djrabefogdsat és djraszérodasat,

amelyek 4j struktirdkat eredményeznek az interferenciamintdkban, és amelyek az elsérendi SFA
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modelliinkbd] hidnyoznak.

4.2. Kilépési irany szerint integralt valosziniiség-siiriiség - ionizacios
spektrum

Az ioniz4cids spektrum kiszamitdsdhoz kezdetben attériink az impulzustérbdl energiatérbe,
igy a késGbbiekben a sokfoton-ionizdciés csucsok tanulmdnyozdsit megkonnyitve.
Legyen az impulzustérben felirt M &tmeneti valdszintiségi amplitudé esetén az ionizacids

valoszintiségstirtiség P(k, 0;) = |M|*. EKkor:

dk

P(E,0) = P(k’ek)d(ch)’

(29)

ahol dk = k2sin(6y)dk és d(kE) = E%sin(6),)dE. A (29) egyenlet a kovetkezGképpen irhat6 fel:

2

2
P(E,0,) = P(k,0) 75 = [M[* 5 (30)

Ismerve adott végallapotra P(k, 0y)-t, a teljes ionizaciés valdszinlség:

0o T 2
P:/ k:Qdk:/ dek/ dpsin(0y,) P (k, 0y) (31
0 0 0

A (30) Osszefiiggés kilépési szog szerinti integraldsdval eljutunk az ionizdciés spektrumot megado
Osszefliggéshez:

P(E) = 2 / " sin(60)d6,E2P(E, 0)) (32)
0
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w=0.35a.u. w=0.35a.u.
1.6 — TDSE —— TDSE
— srA 10% 4 — srA
1.4
1.29 10714
1.0
m) 4 oo
z 08 T 10724
0.6
0.4 1 1072 4
0.2 Z A
-4 4
0.0+ 10
T T T T T - T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Ela.u.] Ela.u.]
w =0.25a.u. w=025a.u.
— TDSE
1.75 4 — SFA
107 4
1.50
1.25
1073 4
@ 1.004 o —— TDSE
T T — SFA
0.75 4
107° 4
0.50 4
0.25 107
0.00 4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Ela.u.] E[a.u.]
w=0.125a.u. w=0.125a.u.
— TDSE —— TDSE
1754 — sFA 100 — ska \
1.50
1.25
1071 4
& 1.004 o
T a
0.75 4
1072 4
0.50 4
0.25
1073 4
0.001
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
E [a.u.] E[a.u.]
w = 0.057 a.u. w = 0.057 a.u.
— TDSE 100 — TDSE
1.2 — SFA — SFA
1.0
1071 4
0.8
m [T
= 064 = 10 2
0.4
1073 4
0.2
0.0 j 1074 4
0.00 005 010 015 020 025 030 0.35 000 0.05 010 015 020 025 030 0.35
E[a.u.] Ela.u.]

4. 4bra. Ionizacids spektrum (ionizacids valdszinliség-stiriség az elektron kilépési energidjanak
fliggvényében) Osszehasonlitisa SFA és TDSE esetén, rogzitett korfrekvencidra. A fiiggbleges
pontozott vonalak jelzik a ponderomotiv eltolast figyelembe vevd energiamérleg alapjan szamitott
ATI csticsok helyzetét.

A 4. dbra grafikonjain az ATI csticsok rajzolddnak ki, legtisztdbban az SFA esetében, mivel
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nem szdmol az elektronok jraszérodasaval és djrabefogasaval, amelyek nyomot hanynak az ATI
spektrumon. Az ATI csicsok egymdstdl egyenld tdvolsdgra jelennek meg, amely értéke a 1ézer
fotonenergidjaval, ebben az esetben w-val, egyezik meg.

Az SFA modellnek megfeleld ATI csucsok eltolodnak a nagyobb energidk fele a TDSE

csucsokhoz képest, a Coulomb-kolcsonhatds elhanyagoldsa miatt az ionizaciot kovetden.

w = 0.35a.u. w = 0.25a.u.
100 4
1071 o
10—1 4
1073 4
D 1072 m
I T
-5 4
1073 4 10
10-4 4 Ep=02 107 Ep=0.1
—— Eo =025 — Ey=0.15
— E¢=0.35 — Ey =025
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
E[a.u.] Ela.u.]
w =0.125a.u. w = 0.057 a.u.
10° 4 10° 4
1071 4
107t
o m)
T T 1077
1072
1073 4
. Eo = 0.08
10774 — E =015 »
— E,=02 1079
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
E[a.u.] Ela.u.]

5. dbra. Rogzitett 1ézerkorfrekvencia esetén az ionizdcids spektrum intenzitdstol valo fiiggése, SFA
modell alapjén.
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w = 0.35a.u. w = 0.25a.u.
100 | 100 4
1071 o
1071 4
1072 4
W 10-2 o)
a e 10-3
1073 1044
1075 4
1074 4
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
E[a.u.] Ela.u.]
w=0.125a.u. 5 w = 0.057 a.u.
10
100 4
1071 4
1071 o
1072 4
o m)
I T
1072
1073 4
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10 Eo = 0.08 10-% 4 Eo = 0.05
— E¢=0.15 — E=01
— Eg=025 — E =02
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.00 005 010 015 020 025 030 035
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6. dbra. Rogzitett 1ézerkorfrekvencia esetén az ionizédcids spektrum intenzitdst6l vald fliggése,
1dofiiggd Schrodinger-egyenlet egzakt megoldésa alapjén.

Rogzitett korfrekvencia esetén, az SFA €s TDSE is azt mutatja, hogy az ioniz4cids valdszinliség
fligg a 1ézerintenzitastdl, ennek novekedésével az ionizacids valdszinliség is nd, amint a 5. és 6.
abrakon lathato.

Az SFA ATI csicsokat vizsgalva, rogzitett korfrekvencia esetén megfigyelhetjiik azt, hogy az
intenzitds novelésével az ATI csicsok a kisebb energiaértékek fele tolddnak el. Ez egy ismert
jelenség, amit az ATT csicsok ponderomotiv eltoldsaként ismeriink, és annak tulajdonithatd, hogy
a lézerimpulzus elektromos tere médositja az alapallapot energidjat (Stark-eltolds), ami mddositja
az ionizécid energiamérlegét [12].

Ha elhanyagoljuk a ponderomotiv eltoldst, akkor az n fotont elnyeld elektron energidja:
Ey =nw— I, (33)
ahol I, = 0.5 a.u. a hidrogén ionizacids potencialja [12].

A tovabbiakban, ha figyelembe vessziik a ponderomotiv eltoldst, akkor az energiamérlegnek a
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kovetkezd alakja lesz:

Ey =nw— I, — U, (34)

ahol U, a ponderomotiv energia [12]. Ezen energiamérleg éltal becsiilt elektron energidk
fliggbleges pontozott vonalként vannak feltiintetve a 4. dbrén.
Lathato, hogy modelliink nem tudja visszaadni az ATI csticsok varhaté helyzetét minden

paraméterparra, ami varhato is, 1évén hogy elsorendl kozelitésben alkalmazzuk az SFA-t.

4.3. Elektronhullimcsomagok keletkezése és interferenciaja

Az 4tmeneti valosziniiségi amplitud6 (24) Osszefiiggésében, az 1dd szerinti integral hatarainak
véltoztatdsdaval kiszamithatok az egyes lézerfélciklusokhoz tartozé valdszintliségi amplitudok.
Ehhez a teljes id6tartoményt a térerésség nullpontjainak megfeleld idSpillanatok altal hatarolt
intervallumokra bontjuk, €és ezen intervallumokon integralunk kiilon-kiilon. Ezen parcidlis
amplituddkat M;-ként jeldljiik, ahol i a félciklus indexe, amelyen belill a parcidlis amplitudé
keletkezett.

A szimuldciok eredményeképp hat dtmeneti valészintségi amplitudd értéket kapunk minden
egyes k — 6, kombindcidra, mindegyik egy-egy lézer félperiédust jellemezve. Egy adott
ad valamilyen hozzdjarulast, amelyek koherensen osszeaddédnak. Mivel ezen hozzijaruldsokat
jellemzd dtmeneti valdszintiségi amplitudok komplex mennyiségek, ezek koherens szuperpozicidja

kioltdshoz vagy egymas er0sitéséhez vezet, amely kovetkeztében interferenciamintdkat kapunk.
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7. dbra. w = 0.25au. - Ey = 0.25a.u.. A struktdramentes dbrdk megadjdk az egyes

félciklusokban keletkezett hullimcsomagokat. A hétérképeken feltiintetett dtmeneti valdszintségi
amplitudé indexe jelzi a hullimcsomag keletkezésének megfeleld félciklust. P az ionizécids
valészindség.

A 7. abra alapjan mar lathatd, hogy az egyes félciklusokban keletkezett hullimcsomagok
szerkezete egyszerd, ami egy elvart tulajdonsag, mivel az SFA modell keretén beliil egyetlen
hullimcsomag keletkezik félciklusonként. Ekképp egy félcikluson beliill nem fedezhetdek fel
struktdrdk, nem alakulhat ki interferencia. Mitobb, amint a 2. fejezetben emlitésre keriilt,
ezen hullimcsomagok a térerdsségvektor modulusdnak maximuma kornyékén keletkeznek.
Ennek bizonyitdsdra megvizsgaljuk milyen iddpillanatok hozzdjaruldsai domindlnak az egyes
félciklusokhoz tartoz6 dtmeneti valdszintiségi amplitud6 végso értékének kialakitdsaban.

Egy félciklus tanulmanyozdsakor megkeressiik a kdzepéhez tartozé ti idSpillanatot, mint:

fi— ti +2ti+1’
ahol ¢; az 1. térer6sség-nullértékhez rendelhet6 id6pillanat, tehat a félciklus hatdra. Ezt kdvetden
2- At (At € [0, %]) id6lépéssel folyamatosan novelve a ¢, koriili idSintervallumot, az M;-hez

val6 hozzdjaruldsat vizsgaljuk. A (26) egyenletben a kovetkezd jelolést alkalmazva:
/8 iB8(k,t") / /
G(t) =1 3¢ E({t"W(k,t),
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az atmeneti valdszindségi amplitud6 értékének At nagysagatdl vald fliggését a kovetkezGképpen

értelmezzik: ,
ty,+At

Mi(At) = / G(t)

i At

Az egyértelm szemléltetés érdekében definidljuk a kovetkezd mérdszamot:

_ [M(An) — M(%)

| M;(7)]

4]

- 100,

ahol Mz(%) a teljes félciklusra szamitott dtmeneti valdsziniiségi amplitudo értéke.

100 ~

80 1

60 1

40

20 1

At

8. dbra. w = 0.25 a.u. - Fy = 0.25 a.u. térparaméterek esetén J fliggése a At-tSl.

Amint a 8. dbran megfigyelhetS, a § értéke viszonylag gyorsan konvergdl a 0-hoz. Ez azt
jelenti, hogy a félciklusra szdmolt dtmeneti valészinliségi amplitid6 nagyrészt megadhaté mint
a félciklus maximuma koriili 2At¢ szélességli, viszonylag keskeny idSintervallum hozzajarulasa.
Ez ugy is magyardzhatd, hogy egy félciklus alatt keletkezd szabadelektron-hullimcsomag nagy

része az elektromos térer6sség maximuma kornyékén jon 1étre.
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0
k, [a.u.]

9. dbra. w = 0.25 a.u. - Ey = 0.25 a.u. esetén sokfoton csicsok és nodalis sikok kialakuldsa
a kiilonboz6 félciklusokban keletkezd elektronhullimcsomagok interferencidja sordn. Az egyes
abrdkon jelolve van, hogy mely félciklusokhoz rendelhet6 atmeneti valdszinliségi amplituddk
koherens szuperpozici¢jabol alakultak.

A 9. dbra szemlélteti, hogy két azonos fazisu félciklusban (2. és 4. vagy 3. és 5.) keletkezett
hullimcsomagok interferencidja teljesen szimmetrikus struktirdkhoz vezet, amelyek az ATI
csucsoknak megfeleld gytirikbdl dllnak. Ezekben a gyfirlirendszerekben a nodalis sikok, ahol az
atmeneti valoszinliségi amplitud6 értéke nulla, az ellentétes fazisu 1ézerfélciklusokban keletkezett
elektronhullimcsomagok egymasratevddése miatt alakulnak ki.

Minden paraméterparra az adott félciklushoz tartoz6 elektronhullimcsomagok kettesével vett
interferenciamintdja azonos alaku, illetve a struktirdk kialakuldsdnak mechanizmusa is hasonld,
igy elengendd egy paraméterpdr vizsgalatara korlatozédni.

A sokfoton csicsok kialakuldsa az elektron kilépési irdny szerint integrdlt ionizacids

valészindiség-siirtiségben is nyomon kovethetd, amint a 10. dbra is szemlélteti.
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10. dbra. w = 0.25a.u. - By = 0.25a.u.. Egyes félciklusok hozzdjarulasa az ionizécids

valdszintiség-stirlis€g ért€kéhez. M az Osszes félciklus hozzdjarulasat jelzi, a korrekcids
kiegészitésekkel egyiitt.

Els6sorban kiemelend6, hogy a korrekcids félciklusok, M; és Mg, hozzdjaruldsai
elhanyagolhatéak a tobbihez képest, ezek valéban nem befolydsoljdk az eredmények végsd
kiértékelését. Tovabba a 2,3,4,5 félciklusokban keletkezett hullimcsomagok, az ionizécids
valdszinliséghez valdé hozzdjarulds szempontjdbol megegyeznek, amint a 7. dbran feltiintetett
1onizacios valdszinliség értékek is igazoljik.

Amint mdr targyaltuk, a 10. dbra is erdsiti azt a kovetkeztetést, hogy az azonos féazisu

hullimcsomagok, M, + M, vagy M3 + M; hozzédk 1étre az ATI csticsokat.

4.4. Elektron-szogeloszlas az ATI gyiirik mentén

Abrézolva az ionizdciés valdszintiség-siirliséget a kilépési szog fiiggvényében, a
P(k) maximumainak megfelel6 energiaértékekre adott térparaméterekre, megkapjuk az

elektron-szogeloszlast az ATI gy(irik mentén.
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11. dbra. w = 0.25 a.u. - By = 0.25 a.u. térparaméterek esetén az elektron-szdgeloszlds az elsd
harom ATI gy(rdi mentén.

A 11. 4bra alapjan mindségi jellemzést végezhetiink. Az ATI csicsok fotonelnyelés
eredményeképp jelennek meg, mindegyikhez eggyel nagyobb fotonszdm befogasa rendelhetd,
mint az el6tte levd csicshoz. A fotonelnyelés az impulzusnyomaték értékének megvaltozasdhoz

vezet, vele egyiitt nd az [ mellékkvantumszam értéke és lathat6an a nodalis sikok szdma is.
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Kovetkeztetések és tovabbfejlesztési lehetoségek

Nagy intenzitdsu, alacsony frekvencidji lézerimpulzus kolcsonhatdsat vizsgaltuk hidrogén
atommal er6s tér kozelitésben, gy a modellbdl kapott eredmények értelmezése, mint ezeknek az
id6fiiggd Schrodinger-egyenlet egzakt megolddsabdl kapott eredményekkel val6 dsszehasonlitasuk
altal.

Az SFA modell eredményei azt mutatjdk, hogy lézer-atom kolcsonhatdskor minden
1ézerfélciklusban, a térer6ss€g modulusdnak maximdlis értéke kornyékén keletkezik egy
elektronhullimcsomag. Ezekhez komplex valdszintiségi amplitudok rendelhetSk, amelyek
koherens egymadsratevddése interferenciit eredményez. Az egymadssal fazisban levd félciklusokban
keletkezett hulldimcsomagok interferencidja vezet az ATI csucsok kialakuldsdhoz, amelyek
az elnyelt fotonenergidnak megfeleld tdvolsdgra helyezkednek el egymastdl, illeve amelyek
helyzete kiszdmithat6 az atom ionizdcids potencidljanak és a térparaméterek ismeretében. Az
egymadssal ellenfdzisban levé hulldmcsomagok interferencidja a nodalis sikok megjelenését
eredményezi. Abrizolva az elektron-szogeloszldst az ATI csicsok mentén, szemléltethetd amint
a fotonelnyeléssel n6 az impulzusnyomaték értéke és ekképp a nodalis sikok szama.

Osszehasonlitva modelliinket az iddfiiggd Schrodinger-egyenlet egzakt megolddsanak
eredményeivel, eltéréseket fedeziink fel, amelyek abbdl szarmaznak, hogy az SFA elhanyagolja a
Coulomb-kolcsonhatast ioniz4cid utdn, igy kimarad belble az elektron tjrabefogds €s Gjraszorddas.
Ekképp a kétszeresen differencidlis ionizdcids valdszinliségek Osszehasonlitdsandl a TDSE
esetében 1j, 0sszetettebb struktirdk jelennek meg és az ATI spektrumok alakja megvaltozik.

A jovében az SFA modellt magasabb rendd kozelitésre szeretnénk kiterjeszteni, amellyel a
direkt elektronok mellett az Gjraszérddast, tjrabefogdst szenvedett elektronokat is tanulmanyozni
lehessen. Ezéltal pontosithatjuk modelliinket, kozelebb keriilve az egzakt megolddsok altal

szolgéltatott eredményekhez.
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