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Abstract

In this work, we aim to study two-dimensional fermionic systems where long-range interactions are
present, using the Hartree-Fock approximation method. The study presented includes the theoretical
foundation for calculating relevant quantities for the systems studied, as well as the methodology used

to obtain these results.

The theoretical framework on which this work is based encompasses the basic concepts of second
quantization, where operators and state spaces are quantized, introducing fermionic creation and
annihilation operators, which are highly useful in the mathematical conversion of complex quantum
physics phenomena. With the help of these operators, we mathematically describe the interaction
between electrons in condensed matter, specifically the two-particle interaction potential, which we
will subsequently use to write the system's Hamiltonian and determine certain characteristic physical

quantities.

All calculations were performed using the Hartree-Fock approximation, which reduces the complexity
of the calculations by making the following approximations: the total wave function of a system of N
fermions is approximated by a Slater determinant, and the interactions between particles can be
described by an average potential, assuming that fluctuations around the average value can be
neglected. This latter approximation leads to the simplification of the Hamiltonian and implicitly of

the equations of motion that describe the system.

Using this method, we calculated the total energy of the system, the fermion velocity as a function of
their momentum, and the density of states near the Fermi momentum, also dependent on momentum.
The results of the calculations are particularly useful in determining the electronic, magnetic, and
thermal properties of quantum systems. These results can have applications in the design of new

materials and the understanding of advanced quantum phenomena.

The mathematical relationships we derived demonstrate that the interactions between electrons in a
material influence the physical quantities we determined and, implicitly, the physical properties of the
material. The dependence of the density of states on the fermion momentum for different interactions
qualitatively agrees with recent specialized studies that have used other methods to determine these

quantities, confirming the efficiency and utility of our method.



Rezumat

In lucrarea de fatd ne-am propus studiul sistemelor fermionice bidimensionale, unde sunt prezente
intearctiuni de tipul long-range, folosindu-ne de metoda de aproximatie Hartree-Fock. Studiul
prezentat cuprinde baza teoretica pentru realizarea calculelor marimilor relevante sistemelor studiate,

dar si metodologia utilizata pentru obtinerea acestor rezultate.

Partea teoreticd pe care se bazeazad elaborarea acestei lucrdri cuprinde notiunile de bazd ale
cuantificarii a doua 1n care operatorii si spatiile de stare se cuantifica, introducand operatorii de creere
si de anihilare fermionici, att de utili Tn convertirea matematicd a fenomenelor fizicii cuantice
complexe. Cu ajutorul acestor operatori, se descrie matematic interactiunea dintre electronii din
materia condensatd, mai precis potentialul de interactiune biparticula, pe care noi il vom utiliza in
continuare pentru scrierea hamiltonianului sistemului si ulterior pentru determinarea anumitor marimi

fizice caracteristice.

Toate calculele au fost realizate in aproximatia Hartree-Fock, care reduce complexitatea calculelor,
facand urmatoarele aproximatii:functia de unda totala a unui sistem de N fermioni este aproximata cu
un determinant de timp Slater, iar interactiunile dintre particule pot fi descrise printr-un potential
mediu, presupunand ca fluctuatiile din jurul valorii medii pot fi neglijate. Aceasta ultima aproximatie

duce la simplificarea hamiltonianului si implicit a ecuatiilor de miscare care descriu sistemul.

Folosind aceastd metodd, am calculat energia totald a sistemului, viteza fermionilor in functie de
impulsul acestora si densitatea de stari in apropierea impulsului fermi dependenta de asemenea de
impuls. Rezultatele calculelor sunt deosebit de utile in determinarea proprietatilor electronice,
magnetice si termice ale sistemelor cuantice. Aceste rezultate pot avea aplicatii in proiectarea de

materiale noi si intelegerea fenomenelor cuantice avansate.

Relatiile matematice la care am ajuns demonstreaza faptul ca interactiunile intre electronii dint-un
material influenteazd marimile fizice pe care le-am determinat si, implicit, comportamentul

proprietatile fizice ale acestuia.

Dependenta densitatii de stari de impulsurile fermionilor pentru diferite interactiuni sunt in
concordanta din punct de vedere calitativ cu lucrarile de specialitate recente, in care s-au utilizat alte
metode de determinare a acestor mdrimi, iar acest lucru ne confirma eficienta si utilitatea metodei

noastre.
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Introducere

In ultimele decenii, progresele rapide in fizica materiei condensate au permis o intelegere mai
profunda a comportamentului sistemelor cuantice complexe. Printre acestea, sistemele fermionice
bidimensionale au atras atentia datorita aplicatiilor lor potentiale in tehnologii avansate, cum ar fi
computerele cuantice si materialele topologice. Studiul acestor sisteme necesita abordari teoretice
sofisticate, pentru a descrie cu acuratete interactiunile si dinamica particulelor.

Prezenta lucrare se concentreaza pe analiza unui sistem fermionic bidimensional in care avem
interactiuni de tipul long-range, folosind aproximatia Hartree-Fock, un instrument esential pentru
studiul interactiunilor particulelor intr-un cadru cuantic. Aproximatia Hartree-Fock este bine-
cunoscutd pentru capacitatea sa de a trata efectele de schimb si corelatie 1n sisteme fermionice,
oferind astfel o bazad solidd pentru investigarea proprietatilor de echilibru si a dinamicii
neechilibrului 1n aceste sisteme.

Aceasta lucrare cuprinde o prezentare a formalismului matematic de baza utilizat in realizarea
calculelor unor marimi fizice importante pentru sistemul nostru. Frumusetea tematicii acestei
lucrari constd in puterea uimitoare a aparatului matematic de a descrie fenomenele fizice
complexe, greu de modelat si intuit prin oricare alte mijloace.

Am prezentat principalele notiuni din cuantificarea a doua introducand operatorii de creere si
distrugere fermioni, care ulterior au fost utilizati in metoda ecuatiei de miscare si n scrierea
hamiltonianului unui sistem de N fermioni intre care avem interactiuni. Liniarizand un produs de
operatori din ecuatia de miscare am ajuns la aproximatia Hartree-Fock de care ne-am folosit pentru
calculele urmatoatre.

Studiile recente in domeniul fizicii materiei condensate au evidentiat importanta interactiunilor
long-range in comportamentul sistemelor cuantice. De exemplu, cercetari recente au aratat ca in
sisteme cu interactiuni long-range, dinamica neechilibrului poate prezenta fenomene unice, cum
ar fi raspandirea non-balistica a corelatiilor si incetinirea neasteptatd a dinamicii entanglement-
ului . Aceste descoperiri subliniaza faptul ca interactiunile long-range pot modifica fundamental
proprietatile sistemelor cuantice, deschizind calea pentru noi faze ale materiei si fenomene
dinamice complexe.

In particular, studiul sistemelor fermionice bidimensionale este de mare interes datoritd
comportamentului lor exotic si potentialului de a dezvolta noi materiale si tehnologii. Rezultatele
obtinute in aceasta lucrare, inclusiv energia totala a sistemului, viteza particulelor si densitatea de
stari, oferd o baza solidd pentru intelegerea acestor sisteme. De exemplu, forma densitatii de stari
si viteza particulelor in functie de impuls reflectd influenta puternica a interactiunilor long-range
si pot oferi informatii valoroase despre mecanismele fundamentale de transport si excitare In aceste
sisteme.

In concluzie, aceastd lucrare contribuie la Intelegerea modului in care interactiunile long-range
influenteaza proprietatile fundamentale ale sistemelor fermionice bidimensionale. Prin utilizarea



Lianu Ilinca Studiul sistemelor fermionice bidimensionale in aproximatia Hartree-Fock

aproximarii Hartree-Fock, am reusit sa obtinem rezultate relevante care nu doar valideaza metoda
utilizata, dar si oferd noi perspective asupra comportamentului cuantic al materialelor avansate.

Aceste descoperiri pot ghida cercetari viitoare si pot avea implicatii semnificative in dezvoltarea
de noi tehnologii bazate pe proprietdtile cuantice ale materiei.
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Capitolul 1. Cuantificarea a doua

In teoria cuantica a campului, numarul de particule este o variabila care evolueaza in timp, fapt ce
ne va ajuta sa reprezentdm mai usor sistemele complexe cu mai multe particule indiscernabile cum
sunt fermionii. A doua cuantificare face abstractie de identitatea individuala a electronilor, fiind o

unealtd extrem de utila in calculele matematice pentru aceste sisteme.

Prima cuantificare face legatura dintre fizica clasica, si sisteme cuantice simple, cum ar fi atomii
hidrogenoizi sau molecule simple, cu putini electroni. Aceasta se referd la cuantificarea
proprietatilor observabile ale unui sistem cuantic, cele care pot fi determinate experimental, cum

ar fi energia, impulsul, momentul cinetic etc.

Ca limbaj matematic, se introduc operatorii care inlocuiesc variabilele clasice, in timp ce paranteza
Poisson, ce leaga variabilele conjugate canonic, se inlocuieste cu ceea ce se numeste comutator

cuantic.

Paranteza Poisson intre doua functii f si g este definita ca:

n
of dg of dg
o=y (-2
1.9 . dq;dp; 0p; dq; (D

=1

unde q; sunt variabilele de pozitie si p; sunt variabilele impulsului pentru particulele din sistem,
1ar suma se face pentru toate particulele. Paranteza Poisson masoard cat de mult variaza functia f

atunci cand functia g se modifica si invers.

Comutatorul cuantic este o masura a gradului in care doi operatori nu comuta intre ei si este crucial
in mecanica cuantica pentru a descrie relatiile de incertitudine intre observabile si pentru a exprima

principiul incertitudinii al lui Heisenberg.
Pentru doua observabile A si B, comutatorul cuantic este definit ca:
[A,B] = AB — BA (1.2)

Comutatorul cuantic ne ofera informatii cu privire la cum se comporta observabilele in timp, atunci

cand asupra lor actionam prin operatia de “masurare”.
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Daca comutatorul cuantic a doi operatori este zero, atunci acestia se numesc operatori compatibili
si pot fi masurati simultan cu precizie arbitrard. Dacd comutatorul cuantic este diferit de zero,

atunci exista o limitare in precizia cu care cele doud observabile pot fi masurate simultan.

In tabelul 1.1 am prezentat cateva exemple pentru a vedea diferentele dintre mecanica clasica si

prima cuantificare.

Mecanica clasica Prima cuantificare in mecanica cuantica
X x
d
p 5= —ih
= —in—
p 0x
E .3 0
ih—
ot
( p}=a_X6_p_§6_p_ [%,p] = 2p — px = ih
’ dxdp Jpox
Tabel.1.1. Comparatia marimilor fizice din mecanica clasica cu cele din mecanica
cuantica, in prima cuantificare

In ceea ce priveste cuantificarea a doua, aceasta se referd la cuantificarea operatorilor si a spatiilor
de stare in teoria cuantica. In acest context, operatorii matematici care reprezinta observabilele,
cum ar fi energie, impuls, moment cinetic etc., sunt cuantificati. De asemenea, spatiile de stare ale

sistemelor cuantice sunt cuantificate.

Cuantificarea a doua este esentiala pentru formularea mecanicii statistice cuantice, care studiaza
comportamentul colectiv al unui numdr mare de particule cuantice. Din punct de vedere

matematic, cuantificarea a doua transforma campurile clasice in operatori de camp.

Sa presupunem un sistem de N particule indiscernabile si setul de stari uniparticula complet
ortonormat de forma |¢a) unde a reprezinta prescurtarea pentru intregul set de numere cuantice

reprezentative acelei stari. Astfel, putem scrie functia de unda pentru una dintre aceste stari ca si

¢, (7 0) = \/ive—i*’5 (1.3)
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unde 7 este coordonata particulei din sistem, aflatd in aceastd stare, o reprezinta spinul acesteia,
iar V volumul total al sistemului. Vrand sa dezvoltdm o teorie care sa nu tind cont de identitatea

particulelor individual, trebuie sa scapam de dependenta de coordonata spatiala.

Astfel, vom alege o alta baza pentru spatiul starilor sistemului si anume considerand ca sistemul
poate fi descris prin specificarea numarului de particule n,, care se afla intr-o stare uniparticuld a.

O astfel de reprezentare permite generalizarea metodei pentru o singura particula.
Starea din spatiul N dimensional al sistemului, va putea fi scrisd sub forma:
|nqg,ny, ., ng, ) (1.4.1)
unde n, este numarul de particule din starea |¢,), n, este numarul de particule din starea |¢,) etc.
Ne vom referi in continuare la astfel de stari (3) sub denumirea de stari Fock.

Sa presupunem ca fiecdrei stiri 1i asociem o unda plana de impuls p(fard a lua in considerare

spinul). Atunci baza pentru spatiul starilor sistemului poate fi scrisa:
|ny, Ny, ..., N, ) (1.4.2)

Ny, My, ..., Nj, ... $¢ numesc numere de ocupare si pot lua orice valoare intreagad pozitiva.
Cunoasterea tuturor valorilor acestora este echivalent cu cunoasterea starii intregului sistem. Starea
totala a sistemului, asadar, este un produs (simetrizat sau antisimetrizat, depinzand de felul
particulelor) de unde plane, specific fiecdrei particule individuale. Este trivial faptul ca suma

tuturor numerelor de ocupare trebuie sd fie numarul total de particule din sistem N.

Se stie faptul ca functia de undd pentru bosoni trebuie sd fie simetricd iar pentru fermioni
antisimetricd. Asadar, numerele de ocupare pentru bosoni pot lua valorile 0,1,2,... adica putem
avea mai multe particule in aceeasi stare cuantica, dar pentru fermioni numerele de ocupare pot fi
doar 0 si 1, adicd ori avem ori nu avem un electron in respectiva stare, neputdnd exista simultan
mai multi fermioni cu aceeasi stare cuanticd. Aceastd proprietate importantd este cunoscuta sub

denumirea de Principiul de excluziune a lui Pauli.

Ceea ce este remarcabil pentru aceasta reprezentare este faptul ca starile Fock sunt vectori proprii

ai observabilelor N;, N, ... care masoara numarul de particule din starea |d1), |$2),...
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Valorile proprii ale acestor observabile fiind in principiu masurabile experimental, inseamna ca
vectorii din spatiul Hilbert din ecuatia (4) formeaza o baza completa ce descrie in totalitate sistemul

multiparticula.

In continuare, vom studia sistemele fermionice de N particule indiscernabile aflate in starile

{ag, ay, .,y -

Introducem operatorii de creere si distrugere fermionici care vor actiona asupra strii unui sistem
fermionic cu scopul de a creea sau distruge o particular dintr-o anumitd stare cuantica. Acesti
operatori sunt cruciali in cuantificarea a doua deoarece permit studiul sistemelor cu numar variabil

de particule.

Definim astfel operatorul de creere a; pentru starea uniparticuld |¢,) de impuls p care trebuie sa

creeze un fermion 1n starea aceasta prin urmatoarea relatie:
T = |n- "
aﬁ|...np ) = |nz+ 1|...np +1 ) (1.5)

Analog definim complex conjugatul operatorului de creere si anume operatorul de distrugere

a; prin urmatoarea relatie:
aﬁ|...nﬁ ) = ,/nﬁ|...nﬁ -1 ) (1.6)

.l.
Acest lucru Inseamna ca (a;;) = az.

Scopul nostru final este de a determina toate marimile masurabile ale sistemului prin intermediul

acestor operatori de creere, respective de distrugere.

In cazul fermionilor, functia de unda a acestora este antisimetrica la interschimbarea a doua
particule. Acest lucru se observa din relatia (7) unde functia de unda totala a sistemului a fost scrisa
ca si determinant Slater, liniile acestui determinant reprezentdnd o particula din sistem.
Interschimbarea oricaror linii duce la modificarea semnului determinantului, asadar si a functiei
de unda totald. De asemenea se observa ca nu pot exista doi electroni Tn aceeasi stare cuantica
deoarece acest lucru ar insemna ca doud linii ale determinantului ar fi identice, asadar

determinantul ar da 0.

10
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1
qjal,az,...aN (T_ZJ' O-]) = W det[ d)a’i (T_ZJ’ Gi)] (17)

<~
I

=
=

1,N

—~.
I

Pentru operatorii de creere si distrugere acest lucru inseamna ca anticomuta.
Anticomutatorul a doi operatori este de forma:
{A,B} = AB + BA

Relatiile de anticomutare pentru operatorii de creere si distrugere sunt:

{aﬁ, a?} = {a;, a%} =0 (1.8

o=t 09

.|.2

5 = 0.Acest lucru inseamna ca aplicarea

Din relatia (1.8) se deduce imediat faptul ca aﬁz =0sia
repetatd a acestor operatori pentru a adauga sau a indeparta particule din aceeasi stare cuantica va
duce la anularea functiei de unda si, prin urmare, la imposibilitatea de a avea doud particule in

aceeasi stare cuantica in acelasi sistem fizic.

In plus, operatorul numar de ocupare fermionic se supune relatiilor:

—

Np = alas; (1.10)

—

— T
1-Nj = aza; (1.11)

p
IV; este un proiector deoarece
T2 = dtacatas = at (1— atas) as = atqs — ’rz(ﬁ)z_ o, = N; (112)
p = (3050505 = A aza;)ay = azas —\az) (a5) = azas = Ny .

11
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N este un operator care proiecteaza o anumita stare a sistemului intr-o stare cu un numar specific

de particule cu impulsul p. Daca aplicam acest operator unei anumite stdri a sistemului, obtinem o

alta stare a sistemului in care numarul de particule cu impulsul p este fixat la o anumita valoare.
Este momentul propice pentru a introduce operatorii de cAmp de creere si de distrugere.

Acesti operatori de camp pot fi definiti utilizand un set complet de stari uniparticuld, folosindu-ne

de operatorii deja introdusi in felul urmator:

5o = ) bel,0)a; (113)
p

Acesta este operatorul de camp de distrugere fermionic, si analog se defineste si cel de creere,

conjugatul hermitic al primului.

Tt =) be(F0)af (114)
p

Aceste relatii arata cum putem construi operatorul de camp electronic in functie de operatorii de
creere/distrugere si functiile de unda asociate starilor individuale ale particulelor. Acestea sunt
relatii fundamentale in teoria campurilor cuantice si sunt esentiale pentru intelegerea

comportamentului fermionic in sistemele cu mai multe particule.

Desigur, ca si in cazul anterior, relatiile de anticomutare sunt valabile si pentru acesti noi operatori

de camp.
{To@®, 00} = {05 @) 0 D} =0 (1.15)

{@(?),q@* )} = 6,0 6G =17 (1.16)

Scopul nostru initial, atunci cdnd am introdus operatorii de camp si operatori de creere si
distrugere, a fost sa vedem cum acesti operatori actioneaza asupra unor marimi fizice observabile,
pentru a putea Intelege din punct de vedere fizic modul in care se va comporta un sistem complex

fermionic.

12
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Asadar, ne vom concentra atentia in continuare asupra exprimarii unor marimi fizice observabile,
cu ajutorul acestor unelte matematice in cuantificarea a doua. Dorim sa gasim numadrul total de

particule dintr-un sistem 2D:
N = ZIdzrﬁ(?,a) (1.17)
o

Unde
AL T 1- >N T2
p(r,0) =vs (MY(r) (1.18)
unde p este operatorul densitatii de fermioni dependent de spinul o si de vectorul de pozitie 7.

Folosindu-ne de relatiile de definitie ale operatorilor de cAmp (1.13) si (1.14) si de forma functiei

de unda (1.3), cu coeficienti diferiti pentru fiecare operator de camp, se gaseste relatia:
— T —
N = Z aﬁlaaﬁ,o = z Nﬁ,a (1.19)
ﬁ'o ﬁ,O'

.. ot
Aici am notat Njo = 05,50 (1.20)
Relatia (1.20) reprezintd operatorul numar de ocupare pentru particule fermionice.

Valoarea asteptatd a acestui operator reprezintd de fapt, din punct de vedere fizic, numarul de
fermioni din starea de impuls p si spin o. Este trivial faptul ca valorile acestuia pot fi doar 0 sau
1, tinand cont de principiul de excluziune a lui Pauli.

0 _{1 P <DPr

ko' =0 p>p D

Minunat! Cu ajutorul operatorului numdr de ocupare se poate exprima si energia cinetica a

sistemului.
2
p o,T
T = Z%Nﬁ'a = Eﬁ aﬁlaaﬁja (1.22)
p.o p.o
p? .. . . . .
£5;° = — fiind energia cineticd a unei particule de impuls p.
p 2m

13
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Capitolul 2. Interactiunea biparticula

Sa nu uitam scopul final al acestei lucrdri si anume studiul sistemelor cu multe particule ce
interactioneaza intre ele. Cu operatorii deja introdusi in capitolul unu, vrem sa vedem in continuare
interactiunea biparticuld si mai exact, vrem sa calculdm energia potentiala de interactiune dintre
doi fermioni, asemadnator marimilor fizice din relatiile (1.19) si (1.22). Toate calculele vor fi

realizate in 2D, desi nu exista diferente consistente fatd de cazul 3D.

Plecam de la energia potentiald intre doua particule care presupunem ca depinde doar de pozitiile

relative ale celor doua.

1
V=5 VE-F) @D

i#j

Densitatea de particule dintr-un gaz fermionic, a caror dimensiune se neglijeaza, poate fi scrisa

sub forma de suma de functii delta a lui Dirac:
p() =) 8G-T)  (22)
i

Pentru a scrie sub formd integrala potentialul din relatia (2.1), mai trebuie sa tinem cont cd o

. - . . - A - . - - - .
particuld nu interactioneaza cu ea insasi. De aceea, se scade termenul p(7)3(7 — r’) din produsul

densitatilor.
1 - — po
Vo =5 [ [V =)o@p() - p@0G - @ dir 23)

Densitatile dependente doar de coordonatd le putem scrie ca o suma dupa spinii particulelor, de
densitdti dependente atat de coordonatd cat si de spin. Acest lucru 1l facem pentru ca mai apoi sa

putem introduce operatorii de camp cu ajutorul relatiei (1.18).

P =) p.0) =) & OFD (24

14
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In calculul nostru ne folosim si de relatia de anticomutare (1.16) si efectuim calculele folosind
interpretarea functiei delta, unde este necesar. Vom obtine un rezultat dependent de operatorii de

camp pentru potentialului de interactiune:
1 = oy A-l- o\ T (7 A-I- —\ — ,
Vb = Ez f f V(T‘ —_ T") L|J0' (T')L'Jo./ (r’)]\'}al (T")IIJG(T')dZT' dz,r (2'5)
0,0’

Operatorii de creere si de distrugere sunt mai simpli din punct de vedere al algebrei lor si al
relatiilor de comutare. Aceasta face ca manipularea si calculul cu acesti operatori s fie mai usoara
decat cu operatorii de camp, care sunt functionale de cdmpuri cuantice. De asemenea, operatorii
de creere si de distrugere sunt mai usor de interpretat fizic. Ei descriu procesul de adaugare si
eliminare al unei particule dintr-un sistem cuantic, ceea ce face intelegerea si interpretarea

rezultatelor mai directa.

Prin urmare, vom incerca sa gasim potentialul in functie de aj;, mai degraba decét de i, (7).

Pentru asta ne folosim de relatia (1.13) scriind explicit forma functiei de unda din ecuatia (1.3).

Pentru descrierea sistemelor complexe din punct de vedere matematic, trebuie sd ne folosim de
componentele Fourier ale marimilor fizice, deoarece calculele in spatiul impulsului sunt mult mai
la indemand fatd de cele din spatiul real (al pozitiilor), legile de conservare fiind mai usor de

aplicat. De aceea folosim transformata Fourier pentru potentialul de interactiune si anume:
Vs = j d3rvV(@e @ (2.6)
De unde putem scrie forma potentialului in spatiul real al coordonatelor 7* si 77 in felul urmétor:

— 1 ST )
VE-T) =3 ) Vge T 27)
7

Ne intoarcem 1in relatia (2.5) si inlocuim forma potentialului de interactiune cu cea din relatia (2.7)
si de asemenea, operatorii de camp cu relatiile (1.13) si (1.4). Trebuie tinut cont de faptul ca
fiecarui operator de camp 1i corespunde o particula de un impuls diferit, astfel ca in expresie vor

aparea 4

15
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impulsuri, fiind 4 operatori. La final, dependenta de unul dintre aceste impulsuri nu va mai exista

datoritd aparitiilor functiilor delta § care vor filtra rezultatele. Am notat cele trei impulsuri cu

p! q; k-
= Z Ve 05440 % _z5.9% 00 (2.8)

Aceasta nu este o formuld tocmai frumoasa pentru potentialul de interactiune biparticuld, insa
semnificatia sa fizicd poate fi Inteleasd mai usor cu ajutorul diagramei Feynman reprezentata in

figura 2.1.

Figura 2.1. Diagrama Feynman corespunzatoare ecuatiei (2.8).

Diagrama din figura 2.1 prezintd interactiunea dintre o particuld de impuls p si spin ¢ cu o altd
particuld de impuls k si spin o’. La mijlocul diagramei se afla vertex-ul unde interactiunea are loc.
Aici, potentialul Vq mediaza schimbul de impuls g intre fermioni, rezultdnd o particula de impuls
Kk — g si spinul ¢’ si alta de impuls § + G si spinul . In calculele ce vor urma in capitolul 5 al
acestei lucrdri, ne vom folosi de aceste rezultate si vom particulariza forma potentialului de
interactiune biparticuld V(r) = rin cu restrictia 0 <7 <2 impusd de calcul. Pentru cazul
bidimensional unde dimensiunea spatiului este d=2, se poate observa ca 1 < d. Aceasta este o
interactiune de tipul long range, referindu-se la interactiuni intre particule care nu scad rapid cu
distanta. Exemple de astfel de interactiuni pot fi interactiunea gravitationala (unde d=3) sin = 2

sau interactiunea coulombiand unde n = 1.
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In sistemele cuantice cu interactiuni long-range, corelatiile cuantice si entanglement-ul pot sa se
raspandeasca mai rapid si pe distante mai mari comparativ cu sistemele cu interactiuni de scurta
distanta. Acest lucru poate duce la fenomene non-balistice in rdspandirea corelatiilor si la o

incetinire neasteptatd a dinamicii entanglement-ului.

De asemenea, sistemele cu interactiuni long-range pot rdmane in stiri de neechilibru pentru
perioade lungi de timp. Acest comportament este relevant 1n studiul materiei active si al sistemelor

cuantice departe de echilibru.

O alta trasatura interesantd a sistemelor cu astfel de interactiuni o reprezinta capacitatea lor de a
stabiliza faze de neechilibru, in care sistemul nu atinge niciodatd un echilibru termodinamic
traditional. Aceste faze sunt interesante pentru ca pot prezenta proprietdti exotice care nu sunt

observabile 1n sistemele cu interactiuni locale.

Studiul acestor sisteme este, asadar, justificat nu doar de frumusetea si eleganta relatiilor
matematice, cat si de necesitatea dezvoltarii tehnologiei cuantice cum ar fi calculul cuantic sau

criptografia cuantica.
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Capitolul 3. Metoda ecuatiei de miscare

Pentru studiul sistemelor cu multe particule este mai convenabil sd se urmareasca evolutia in timp
a operatorilor de creere si distrugere a particulelor, mai degrabd decat evolutia In timp a starii
intregului sistem, pentru a determina marimile observabile ale acestuia. Dependenta temporala a

operatorilor se poate determina cu ajutorul ecuatiei de miscare.

In mecanica cuantici, metoda ecuatiei de miscare (sau metoda Heisenberg) este o abordare folosita
pentru a descrie evolutia temporala a operatorilor de observabile in cadrul formalismului mecanicii
matriciale. Spre deosebire de formalismul Schrodinger, in care starea cuantica a unui sistem
evolueaza in timp si operatorii de observabile raman constanti, in formalismul Heisenberg,

operatorii de observabile sunt cei care evolueaza in timp, iar starea cuantica ramane fixa.

In formalismul Heisenberg evolutia in timp a unui operator O (t) este data de ecuatia:

0 -
—lEOH = [H, OH] (31)

In continuare vom prezenta pasii de urmat pentru a ajunge la relatia (3.1).

In formalismul Schrodinger evolutia in timp a functiei de und este dati de bine-cunoscuta relatie:
0
ih=c 1w () = Hiy(®) (3.2)

iHt
Solutia acestei ecuatii este data de [P(t) =e »|P(0)) (3.3)

Operatorii Oy din formalismul Schrodinger sunt constanti in timp. in formalismul Heisenberg

operatorii Oy (t) depind de timp. Dorim sa gisim o relatie intre cei doi.
Observabila masurata la timpul t in reprezentarea Schrodinger este:
~ Ht__ il
WMOI0s[W®) = (W(0)|e & Ose 7 [P(0)) (3.4)
iHt iHt

De unde putem deduce: 04(t) = Y(0)|er O,e” v (3.5)

Derivand temporal aceastd expresie, obtinem relatia (3.1).
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Pentru a lucra mai usor cu ecuatia de miscare in sistemele cu mai multe particule, vom trece in

spatiul Fourier. Vom face inlocuirile:
— - —iwz (3.6.1)

0n(t) » 07 (3.6.2)

In aceastd situatie wgeste o frecventd caracteristicd sistemului, care poate descrie diverse

fenomene fizice, in functie de sistemul specific pe care il studiem, cum ar fi: vibratiile unei retele
cristaline, excitatiile colective (plasmonii) dintr-un solid sau energiile asociate excitonilor

(perechilor electron-gol) dintr-un semiconductor.

Ecuatia de miscare din reprezentarea Heisenberg, in spatiul Fourier va fi:
[H,05] = —w305 (3.7)

Conjugata complexa a relatiei (3.7):

—+

|1,07"| = w305" (38)

Ne vom folosi de relatia (3.8) pentru a studia evolutia in timp a operatorului de creere introdus in

- t
capitolul 1, A5 5

Pentru asta, consideram un sistem format din mai multe particule intr-un mediu cu interactii

descris de hamiltonianul (din relatiile 1.22 si 2.8 unde am considerat V=1 m®):
H= ) g% a;, + Ya iz, a5 . a; a; (3.9)
- P Yo Do 2 P+4.0 Tk-go ko PO :
p.o 0,0B,4.k

Frecventa caracteristica sistemului wz va fi botezatd cu &3, ea reprezemtand o frecventd de
excitatie care poate fi asociatd cu energii de cvasiparticule sau moduri colective. Aceasta reprezinta
din punct de vedere fizic energia cu care o particula creata de operatorul a; , contribuie la energia

totala a sistemului, descrisa de hamiltonian.

Asadar, din relatia:
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[H, a;r;,a] = eﬁa;’a (3.10)

cautam sa determinam 5.
] _ ot +
[H’ aﬁrﬂ] o Z &7 [a?,a’ap’.o”aﬁﬂ]
W

V-
qa |, 7t + t
+ z —[aa a%_aa,ag‘a,a?‘a,,,aﬁﬂ] (3.11)

p'+4.0"

Pentru calculul celor doi comutatori cuantici din relatia (3.11) se foloseste relatia matematica:
[A,BC] =[A,B]C + B[A,C] ={A,B}C — B{A,C} (3.12)
si se tine cont de relatiile de anticomutare (1.8) si (1.9).

Ecuatia de migcare devine:

T — .01 a4t + .
[H, aﬁ,a] = &3 aﬁld+ Z V3 515,09 70 Vo (3.13)

Primul termen din ecuatia (3.13) reprezintd energia de baza a particulei creeate, ca si cum aceasta
ar fi liberd. Cel de-al doilea termen reprezinta contributia interactiunilor dintre particula nou
formatd si restul sistemului, la hamiltonian. Aici este descris un proces de distrugere a unei

particule de impuls k si spin o’(sau in alte cuvinte de creere a unui gol) si de creere a altor doud

partrticule, una de impuls § + § si spin o, iar alta de impuls k — § si spin o".

Din nefericire relatia (3.13) nu este de forma relatiei (3.10), deci nu putem identifica inca &5 dupa
cum ne-am propus. Acest lucru s-ar putea face daca scriem o ecuatie de miscare pentru produsul
de trei operatori (cei doi de creere si unul de distrugere), obtinand in final un set de ecuatii de
miscare cuplate extrem de dificil de rezolvat exact. De aceea, in continuare vom folosi

aproximatiile pentru a ne ajuta sa gasim contributia £; a unei particule la hamiltonianul sistemului.
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Capitolul 4. Aproximatia Hartree-Fock

Aproximatia Hartree-Fock este o metodd fundamentald in mecanica cuanticd folositd pentru
descrierea sistemelor multielectronice. Aceasta permite reducerea complexitatii problemelor cu
mai multe particule prin transformarea lor in probleme cu o singurd particuld, cu un potential
efectiv care include interactiunea cu celelalte particule. In acest capitol vom explora aceastd

metoda pornind de la ecuatia de miscare (3.13).
Premisele acestei aproximatii sunt:

1. Functia de unda a unui sistem de N electroni poate fi aproximata printr-un determinant

Slater, care este o combinatie antisimetrizata de functii de unda monoelectronice (orbitale).

G1D) 6102) - du()
W T ) = o | 920D 020D h2(W) | (1

dnD) dnGz) o dyGw)

2. Presupunem ca interactiunile electronice pot fi descrise printr-un potential mediu, ceea ce
duce la o simplificare a hamiltonianului si, implicit, a ecuatiilor de miscare. Din punct de

vedere matematic acest lucru s-ar traduce prin liniarizarea produsului de trei operatori

+ +

A5+G,0 W% 7.0 Y0

din termenul de interactiune al ecuatiei de miscare (3.13).

Liniarizarea operatorilor Inseamna inlocuirea produselor complexe de operatori de creare si
distrugere cu combinatii ale acestor operatori si valorile lor asteptate, ceea ce corespunde utilizarii
unei medii statistice pentru a descrie sistemul. Aceasta se bazeaza pe ideea cd fluctuatiile in jurul
valorilor medii sunt mici si pot fi neglijate. Potentialul mediu este calculat pe baza densitatilor de
probabilitate a electronilor, care sunt valorile asteptate ale operatorilor de densitate. Astfel, fiecare
electron vede o medie a efectelor celorlalti electroni, n loc sa interactioneze direct cu fiecare dintre

el in mod explicit.

cfcies = cf{cies) — e {cics)  (4.2)
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Intorcandu-ne la ecuatia de miscare (3.13), ne folosim de relatia (4.2) pentru a liniariza, asadar,
produsul de operatori. Stim de asemenea ca valoarea asteptatd a unui produs de doi operatori, unul

de creere altul de distrugere, in starea lui fundamentala este:

(¢t ¢ =n? §.

ko E?,a’) ko k,ﬁ(sa'ff’ (4.3)

Facand calculele obtinem:

[H; at‘o-:l = gﬁoa;o + Z ngIU,(VO — Vﬁ—ﬁé‘d,d’) a;;'a. (44)
ko'

Uitandu-ne la relatia (3.10), putem identifica intr-un final contributia la energia sistemului a

particulei creeate de operatorul a;; » S anume:

.0 o _ 0 _ _HF
5 = &+ Vo ) 0 = ) Vi B = 1y (45)

k.o’ k.o’

Relatia (4.5) este deosebitd. Am ajuns la ea prin aproximatia Hartree-Fock, fiecarui termen

corespunzandu-i cate o interpretare fizicd pe care o vom detalia in continuare.

Primul dintre cei trei termeni ai relatiei de mai sus reprezintd energia asociatd unei particule din

sistem, daca aceasta ar fi considerata libera.

Al doilea termen din expresie este termenul Hartree, care reprezintd energia medie de interactiune
a particulei cu tot restul sistemului. Putem sa consideram acest termen ca fiind constant, fara sa

gresim prea tare, deoarece daca sistemul este invariant in raport cu translatiile spatiale, atunci

0

distributia medie a particulelor n;

,+ hu depinde de impulsurile particulare k. Acest lucru conduce

la faptul cd suma peste toate impulsurile k se reduce la o constantd, deoarece numarul total de

particule este constant.

Al treilea termen din relatie este termenul Fock, fiind o corectie a energiei de interactiune si fiind

diferit de 0, atata timp cat spinii sunt paraleli. Vi_y este elementul matricei de potential care descrie

interactiunea.
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In practica, determinarea precisa a potentialului de interactiune poate fi o sarcina dificila, mai ales

in sisteme complicate. De aceea se recurge la aproximadri, in cele mai multe cazuri.

In continuare vom considera ca termenul al doilea este absorbit in potentialul chimic. Aceasta
absorbtie este motivata de faptul ca termenul este o contributie constanta la energia sistemului si,
prin urmare, poate fi inclus intr-o redefinire a nivelului de energie de referinta. Totodata tinem cont

ca pentru fermioni, valoarea numarului de ocupare este dat de relatia (1.21).
Energia cu care o particula de impuls p si spin o contribuie la energia sistemului este asadar:

F
g

0 2 Vs w  (4.6)

H
€5, P
k,(k<pp)

1
M
<
Il
™M
<
I

Putem trece de la sumarea contributiilor interactiunilor dintre particule la integrald pentru k<pg.
Relatia de mai jos este pentru un sistem 2D, deoarece in cele ce urmeaza ne propunem studiul unor
astfel de sisteme. Pentru sistemele 3D, avem o relatie similara, modificandu-se doar exponentul

de la numitor din 2 in 3.

pZ k<pp dz

N

Po2m kg (2m)?

Al doilea termen din relatia (4.7) reprezinta energia de schimb, pe care o notdm:

0 k<pfr dz
Epsch = _-];_é W Vﬁ—ﬁ (4'8)

Asadar, putem scrie:

HF _ — 0 0
o =5 =€ T Epscn (4.9

Aceastd energie se mai numeste si energie Hartree-Fock, fiind o aproximatie a energiei unui
electron individual care face parte dintr-un sistem fermionic in care exista interactiuni. Acest
electron are un impuls p si spinul g, energia sa fiind legata de potentialul de interactiune biparticula

V;_y care determina taria interactiunii dintre doi fermioni in acest caz.
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In continuare ne vom folosi de aceasta relatie pentru a determina anumite marimi fizice specifice
unui sistem fermionic bidimensional in care avem interactiuni intre particule si care ar fi deosebit

de complicat de abordat matematic fara aproximatii de acest fel.

O primd marime caracteristicd unui sistem cu interactiuni ar fi energia totald a sistemului de
fermioni care ia In considerare att energiile fiecarui fermion in parte, ca si cum ar face parte dintr-
un sistem fard interactiuni (primul termen din relatia (4.8)), cat si energia de schimb dintre ei (al

doilea termen) datorat interactiunilor.
— 0,0 1 0 0
Enp = ) eng, + 5/ ErscnGo (4.10)
p.o p.o

In relatia (4.10) ne-am folosit de (4.9), insuméand contributiile tuturor fermionilor, dupa numarul
de ocupare dat de relatia (1.21), a fiecarei stari din suma. Termenul al doilea are un factor de 2

care provine dintr-o interactiune de tip pereche.
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Capitolul 5. Studiul unui gaz fermionic bidimensional, cu
interactiuni long-range

Calculele pe care ni le propunem in acest capitol vor sa studieze comportamentul unui gaz fermi
2D bidimensional, in care avem interactiuni de tipul long-range, deoarece intelegerea complexa a
acestui sistem este extrem de utila In diverse aplicatii si domenii stiintifice, cum ar fi: conductia
electrica si termica n conductori sau dispozitive cu semiconductori, fenomene de stare solidd cum
ar fi supraconductibilitatea sau feromagnetismul, fizica materiei condensate, tehnologiile cuantice

si nanotehnologiile.
5.1. Calculul energiei totale Hartree-Fock pentru un sistem fermionic 2D

Primul lucru pe care dorim sa 1l calculam este energia unei particule, in acest caz fermion, aflat

HF

intr-un mediu cu interactiuni, &;

= &3, folosindu-ne de aproximatia Hartree-Fock detaliata in

capitolul 4. Pentru aceasta avem nevoie sa explicitdm forma potentialului de interactiune in spatiul

Fourier V% din relatia (2.6).
Vg = f d?r e {P-Ry () (5.1)

Pentru a Intelege mai bine aceasta relatie ne vom folosi de urmatoarea diagrama:

Figura 5.1.1. Diagrama
vectorilor pozitie si impuls cu
unghiurile specifice dintre ele

Consideram deocamdatd potentialul real in forma V(r) cu o dependenta oarecare de coordonata r.
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Elementul de volum este de forma:

d’r=rdfdr (5.2)
00 21 ] ] ,
Vﬁ—ﬁ — f drr V(T')f d@ e—ipr cosb elkrcos(e—e ) (5.3)
0 0

In figura 5.1.1:
a=60-0'

In continuare vom calcula integrala dupa 8 din relatia (5.3) pe care am notat-o cu I.
21
| = f dg e—ipr cosd pikrcos(6-6") (5.4)
0
Ne vom folosi de relatia:
el?¢05¢ = [.(z) + 2 Z i"l,(z) cos(np) (5.5)
n=1

Unde I,(z) si I,(z) sunt functiile Bessel de ordin 0 si respective n.

Pentru cele doud exponentiale din integrala (5.4) se gasesc relatiile:

e eosd = [ (—pr) + 2 Z i"I,(=pr) cos(nf)  (5.6.1)

n=1
pikrcos(6-6") — Io(kr) + 2 Z i"L,(kr) Cos(n(@ — 9')) (5.6.2)
n=1

Introducem relatiile (5.6.1) s1 (5.6.2) in (5.4) si facem inmultirile. Obtinem:
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had 21
I = Iy(—pr)ly(kr)2m + 21,(—pr) Z i"In(kr)f cos(n(6 —0"))de
+ ZIO(kr)Z i"L,(— pr)f cos (n6) do
21
+ 42 i™L,(—pr) Im(kr)f cos(nb) cos(n(e 6’ )) de  (5.7)

Calculdm pe rand cele 3 integrale din (5.7) si obtinem:

2T
I = f cos(n(6 —6"))do =0 (5.8.1)
0

2T
I, = j cos (n8)do =0 (5.8.2)
0

21

I; = f cos(nb) cos(n(@ — 9’)) df = wcos(mb')d8,,,  (5.8.3)
0

Inlocuim relatiile (5.8.1), (5.8.2) si (5.8.3) in (5.7) si ne folosim de relatia matematica:

L(=2) = (=1D)",(z) (5.9)

In final obtinem relatia:

I = ZHZ &1, (pr) I (kr) cos(16) (5.10)
1=0
unde g; = {;’ 5 : (1)2 3 iar I; sunt functii Bessel

Revenim la relatia (5.3) pentru potentialul de interactiune si inlocuim integrala I calculatd din

relatia (5.10).

o

o = JOO drr V(T)ZT[Z &l,(pr) I,(kr)cos (16")
0

=0
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Vi gz = z 2T & f drr V(r) I,(pr) I;(kr)cos (18")
0

Asadar:
Vs 7= z Vi(p,k)cos(18")  (5.11)
1=0

Aici am notat:

Vi(p, k) =2m g foodr rV(r) L;(pr)I;(kr) (5.12)
0

Péand acum am calculat potentialul de interactiune biparticula in coordonate polare (fiind mai usor
de lucrat din punct de vedere matematic), obtinand relatia (5.11). Cu acest potential vom calcula
energia Hartree-Fock, care ne va ajuta ulterior sa gasim si alte marimi caracteristice sistemului

fermionic 2D.

Pornind de la relatia (4.7), inlocuim rezultatele pentru potentialul de interactiune gasit mai sus in

(5.11) s1 (5.12) si obtinem :

[ee]

_r ”FJZ”kdkde’z ,
5= 2m jo . (2m)? £, Vi(p, k) cos(18")  (5.13)

Explicitdm suma:

2 Vi(p, k) cos(18") = Vy(p, k) + Vi(p, k) cosO8' + V,(p,k)cos26’' + ... (5.14)
1=0

2

p

PF 2m 2n
gﬁ:%—mﬁ kdk{VO(p,k)J;) de +V1(p,k)j; cos 0'do

2
+ Vz(p,k)f cos 20'd6’
0

+ } (5.15)

Se observa faptul ca a doua si a treia integrald sunt egale cu 0, iar prima este egalad cu 2 . Asadar:

28



Lianu Ilinca Studiul sistemelor fermionice bidimensionale in aproximatia Hartree-Fock

2 PF
_P 1
& =0 o i kVy(p,k)dk (5.16)

Explicitam termenul V;, cu ajutorul relatiei (5.12).

Pt _1, Trear [ d kr) (5.1
gﬁ_ﬁ_ﬁ T[L j;) TTV(T')IO(PT)IO( T) (7)

Aceasta este energia unui singur fermion intr-un mediu cu interactii, cu un potential biparticuld
V(r) cu o dependenta oarecare de r. In continuare vom particulariza aceasta dependenta studiind

cazul in care potentialul de interactiune are urmatoarea forma:

A
Vi) =~ (5.18)

Unde 7 este un numadr real cuprins 1n intervalul (0,2]. Aceastd restrictie este pusd din cauza
integralelor pe care le vom folosi ulterior, fiind valabile doar dacd impunem aceastd limitare a

exponentului.

2 © PF
&5 = ;; - Af ri " Iy(pr)dr | kly(kr)dk (5.19)
m 0 0

Se face urmdtoarea notatie, pentru a rezolva integrala notata cu I:

. k
Notam x=——.
PF

1

sz =1 I,(pr) drf xpplly(xrpp)dx  (5.20)
0 0

A doua integrald este calculata folosind referinta [5] pag.683-[6.561-5].
T=pe [ TG LOPY A (521
0

Notam yzlnﬂ S1 Z=TDp.
F

[ = pg" sz_” Iy(yz) I;(z) dz (5.22)
0
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Aceasti integrala se giseste in referinta [5] pag 683-[6.574-1,2,3]. Intr-un final, se giseste o forma

pentru energia Hartree-Fock pentru o singura particula:

[ "F(l_ﬂ) n N
(TF) r(1+§)F(1_§’7’1’y2)’ y<l1
_n
e,;:%—m ¢al roor(1-3) . y=1  (523)

2), y>1

Pentru a studia un sistem 2D de N fermioni intr-un potential de forma (5.18), trebuie sa gasim mai
intai energia Hartree-Fock pentru intregul sistem. Ne folosim de relatia (4.10), pe care o scriem

sub forma integrala.

2 1 .
Eyr :(ZT)J epdp + an )nggschdp (5.24)

Notam primul termen cu E (F) iar al doilea cu E F) si calculam integralele.

4

2 2
1) p® d°p _ pr
E =2 ———==— 5.25
HE me (2m)2  8mm (5:25)

Tinem cont de faptul ca numarul de particule pentru un sistem fermionic bidimensional este:

PF2mp dp pF
Jo (2m)? 21 (5.26)
Npz?> Ne¢
D = ZPE == (5.27)

F™ am

1 (PF2
ER =25 f g’)z’%— pe{(my)  (5.28)

Unde am notat:

30



Lianu Ilinca Studiul sistemelor fermionice bidimensionale in aproximatia Hartree-Fock

([ 1r(1-3) n -n
2_111“(1+§)F(1_§’7’1'y2)' y<i
) L_ror 1_% 1 5.29
SOER = : = :
o rapre® 0 Y
1 1r(1-3) n . on_ 1
kz—ny—z_n,w(zg)f”(l‘z'l‘z'z'ﬂ y>1

—A 1
Eqp = PP JO y{(my)dy  (5.30)

Vom calcula aceasta integrala doar pentru cazul y<1 (p<pr), deoarece doar aceste stari contribuie

la energia totald a sistemului la T=0K.

)

p_F)n p_FZIﬂ(l—_ Y, (5.31)

EISZF?:_A(Z 27.[1_'(1+ )77

NS (NS

Unde

1

_ _nTn e
Y,,_fo yF (1 55 Ly )dy (5.32)

Tinand cont de relatiile (5.26), (5.27) si (5.31), putem scrie urmatoarea relatie:

Eyr _ Ef(IlF) EI(JZF) _ EPFZ _ (p_F)77 r (1 B %)

= ——=Y, (533
N N N 22m 2 F(1+%)"( )

In continuare, vom calcula integrala Y.

Facem schimbarea de variabili x = y?

Ldx n —-n
Y,,_fo 7F(1—§,7,1,x)dy (5.34)

Aceasta se gaseste in referinta [5] pag.813 [7.512-4].
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y -1 Ta+n (5.35)
] ©

In final, obtinem:

Eur _1p7® (T’_F)" r(t-g)rm (5.36)

N _22m 2 (1+3) (%)2 |r (%)]3

Relatia (5.36) reprezinta energia Hartree-Fock per electron 1n sistemul nostru.

Primul termen din relatia (5.36) reprezinta contributia cinetica la energia totala a sistemului, iar al
doilea termen, fiind o functie dependenta de 7, reprezinta corectia adusa de interactiunile de tip
long-range energiei totale a sistemului, esentiald pentru a descrie proprietatile fizice ale

materialelor.

n
p . . . o v A . . . -
Componenta (f) din termenul al doilea indicd modul in care interactiunile se scaleazd cu

distanta. Valoarea exponentiald n controleaza gradul de influentd al acestor interactiuni, sugerand

ca, pe masura ce 1 creste, efectul interactiunilor long-range devine mai pronuntat.

Componenta gama I din cel de-al doilea termen evidentiazd contributiile complexe ale
interactiunilor long-range, conducand la anomalii in spectrul de energie al sistemului. Aceste
anomalii sunt importante pentru a intelege fenomene precum raspandirea non-balistica a

corelatiilor si incetinirea dinamicii entanglement-ului.

5.2. Calculul vitezei fermionilor din stirile de impuls p

O altd marime fizica de interes pe care ne propunem sa o calculdm este viteza unei particule care
se afla in starea de impuls p. Calculam viteza particulei in toate trei cazuri (y<l1, y=1, y>1) p<pp,
P=Pr, P>Pr, deoarece vom avea mai departe nevoie de toate aceste rezultate in calcularea densitatii

de stari in apropierea suprafetei fermi.

Viteza unei particule din starea de impuls p poate fi scrisd conform relatiei (5.37).
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v;=—=2 (5.37)

Derivata functiei hipergeometrice o calculam folosind relatia:

dF(a,b,c,z) ab
T=7F(Q+ 1,b+ 1,C+ 1,Z) (538)

Cazul y<1

Facem schimbarea de variabild z=y? si obtinem:

p P2 (1-9)pn g n. . (P
vp =+ Ap zn—lr(1+g2) 5(1__)F<2_§‘1__'2'<p7> ) (5.39.1)

P

vy =1 (5392)

Cazul y>1

r(1-1
vt CDeoraotaLa)

Pentru calculul derivatei partiale facem schimbarea de variabila Z:y—12 si aplicam relatia (5.38).

wpoa Do) s (-20-322)

+ % (%)n_z (1- g)z F <z - g 2 - g 3, (%F)Zﬂ (5.39.3)

Relatia finald pentru viteza unei particule este:
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(e (1-3)y, g n. N (P
APZn_lr(ng)z(l—z)F<2‘z'1‘z'2'(g>)' p<pr
0, P = Pr
_P el (1-3),  ny n o0 _ (Pr)? (5.40)
P zn_lp(%)z (1-3) “F<1‘z'1 5'2'(5))+
4 ( ) 2
prl'\1 N n. ., (P
k+A zn-ZF(g)Z (1-3) » 5F<2—E,2—2,3,<?F> ) p > Pr

P . .o . . . . . .. o . o
Termenul — reprezintd componenta clasica a vitezei unei particule, iar termenii aditionali reflecta

contributia interactiunilor de tip long-range la viteza. Interactiunile de tip long-range joaca un rol
esential in modularea dinamicii particulelor. Prezenta termenilor de corectie bazate pe pr si n
indica faptul ca viteza particulelor nu urmeaza un comportament liniar simplu, ci este influentata

de efectele cuantice ale interactiunilor long-range.

5.3. Calculul Densitatii de stiri in apropierea suprafetei fermi

In continuare dorim sa calculam densitatea de stari de impuls p, N(p), si mai exact, sa vedem ce se
intampla 1n apropierea pr. Deoarece ne este mai la indeméana calculul densitatii de stari in functie

de impulsurile p, mai degraba decat in functie de energiile €3, vom proceda astfel:

dL

N(eﬁ)zi —— (5.41)
P@m? ] |veyl

Unde dL este elementul de linie din spatiul impulsurilor:
dL=pdf (542)
Iar gradientul energiilor:

[Ves| = |vs| (5.43)

Densitatea de stari in functie de impulsuri are, deci, forma urmatoare:
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NG) =P (5.44)
T |v»

1
Urmeaza sa calculam valoarea vitezei fermionilor cand p = pg, pe care ulterior sa o inlocuim in
relatia (5.44) si sa obtinem intr-un final densitatea de stari in apropierea suprafetei Fermi. Prima
datd aproximdm valorile functiilor hipergeometrice din relatia (5.40), iar mai apoi calculam

limitele acestora pentru p — pp, prin dezvoltarea lor in serie Taylor.

Ne folosim de urmatoarea relatie pentru a aproxima valorile functiilor hipergeometrice, deoarece

ne intereseaza ca a patra variabila din functia hipergeometrica sa tinda spre 0, cand p = pp.

_Irnry—a-p)

T Ty—-ry-p

ryria+pg-vy)
r(are)

F(a,B,y,2) Fla,B,a+B—-y+11—2)

+ (1 -z ok Fy—ay—-By—a—-p+11
—z) (5.45)

Atunci, cele trei functii hipergeometrice din expresia vitezei vor deveni

_m 4 12)_M<_2 0, _LZ) [_
. F(Z 11 2,2,(10F) = (21 1-d2 - (pF) +|1
PV _ram (z n _12)
G| oy Gt

1 n . (pr)\?) _ () 1 1 pr\?
. F(1—5,1—;,2,(7))_WF<1—;,1—5,1—77,1—(?))+[1—

(”—F)Z]T7 rem g (1 +2142,147,1- (%F)Z>

(-3
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Vom dezvolta in serie Taylor in jurul valorii pg fiecare functie hipergeometrica din membrul
drept si vom lua In considerare doar primii doi termeni. Vom nota fiecare termen in parte,

pentru a face calculul ulterior mai usor.

vr v
o F(g,1+g, ,1—(&)2)z1+¥[1 (IjiF)2 =T,

o F(1—§,1—g,1 n,l—(%F)Z)z1+iz(;i7372)_1—(%°)2:=T3

o F(1+§,1+g,1+n,1—(’;{)2)51+22(I—;’3;:1—(%)2:=T4

o F(Z—%,Z—%,Z—n,l—(’%)z)51+$;—i’£:1—(%)2_=T5

° F<1+g,1+g,n,1—(%°)2>51+$[1—(%F)2]=T6 (5.47)

Asadar, In urma aproximarilor, viteza unei particule dintr-o stare de impuls p este:

QLT =y
2r(1+3) (r(1+3)

L (PV]T __ra-m ro-n . |
[ (PF)l rz-Hr(a-Hr@r(1+3 ’ ]

T, +

2 2)" 2 2
vp_)pF:Z:n_F+< . 0, P =Dr
- pe1 1 (i_i) { r(m T+ '1 ~ (p_F)zr r'(-n) T+
o) (el ()

1( _g 2F(17—1)2T5+l1_<p_F>2'71—1 2Ir(1—mn)

= Pl rere ) e

x [r(1+2)

(5.48)

Acum este momentul sa calculam limitele pentru fiecare caz.
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1. Pentru p- pp p<Dr

~ 2 n_l
In ceea ce priveste termenul [1 - (pﬁ) ] - 0 pentrun >1
F

p\2 "
ll—(p—)l —oopentrun <1
F

a) <1

In acest caz, termenul al doilea din parantezd predomind. Asadar, viteza va fi

aproximativ de forma

AC(1=1n) /pr "'1l (m)zr"l m

Vpopy = o PRy (PR sin (1) (5.49.1

rrr == (3) : (7) G20
n<i

Am tinut cont de relatia

by n>1

In acest caz, primul termen din paranteza predomind. Asadar, viteza va fi aproximativ

de forma

-1 _n _
Pr A(p—F)n zr(z 2) (-1 (5.49.2)

kT
II.  Pentru p - pr, P> DPr

N 2 11_1
In ceea ce priveste termenul [1 - (%F) ] - 0 pentrun >1
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Pr 2"
Il—(—) l - oopentrun <1
a) p<1

-1
pr | e\ (1= 1) (m)z" T
opp Z2—+ A= —1-(— — 51.1
vz;>g;~ m+ (2) - » sm(z) (5.51.1)
n<i

by >1

vpope =1 4 (p_F)"_lzf (2-Pra-n
p>pp M 2

T r@)

In final, putem scrie relatiile pentru densitatea de stari in apropierea impulsului Fermi, pentru

(5.51.2)

valori ale impulsului mai mici sau mai mari decat pp folosindu-ne de relatiile (5.49.1), (5.49.2),

(5.51.1), (5.51.2).

SIS

Up-pr| n<1
P<PF
n<1

N(p—>pp) = 4 1 (552)
P<PF
Vp-pr| n>1
P<PF

SIS

SIS

Vp-pr| n<l1
P>DF
<1
N@-vr)={ "~ _, (5.53)
P>DF

Up-pr| n>1
P>PF

QT

Graficele din Figurile 5.3.1, 5.3.2 s1 5.3.3 prezinta dependentele densitatilor de stari de impuls din

relatiile (5.52) si (5.53), pentru diferite valori ale lui 77. Se observa faptul cd dependenta densitétii
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de stari se schimba in functie de interactiune, adicd de valoarea lui 77. Scdderea densitatii de stari
la pr apare din cauza unei modificari in comportamentul vitezei particulelor. La pg, viteza
particulelor suferd o schimbare abrupta, ceea ce duce la o scadere a densitatii de stari (punctul de

inflexiune).

In graficul din figura 5.3.3, pentru n=1.5, observam ca densitatea de stiri creste aproximativ liniar
cu impulsul pentru p> pr si nu prezinta aceleasi variatii abrupte ca si in cazurile anterioare. Acest
lucru se intampld deoarece interactiunea dintre particule este mai puternica, conducand la o
crestere mai uniforma a densitatii de stari cu impulsul.

In cazul graficului din figura 5.3.1, pe de alta parte, cresterea densitatii de stiri este semnificativ
mai abruptd pentru p> pr. Acest lucru se intampla datorita interactiunii mai slabe care face ca viteza
particulelor sa se schimbe brusc. Viteza particulei se stabilizeaza cand interactiunile sunt mai slabe,
iar acest lucru se observa prin aparitia unui dependente aproximativ constante a densitatii de stari
de impuls.

N(p)
2 n=0.25

Pr

-2

Figura 5.3.1. Dependenta densitatii de stari pentru un sistem fermionic bidimensional, de

. . . . . A
impulsurile particulelor pentru o interactiune de forma Yz
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n=1

Pr

Figura 5.3.2. Dependenta densitatii de stari pentru un sistem fermionic bidimensional, de

. . . . . A -
impulsurile particulelor pentru o interactiune de forma - (coulombiana)

Figura 5.3.3. Dependenta densitdtii de stdri pentru un sistem fermionic bidimensional, de

. . . : . A
impulsurile particulelor pentru o interactiune de forma T
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Concluzii

Studiul comportamentului unui gaz de fermioni bidimensional (2D) cu un potential de interactiune
A : e : o . RV .
de forma V(r) = — are mai multe motivatii i semnificatii In fizica teoreticd si a materiei

condensate.

In 2D, electronii de pe suprafata Fermi pot manifesta comportamente non-triviale din cauza
. C . . . A . .
interactiunilor si corelatiilor puternice. Potentialele de forma V(r) = — bermit explorarea modului

in care aceste interactiuni modifica distributia de densitate electronica si implicit conductivitatea

si mobilitatea electronilor Tn materiale bidimensionale.

La temperatura de zero absolut, majoritatea proprietatilor electronice si de transport ale unui gaz
de fermioni sunt determinate de electronii de pe suprafata Fermi. Studiind comportamentul in

apropierea impulsului Fermi, putem intelege mai bine aceste proprietati.

In capitolul 5.1 am calculat energia totala a unui sistem fermionic in care avem interactiuni de tipul
long-range. Forma complexa a energiei indica faptul ca sistemul fermionic cu interactiuni long-
range prezintd o dinamica complexa, ce nu poate fi redusa la modele simple de interactiuni locale.
Aceasta include fenomene precum raspandirea corelatiilor intr-un mod non-balistic si variatiile

neasteptate ale dinamicii entanglement-ului.

In capitolul 5.2 am calculat viteza fermionilor din stirile de impuls p si am gisit o dependenta non-
liniara si non-triviala, ceea ce era de asteptat in contextul interactiunilor long-range. Termenii de
corectie complicati sugereazd o dinamica complexa, iar studiul vitezei particulelor este relevant
atat pentru calculul ulterior al densitatii de stdri, cat si pentru explicarea anumitor fenomene de

transport cum ar fi conductivitatea electrica, termica sau difuzia in materiale.

Dupa calculul vitezei, am obtinut valori diferite pentru p < p,, p = py i p > py, pe care le-am
folosit n aproximarea densitatii de stari in apropierea impulsului fermi in capitolul 5.3. Pentru
dependenta obtinutd pentru m=1, adicd pentru potentialul coulombian, avem suprapunere de
rezultate cu cele obtinute in anii 70 din referinta [2], fapt care sustine corectitudinea calculelor

noastre.
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Densitatea de stari este cruciald pentru intelegerea proprietatilor electronice si de transport ale
materialului. O densitate de stari mare in vecinatatea lui pr poate conduce la o conductivitate mai
mare, deoarece existd mai multe stiri disponibile pentru transportul de sarcind. Capacitatea
calorica este de asemenea influentata de densitatea de stéri si de aceea este util studiul teoretic al

acesteia.

Aceste rezultate, nu doar ca Tmbunatatesc intelegerea fundamentelor fizicii sistemelor fermionice
bidimensionale, dar ofera si un cadru teoretic pentru investigarea si prezicerea comportamentelor
dinamice neconventionale in sisteme similare. Astfel, ele pot ghida dezvoltarea unor noi
experimente si simuldri numerice menite sa exploreze fenomene emergente In materie activa si

sisteme cuantice cu interactiuni long-range.
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