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ABSTRACT 

In this work, we aim to study the dimensionality effects on the interaction between an 

electron and a boson. The paper includes a presentation of the theoretical framework used 

for the calculations performed: second quantization formalism, notions related to the 

Green's function, self-energy and effective mass. 

Our research is based on the study of electron mass renormalization in the case of an 

electron-boson interaction for a two-dimensional system. To achieve our goal, we use the 

formalism of fermionic and bosonic quantum propagators. These help us determine the form 

of the effective mass according to our needs. We study the case of ferromagnetic and 

antiferromagnetic magnetic fluctuations, in different temperature limits: low temperatures 

and high temperatures, respectively. We compare our results with the 3D case to observe the 

effects of dimensionality on the system. 

The mathematical relationships we deduced and the comparison with known results from 

the specialized literature demonstrate that the system's dimensionality influences the 

renormalization of the effective mass in the low-temperature limit.  
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INTRODUCERE 

I n timp ce citeam cartea lui C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, am dat peste un citat 

care apart ine lui H. A. Lorentz. Acesta este î n felul urma tor: ”Cu siguranță că o teorie ale cărei 

rezultate sunt atât de bune trebuie să fie foarte aproape de adevăr”. Cu certitudine, una dintre 

teoriile care se î ncadreaza  perfect î n descrierea lui Lorentz este teoria cuantica  a ca mpurilor, 

iar pentru realizarea lucra rii de fat a , ne bucura m ca  am avut ocazia sa  vedem o fract iune mica  

din aparatul ei matematic, claritatea s i detaliile cu care descrie natura. 

Este cunoscut faptul ca  electronii de conduct ie pot suferi o modifcare a masei lor efective î n 

urma interact iunii acestora cu excitat iile prezente î ntr-o ret ea cristalina . Un proces prin care 

masa efectiva  se schimba  este interact iunea unui electron cu un fonon. Interact iunile de acest 

fel contribuie la valoarea self-energiei, un factor important ca nd vine vorba de calculul de 

renormare a masei. 

Aceast mecanism este crucial î n s tiint a materialelor s i poate explica multe fenomene ce apar 

î n aceste sisteme, cum ar fi: criticalitatea cuantica  – comportamentul materialelor î n 

apropierea tranzit iilor de faza  cuantica , materiale topologice – proprieta t ile electronilor î n 

izolatori s i supraconductori, materiale 2D etc.  

Studiile recente din domeniul fizicii corpului solid scot î n evident a  important a renorma rii 

masei electronice. Un bun exemplu sunt sistemele de ”fermioni grei”. Acestea sunt materiale 

î n care electronii se comporta  ca s i cum ar avea o masa  efectiva  mult mai mare deca t masa 

lor reala . I n acest caz, surplusul de masa  ia nas tere din interact iunile puternice dintre 

electronii de conduct ie s i momentele magnetice localizate din material. 

Lucrarea a fost conceputa  s i structurata  î n acest mod, astfel î nca t oricine cu infime cunos tint e 

de matematica  s i fizica  moderna , sa  poata  î nt elege ceea ce este scris aici. Aceasta cuprinde o 

prezentare a formalismelor utilizate pentru descrierea fenomenului studiat de noi. Corpul 

lucra rii cont ine, dar nu se rezuma  la: operatori de creare s i distrugere, funct ii Green, ecuat ia 

Dyson, self-energie s i termeni spectrali. 

Interact iunea unui electron cu un boson poate fi descrisa  de o infinitate de termeni care 

descriu moduri diferite de interact iune. Pentru î nceput, selecta m din aceasta  mult ime doar 

acei termeni care au contribut ii semnificative î n analiza masei efective – î n cazul nostru 

termenul de ordin cel mai mic are o influent a  mai puternica  deca t restul. Pe baza diagramei 

Feynman care descrie interact iunea noastra , putem sa  scriem formula de pornire pentru self-
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energie – componenta importanata  atunci ca nd studiem masa efectiva  a electronilor. Dupa  

mai multe calcule ajungem la o forma  a renorma rii masei electronice î n cazul unui sistem 

bidimensional. De aici studiem cum se modifica  forma generala  obt inuta  de noi s i ce 

informat ii putem obt ine ca nd folosim un propagator bosonic ce descrie fluctuat iile 

magnetice de tip feromagnetic s i antiferomagnetic. I n plus, studiem comportamentul 

sistemului nostru î n diferite limite ale temperaturii. La final anliza m rezultatele obt inute 

pentru a î nt elege ce efecte apar din cauza modifica rii dimensionalita t ii sistemului. Mai mult, 

vom compara rezultatele obt inute de noi, cu cele pentru cazul tridimensional. Calculele 

detaliate se ga sesc î n sect iunea Anexe. 

Spera m ca aceasta  lucrare, prin modul î n care a fost ga ndita  s i conceputa , sa  fie us or de î nt eles 

s i asimilat de ca tre cititor s i sa  sta rneasca  interes î n metodele s i conceptele dezvoltate. Daca  

acest scop nu a fost atins, va  ruga m sa  contactat i autorul lucra rii. Bonne lecture! 
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1 Cuantificarea a doua 

I n descrierea naturii, studiem sistemele multi-particula  s i interact iunile lor. O funct ie de unda  

î n spat iul configurat iilor, care sa  descrie cele 𝑁 particule, cont ine toata  informat ia posibila  a 

sistemului, dar o rezolvare directa  a ecuat iei Schro dinger î n acest caz este absolut impractica . 

De aceea utiliza m alte metode de lucru s i ne baza m pe tehnicile dezvoltate de teoria cuantica  

a ca mpului, cuantificarea a doua s i funct iile Green. Pentru o teorie cuantica  relativista , 

cuantificarea a doua este esent iala  î n descrierea operat iilor de creare s i distrugere a 

particulelor. Chiar s i pentru cazul nerelativist, cuantificarea a doua simplifica  modul de lucru 

cu sisteme de particule identice care interact ioneaza . 

Avantajele acestor teorii s i instrumente: 

- operatorii cuantifica rii a doua î ncorporeaza  statistica Bose-Einstein sau Fermi-Dirac 

î n aproape toate aspectele acestora, fiind mai us or de utilizat deca t produsele de 

funct ii uniparticula  simetrice sau antisimetrice; 

- metodele teoriei cuantice a ca mpului ne ajuta  sa  ne concentra m pe elementele de 

matrice de interes, fa ra  sa  ne intereseze funct ia de unda  multi-particula ; 

- funct iile Green ne permit sa  determina m informat ii caracteristice ale sistemelor pe 

care le descriu, cum ar fi: energia sta rii fundamentale s i alte funct ii termodinamice de 

interes, energia s i timpul de viat a  a sta rilor excitate, ra spunsul liniar î n prezent a 

perturbat iilor exterioare. 

Metodele primei cuantifica ri ne ajuta  sa  realiza m o trecere de la modelele fizice clasice la 

sistemele cuantice simple (sisteme cu numa r mic de particule). De obicei particulele clasice 

primesc o descriere comportamentala  folosind caracteristicile ondulatorii. Prin acest proces, 

variabilele clasice, cum ar fi pozit ia, impulsul, energia, momentul cinetic, sunt transformate 

î n operatori: 

𝑥 → 𝑥̂ 

𝑝 → 𝑝̂ = −𝑖ℏ
∂

∂x
 

O alta  modificare importanta  este ca  paranteza Poisson din teoria clasica  este î nlocuita  de 

comutatorul: 

[𝑥̂, 𝑝̂] = 𝑖ℏ 
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Aceasta  ultima  deosebire este esent iala  deoarece sta  la baza î nt elegerii fenomenologiei 

mecanicii cuantice, dictate de Principiul de incertitudine al lui Heisenberg. Comutatorul 

descrie o relat ie î ntre observabile: comutativitatea operatorilor (valoarea operat iei de 

comutare ar fi 0) ne spune ca  putem ma sura simultan observabilele noastre – precizia 

ma sura torii este data  de capabilita t ile instrumentului de ma sura , î n timp ce 

necomutativitatea operatorilor este cea care duce la fluctuat ii cuantice (Principiul de 

incertitudine), adica  neputint a de a putea ma sura simultan observabilele – avem o 

constra ngere a preciziei de ma surare, influent ata  de procesul de ma surare. 

Cuantificarea a doua nu difera  foarte mult de prima cuantificare, dar este mult mai utila  s i 

us or de utilizat î n cazul sistemelor complexe (cu numa r mare de particule) s i descrie mai 

bine excitat iile î n sistemele de energie sca zuta . Mai mult, putem folosi cuantificarea a doua 

pentru a descrie vibrat iile sonore din solide, ca mpurile electromagnetice sau sistemele de 

particule identice (gazul de fermioni sau bosoni). 

Metodele cuantifica rii a doua transforma  ca mpurile clasice î n operatori de ca mp (un exemplu 

cunoscut este cuantificarea unei corzi clasice – sistem analizat de M. Born, W. Heisenberg s i 

P. Jordan î n articolul lor, unde au pus bazele matematice ale cuantifica rii a doua). 

Funct ia de unda  multi-particula  are urma toarea proprietate (descoperita  de Dirac, folosind 

Principiul de excluziune a lui Pauli): 

 𝜓(𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎 î𝑛 𝐴, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎 î𝑛 𝐵) = 𝑒𝑖𝜃𝜓(𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎 î𝑛 𝐵, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎 î𝑛 𝐴) (1.1) 

Relat ia (1.1) ne arata  ca  funct ia de unda  trebuie sa  fie simetrica  sau antisimetrica  la 

interschimbarea particulelor. Paritatea funct iei de unda  la interschimbare ne da  cele doua  

tipuri de particule posibile, fermioni sau bosoni: 

 𝑒𝑖𝜃 = {
+1 → 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑏𝑜𝑠𝑜𝑛𝑖 (𝑓𝑢𝑛𝑐ț𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑑ă 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐ă)

−1 → 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑓𝑒𝑟𝑚𝑖𝑜𝑛𝑖 (𝑓𝑢𝑛𝑐ț𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑑ă 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐ă)
 (1.2) 

I n cele ce urmeaza , analiza m cuantificarea a doua pentru bosoni, dupa  care pentru fermioni. 

Folosim notat ia introdusa  de Jordan s i Wigner a operatorului de ca mp: 𝜓̂(𝑥) –  „cuantificarea” 

funct iei de unda . Aces ti operatori de ca mp sunt operatori î n spat iul abstract Hilbert al 

numa rului de ocupare pentru ca  depind de operatorii de creare s i distrugere. I n plus, satisfac 

toate regulile de comutare sau anticomutare (î n funct ie de natura particulelor). Important 

de ment ionat este ca  aces ti operatori de ca mp nu sunt funct ii de unda , ci operatori. 
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1.1 Bosonii 

Pentru bosoni, î n cuantificarea a doua, utiliza m comutatorul î ntre operatorii de ca mp 

(funct ie de unda  simetrica : 𝜓̂(𝑥)𝜓̂(𝑦) = 𝜓̂(𝑦)𝜓̂(𝑥)): 

 [𝜓̂(𝑥), 𝜓̂+(𝑥)] = 𝛿(𝑥 − 𝑦) (1.3) 

Unde [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 s i: 

𝜓̂+(𝑥) − 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑢𝑙 𝑑𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑎𝑟𝑒 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑏𝑜𝑠𝑜𝑛𝑖 

𝜓̂(𝑥) − 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑢𝑙 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑢𝑔𝑒𝑟𝑒 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑏𝑜𝑠𝑜𝑛𝑖 

Putem descrie î n mod eficient starea sistemul multiparticula  indica nd numa rul 𝑛𝑝⃗ de 

particule de impuls 𝑝, folosind vectorii: 

 |𝑛1, … , 𝑛𝑝⃗ , … ⟩ (1.4) 

Unde 𝑛𝑝⃗ poate lua valori î ntregi pozitive, inclusiv zero. Aceasta  stare totala  este o baza  

ortonormata  s i se poate scrie ca produs de sta ri individuale a fieca rui mod. 

Definim operatorul de creare 𝑎̂𝑝⃗
+ s i complex conjugatul sa u, operatorul de distrugere 𝑎̂𝑝⃗: 

 𝑎̂𝑝⃗
+|… , 𝑛𝑝⃗ , … ⟩ = √𝑛𝑝⃗ + 1|… , 𝑛𝑝⃗ + 1 , … ⟩ (1.5) 

 𝑎̂𝑝⃗|… , 𝑛𝑝⃗ , … ⟩ = √𝑛𝑝⃗|… , 𝑛𝑝⃗ − 1 ,… ⟩ (1.6) 

Operatorul de creare cres te numa rul de ocupare cu unu, î n timp ce operatorul de distrugere 

scade numa rul de ocupare cu unu. Avem operatorul care ne da  numa rul de particule î n starea 

de impuls 𝑝: 

 𝑁𝑝⃗ = 𝑎̂𝑝⃗
+𝑎̂𝑝⃗ (1.7) 

Cu proprietatea: 

 𝑁𝑝⃗|… , 𝑛𝑝⃗ , … ⟩ = 𝑛𝑝⃗|… , 𝑛𝑝⃗ , … ⟩ (1.8) 

Operatorul 𝑁𝑝⃗ este un operator hermitian, deci are valori proprii reale care sunt mai mari 

sau egale cu zero. Folosind proprieta t ile bosonilor s i cele ale comutatorului avem 

urma toarele relat ii: 
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 {

[𝑎̂𝑝⃗, 𝑎̂𝑝⃗′
+ ] = 𝛿𝑝⃗𝑝⃗′

[𝑎̂𝑝⃗, 𝑎̂𝑝⃗′] = 0

[𝑎̂𝑝⃗
+, 𝑎̂𝑝⃗′

+ ] = 0

 (1.9) 

Pe baza celor discutate mai sus, operatorul de creare respectiv de distrugere a unui boson î n 

punctul 𝑟, independent de timp, are urma toarea forma : 

 {
𝜓̂+(𝑟) =

1

√𝑉
∑ 𝑎̂𝑝⃗

+𝑒−𝑖𝑝⃗𝑟𝑝⃗

𝜓̂(𝑟) =
1

√𝑉
∑ 𝑎̂𝑝⃗𝑝⃗ 𝑒𝑖𝑝⃗𝑟

 (1.10) 

 

1.2 Fermionii 

Pentru fermioni, î n cuantificarea a doua, utiliza m anticomutatorul î ntre operatorii de ca mp 

(funct ie de unda  antisimetrica : 𝜓̂(𝑥)𝜓̂(𝑦) = −𝜓̂(𝑦)𝜓̂(𝑥)): 

 {𝜓̂(𝑥), 𝜓̂+(𝑥)} = 𝛿(𝑥 − 𝑦) (1.11) 

Unde {𝑎, 𝑏} = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 s i: 

𝜓̂+(𝑥) − 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑢𝑙 𝑑𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑎𝑟𝑒 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑓𝑒𝑟𝑚𝑖𝑜𝑛𝑖 

𝜓̂(𝑥) − 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑢𝑙 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑢𝑔𝑒𝑟𝑒 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑓𝑒𝑟𝑚𝑖𝑜𝑛𝑖 

As a cum am va zut î n cazul bosonilor, s i aici vom utiliza o scriere care us ureaza  modul de 

lucru. I n relat iile ce urmeaza  am luat î n considerare s i spinul, dar î n descrierea unor sisteme 

s i modele acest lucru poate fi ignorat. Pentru starea sistemul multiparticula  folosim numa rul 

𝑛𝑝⃗,𝜎 de particule de impuls 𝑝 s i de spin 𝜎, folosind vectorii: 

 |𝑛1,𝜎 , … , 𝑛𝑝⃗,𝜎 , … ⟩     (1.12) 

Unde 𝑛𝑝⃗,𝜎 poate lua doar valorile 0 sau 1 – acest lucru se datoreaza  principiului de excluziune 

a lui Pauli. Aceasta  stare totala  este o baza  ortonormata  s i se poate scrie ca produs de sta ri 

individuale a fieca rui mod. 

Definim operatorul de creare 𝑐𝑝⃗̂,𝜎
+  s i complex conjugatul sa u, operatorul de distrugere 𝑐̂𝑝⃗,𝜎: 

 𝑐𝑝⃗̂,𝜎
+ |… , 𝑛𝑝⃗,𝜎 , … ⟩~√𝑛𝑝⃗,𝜎 + 1|… , 𝑛𝑝⃗,𝜎 + 1,… ⟩ (1.13) 

 𝑐̂𝑝⃗,𝜎|… , 𝑛𝑝⃗,𝜎  , … ⟩~√𝑛𝑝⃗,𝜎|… , 𝑛𝑝⃗,𝜎 − 1,… ⟩ (1.14) 
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Operatorul numa r de ocupare este: 

 𝑁𝑝⃗ = 𝑐𝑝⃗̂,𝜎
+ 𝑐̂𝑝⃗,𝜎 (1.15) 

Cu proprietatea: 

 𝑁𝑝⃗|… , 𝑛𝑝⃗,𝜎  , … ⟩ = 𝑛𝑝⃗,𝜎|… , 𝑛𝑝⃗,𝜎 , … ⟩ (1.16) 

Folosind proprieta t ile fermionilor s i cele ale anticomutatorului avem urma toarele relat ii a 

ca ror deducere nu este chiar ata t de intuitiva  ca î n cazul bosonilor – aici trebuie sa  t inem cont 

de proprietatea 𝑐𝑝⃗̂,𝜎
+ 𝑐𝑝⃗̂′,𝜎′

+ = −𝑐𝑝⃗̂′,𝜎′
+ 𝑐𝑝⃗̂,𝜎

+  (la fel este s i î n cazul operatorilor de distrugere): 

 

{
 

 
{𝑐̂𝑝⃗,𝜎
+ , 𝑐̂𝑝⃗′,𝜎′} = 𝛿𝑝⃗𝑝⃗′𝛿𝜎𝜎′

{𝑐̂𝑝⃗,𝜎 , 𝑐̂𝑝⃗′,𝜎′} = 0

{𝑐𝑝⃗̂,𝜎
+ , 𝑐𝑝⃗̂′,𝜎′

+ } = 0

 (1.17) 

Pe baza celor discutate mai sus, operatorul de creare respectiv de distrugere a unui fermion 

î n punctul 𝑟, independent de timp, are urma toarea forma : 

 {
𝜓̂𝜎
+(𝑟) =

1

√𝑉
∑ 𝑐𝑝⃗̂,𝜎

+ 𝑒−𝑖𝑝⃗𝑟𝑝⃗

𝜓̂𝜎(𝑟) =
1

√𝑉
∑ 𝑐̂𝑝⃗,𝜎𝑝⃗ 𝑒𝑖𝑝⃗𝑟

 (1.18) 

Cu ajutorul ecuat iilor (1.9), (1.10), (1.17), (1.18), a proprieta t ilor prezentate mai sus s i a 

diferitelor metode de calcul matematic, putem calcula diferite ma rimi de interes cum ar fi 

densitatea de probabilitate, densitatea de curent, numa rul de particule din sistem, energii 

cinetice, energii potent iale de interact iune s i multe altele. 
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2 Funcții Green 

Una dintre metodele folosite pentru tratarea sistemelor î n cuantificarea a doua este metoda 

funct iilor Green sau as a numit ii propagatori. Aceste funct ii sunt o unealta  matematica  care 

ne ajuta  foarte mult î n descrierile noastre datorita  formei analitice, a proprieta t ilor s i a 

interpreta rii fizice simple s i intuitive pe care le ofera , aceea fiind î n cazul nostru de 

propagator a unei particule individuale. Funct iile Green joaca  un rol semnificativ î n teoria 

cuantica  a ca mpului, tratarea sistemelor multiparticula , descrierea dinamicii unui sistem, 

mis carea particulelor, evolut ia sta rilor s i corelarea acestora î n timp. 

De-a lungul anilor, î n mecanica cuantica  s-au dezvoltat diferite reprezenta ri: reprezentarea 

Schro dinger, reprezentarea Heisenberg s i reprezentarea de interact ie. Cea pe care o utiliza m 

este reprezentarea Heisenberg, deoarece î n aceasta  imagine atribuim toata  dependent a 

temporala  operatorilor, iar vectorii de stare corespunza tori sunt independent i de timp. 

Prima data  vom studia funct iile Green libere, adica  la 𝑇 = 0 𝐾, dupa  care vom vedea funct iile 

Green la temperaturi finite, sau 𝑇 ≠ 0 𝐾. 

 

2.1 Funcția Green fermionică și fononică la T = 0 K 

Experimental, sistemele pe care le studiem nu pot atinge temperatura de zero absolut (cu 

aparatura  speciala  ne putem apropia destul de mult). Totus i calculele la aceste condit ii sunt 

foarte utile deoarece, conceptual, ele reprezinta  starea fundamentala  a unui sistem. As a ca  

pentru a rezolva o problema  î n care sunt prezente interact iuni, putem porni de la 

comportamentul î n starea fundamentala  (la 𝑇 = 0 𝐾) plus excitat iile sale. 

* 

La 𝑇 = 0 𝐾, funct ia Greeen fermionica , uniparticula  este definita  î n forma ei bruta  prin: 

 𝐺0(𝑥⃗, 𝑥⃗′, 𝑡, 𝑡′) = −𝑖⟨𝜓0|𝑇{𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡)𝜓̃
+(𝑥⃗′, 𝑡′)}|𝜓0⟩ (2.1) 

I n cele ce urmeaza , prin mai multe tratamente de calcul, aducem aceasta  relat ie la o forma  

analitica  mai simpla  din punct de vedere matematic, pe care o putem folosi î n diferite aplicat ii 

pentru a determina ma rimi fizice de interes. 

I n ecuat ia (2.1), 𝑇 este un operator de ordonare î n timp. Act iunea acestui operator este 

delicata  s i trebuie tratata  cu atent ie. Acesta ne ofera  urma toarea ecuat ie: 
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 𝐺0(𝑥⃗, 𝑥⃗′, 𝑡, 𝑡′) = {
−𝑖⟨𝜓0|𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡)𝜓̃

+(𝑥⃗′, 𝑡′)|𝜓0⟩     , 𝑡 > 𝑡′

𝑖⟨𝜓0|𝜓̃
+(𝑥⃗′, 𝑡′)𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡)|𝜓0⟩       , 𝑡′ > 𝑡

 (2.2) 

Interpretarea fizica  a ecuat iilor (2.2): pentru ambele ecuat ii, funct ia Green descrie 

propagarea unei singure particule î n prezent a altor particule s i ma soara  amplitudinea de 

probabilitate ca particula introdusa  sa  se fi deplasat dintr-un punct s i moment de timp 

anterior î ntr-un punct s i moment de timp nou. 

Pentru cazul 𝑡 > 𝑡′, prin operatorul de ca mp 𝜓̃+(𝑥⃗′, 𝑡′) care se aplica  pe starea fundamentala  

|𝜓0⟩, introducem o particula  î n sistem (creem o excitat ie) la pozit ia 𝑥⃗′ s i la timpul 𝑡′. I n studiul 

de fat a , trata m aceste excitat ii ca fiind electroni. Operatorul de ca mp 𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡), fiind aplicat pe 

starea 𝜓̃+(𝑥⃗′, 𝑡′)|𝜓0⟩, scoate particula introdusa  î n sistem mai î nainte (distrugem excitat ia) 

la o pozit ie 𝑥⃗ s i un timp ulterior 𝑡. 

Pentru cazul 𝑡′ > 𝑡, un electron este distrus din starea fundamentala  prin act iunea 

𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡)|𝜓0⟩ la pozit ia 𝑥⃗ s i la timpul 𝑡, s i reintrodus prin 𝜓̃+(𝑥⃗′, 𝑡′)𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡)|𝜓0⟩ la pozit ia 𝑥⃗′ s i la 

timpul 𝑡′, asta daca  avem electroni î n stare fundamentala  la temperatura de zero absolut. Un 

exemplu ar fi marea Fermi dintr-un metal. „Distrugerea” init iala  a unui electron, duce la 

î ndepa rtarea acestuia din marea Fermi – disparit ia sa creaza  un loc vacant, un gol. 

Folosim ecuat iile (1.18), dar cu mici modifica ri: nu lua m î n considerare spinul s i ada uga m 

factorul temporal: 

 {
𝜓̃+(𝑥⃗′, 𝑡′) =

1

√𝑉
∑ 𝑐𝑝⃗̂′

+ 𝑒
−𝑖(𝑝⃗′𝑥′+𝜖𝑝⃗⃗⃗′

0 𝑡′)
𝑝⃗′

𝜓̃(𝑥⃗, 𝑡) =
1

√𝑉
∑ 𝑐̂𝑝⃗𝑝⃗ 𝑒

𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝑡)

 (2.3) 

Pentru ca  nu este prezent un potent ial extern, Hamiltonianul este invariant fat a  de translat ia 

î n spat iu s i timp, deci funct ia noastra  Green depinde doar de diferent ele 𝑥⃗ − 𝑥⃗′ s i 𝑡 − 𝑡′. Lua nd 

î n considerare setul de relat ii (2.3), funct ia (2.2) devine: 

𝐺0(𝑥⃗ − 𝑥⃗′, 𝑡 − 𝑡′) = {
−𝑖 ⟨𝜓0|

1

√𝑉
∑ 𝑐̂𝑝⃗𝑝⃗ 𝑒

𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝑡) 1

√𝑉
∑ 𝑐𝑝⃗̂′

+ 𝑒
−𝑖(𝑝⃗′𝑥′+𝜖𝑝⃗⃗⃗′

0 𝑡′)
𝑝⃗′ |𝜓0⟩     , 𝑡 > 𝑡′

𝑖 ⟨𝜓0|
1

√𝑉
∑ 𝑐𝑝⃗̂′

+ 𝑒
−𝑖(𝑝⃗′𝑥′+𝜖𝑝⃗⃗⃗′

0 𝑡′)
𝑝⃗′

1

√𝑉
∑ 𝑐̂𝑝⃗𝑝⃗ 𝑒

𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝑡)|𝜓0⟩       , 𝑡′ > 𝑡

 (2.4) 

I n setul de ecuat ii (2.4), î n intervalul de timp 𝑡 − 𝑡′, particula sau golul sufera  î mpra s tieri, 

modifica ri ale energiei etc., care duc la modifica ri ale amplitudinii init iale. Prin ma sura tori 

ale noii amplitudini putem determina informat ii despre starea sistemului. 
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Alegem 𝑥⃗′ = 0 s i 𝑡′ = 0. Obt inem: 

 𝐺0(𝑥⃗, 𝑡) = {
−

𝑖

𝑉
∑  ⟨𝜓0|𝑐̂𝑝⃗𝑐𝑝⃗̂′

+ |𝜓0⟩ 𝑒
𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝑡)
𝑝⃗,𝑝⃗′      , 𝑡 > 0

𝑖

𝑉
∑  ⟨𝜓0|𝑐𝑝⃗̂′

+ 𝑐̂𝑝⃗|𝜓0⟩ 𝑒
𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝑡)
𝑝⃗,𝑝⃗′          , 𝑡 < 0

 (2.5) 

Daca  utiliza m proprietatea de anticomutare a operatorilor fermionici 𝑐̂𝑝⃗𝑐𝑝⃗̂′
+ = 𝛿𝑝⃗𝑝⃗′ − 𝑐𝑝⃗̂′

+ 𝑐̂𝑝⃗ s i 

⟨𝜓0|𝑐𝑝⃗̂′
+ 𝑐̂𝑝⃗|𝜓0⟩ = 𝑛𝑝⃗

0𝛿𝑝⃗𝑝⃗′; atunci (2.5) se poate rescrie astfel: 

 𝐺0(𝑥⃗, 𝑡) = {
−

𝑖

𝑉
∑ 𝛿𝑝⃗𝑝⃗′ (1 − 𝑛𝑝⃗

0) 𝑒
𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝑡)
𝑝⃗,𝑝⃗′      , 𝑡 > 0

𝑖

𝑉
∑ 𝛿𝑝⃗𝑝⃗′ 𝑛𝑝⃗

0  𝑒
𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝑡)
𝑝⃗,𝑝⃗′                       , 𝑡 < 0

 (2.6) 

I ntr-o forma  mai compacta  avem: 

 𝐺0(𝑥⃗, 𝑡) = −
𝑖

𝑉
∑  𝑒

𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝑡)
×𝑝⃗ {

1 − 𝑛𝑝⃗
0     , 𝑡 > 0

−𝑛𝑝⃗
0           , 𝑡 < 0

 (2.7) 

Unde 𝑛𝑝⃗
0 este numa rul de ocupare pentru un sistem fermionic, cu proprietatea: 

 𝑛𝑝⃗
0 = {

1   , |𝑝| < 𝑝𝐹
0   , |𝑝| > 𝑝𝐹

 (2.8) 

Funct ia Green data  de relat ia (2.7) este funct ia Green libera  pentru fermioni. Este util sa  

transforma m funct ia noastra  𝐺0(𝑥⃗, 𝑡) cu coordonate spat iu s i timp î n 𝐺0(𝑝,𝜔) cu coordonate 

impuls s i frecvent a . Pentru a face transformarea utiliza m relat ia: 

 𝐺0(𝑝,𝜔) = ∫𝑑3𝑥 𝑑𝑡 𝑒−𝑖(𝑝⃗𝑥−𝜔𝑡) 𝐺0(𝑥⃗, 𝑡)  (2.9) 

Obt inem: 

 𝐺0(𝑝,𝜔) = −
𝑖

𝑉
∑ ∫ 𝑑𝑡

∞

−∞
∫𝑑3𝑥  𝑒−𝑖(𝑝⃗−𝑝⃗′)𝑥  𝑒

𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗′
0 )𝑡

× {
1 − 𝑛𝑝⃗

0     , 𝑡 > 0

−𝑛𝑝⃗
0           , 𝑡 < 0

 𝑝⃗′  (2.10) 

Aici folosim relat ia 
1

𝑉
∫𝑑3𝑥  𝑒−𝑖(𝑝⃗−𝑝⃗′)𝑥 = 𝛿𝑝⃗𝑝⃗′ s i ecuat ia (2.10) devine: 

𝐺0(𝑝,𝜔) = −𝑖 ∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

 𝑒
𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝑡
× {

1 − 𝑛𝑝⃗
0     , 𝑡 > 0

−𝑛𝑝⃗
0           , 𝑡 < 0

 

Echivalenta  cu urma toarea scriere: 

𝐺0(𝑝,𝜔) = −𝑖 {∫ 𝑑𝑡
0

−∞

 𝑒
𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝑡(−𝑛𝑝⃗
0) + ∫ 𝑑𝑡

∞

0

 𝑒
𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝑡(1−𝑛𝑝⃗
0)} 
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Pentru prima integrala  de mai sus facem schimbarea de variabila  𝑡 → −𝑡: 

 𝐺0(𝑝,𝜔) = 𝑖 ∫ 𝑑𝑡
∞

0
{−𝑛𝑝⃗

0 𝑒
−𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝑡
+ (1−𝑛𝑝⃗

0) 𝑒
𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝑡} (2.11) 

Daca  folosim expresia (2.8) ajungem la: 

 𝐺0(𝑝,𝜔) = {
𝑖 ∫ 𝑑𝑡 𝑒

−𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0)𝑡∞

0
     , |𝑝| < 𝑝𝐹

−𝑖 ∫ 𝑑𝑡 𝑒
𝑖(𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝑡∞

0
     , |𝑝| > 𝑝𝐹

 (2.12) 

I n expresia (2.12) apar integrale de forma ∫ 𝑑𝑡
∞

0
𝑒𝑖𝑎𝑡. Ca sa  nu avem probleme cu aceasta  

integrala  la infinit trebuie sa  facem î nlocuirea 𝑎 → 𝑎 + 𝑖𝛿 unde 𝛿 → 0 s i 𝛿 > 0. Integrala 

noastra  ia urma toarea forma : 

 ∫ 𝑑𝑡
∞

0
𝑒𝑖𝑎𝑡 → ∫ 𝑑𝑡

∞

0
𝑒𝑖(𝑎+𝑖𝛿)𝑡 =

𝑖

𝑎+𝑖𝛿
 (2.13) 

Folosim relat ia (2.13) î n scrierea funct iei Green (2.12): 

 𝐺0(𝑝,𝜔) = {

1

𝜔−𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0−𝑖𝛿

     , |𝑝| < 𝑝𝐹

1

𝜔−𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0+𝑖𝛿

     , |𝑝| > 𝑝𝐹
 (2.14) 

Pentru a compacta scrierea relat iei (2.14) introducem urma toarea notat ie: 

 𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑝| − 𝑝𝐹) = {
−1   , |𝑝| < 𝑝𝐹
1      , |𝑝| > 𝑝𝐹

 (2.15) 

I n final, prin combinarea scrierii (2.15) cu funct ia noastra  Green (2.14) obt inem: 

 𝐺0(𝑝,𝜔) =
1

𝜔−𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0+𝑖𝛿 𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑝⃗|−𝑝𝐹)

 (2.16) 

Ecuat ia (2.16) reprezinta  funct ia Green uniparticula , libera , la 𝑇 = 0 𝐾 sau propagatorul 

liber. 

* 

Acum discuta m despre funct ia Green pentru bosoni. Pentru ca  vorbim despre cealalta  

categorie de particule (cu proprieta t i fundamental diferite), ne as tepta m ca funct ia Green sa  

aiba  o alta  forma . Bosonii de interes î n cazul nostru sunt fononii, cuantele ret elei cristaline. 

Expresia propagatorului fononic pentru un sistem de fononi care nu interact ioneaza  (s i 

pentru care nu lua m î n considerare polarizarea) este: 
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 𝐷0(𝑞⃗, 𝑡 − 𝑡′) = −𝑖⟨0|𝑇{𝐴̃𝑞⃗⃗(𝑡)𝐴̃−𝑞⃗⃗(𝑡
′)}|0⟩ (2.17) 

Operatorii prezent i î n operatorul temporal 𝑇 din relat ia (2.17) sunt o combinat ie (suma ) 

dintre operatorul bosonic de creare s i distrugere pentru care am efectuat o mica  modificare 

– introducerea unui factor temporal operatorilor bosonici definit i î n capitolul precedent. Prin 

urmare avem: 

𝐴̃𝑞⃗⃗(𝑡) = 𝑎̂𝑞⃗⃗(𝑡) + 𝑎̂−𝑞⃗⃗
+ (𝑡) 

𝑎̂𝑞⃗⃗(𝑡) = 𝑎̂𝑞⃗⃗𝑒
−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡 

𝑎̂−𝑞⃗⃗
+ (𝑡) = 𝑎̂−𝑞⃗⃗

+ 𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡 

Act iunea operatorului temporal ne modifica  funct ia noastra  init iala  (2.17) î n: 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝑡 − 𝑡′) = {
−𝑖⟨0|𝐴̃𝑞⃗⃗(𝑡)𝐴̃−𝑞⃗⃗(𝑡

′)|0⟩     , 𝑡 > 𝑡′

−𝑖⟨0|𝐴̃−𝑞⃗⃗(𝑡
′)𝐴̃𝑞⃗⃗(𝑡)|0⟩     , 𝑡′ > 𝑡

 (2.18) 

Folosind proprieta t ile operatorilor bosonici de creare s i distrugere, s i faptul ca  la 

temperatura de zero absolut nu avem fononi, avem: 

⟨0|𝑎̂𝑞⃗⃗
+𝑎̂𝑞⃗⃗|0⟩ = 0 

⟨0|𝑎̂𝑞⃗⃗𝑎̂𝑞⃗⃗
+|0⟩ = 1 

Pentru 𝑡 > 𝑡′: 

𝐷0(𝑞⃗, 𝑡 − 𝑡
′) = −𝑖⟨0 |(𝑎̂𝑞⃗⃗𝑒

−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡 + 𝑎̂−𝑞⃗⃗
+ 𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡) (𝑎̂−𝑞⃗⃗𝑒

−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡
′
+ 𝑎̂𝑞⃗⃗

+𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡
′
)|0⟩ = −𝑖𝑒−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗(𝑡−𝑡

′) (2.19) 

Pentru 𝑡′ > 𝑡: 

𝐷0(𝑞⃗, 𝑡 − 𝑡
′) = −𝑖⟨0|(𝑎̂−𝑞⃗⃗𝑒

−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡′ + 𝑎̂𝑞⃗⃗
+𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡′)(𝑎̂𝑞⃗⃗𝑒

−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡 + 𝑎̂−𝑞⃗⃗
+ 𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡)|0⟩ = −𝑖𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗(𝑡−𝑡

′) (2.20) 

Unim relat iile (2.19), (2.20) s i alegem 𝑡′ = 0, obt inem: 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝑡) = {
−𝑖𝑒−𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡      , 𝑡 > 0

−𝑖𝑒𝑖𝜔𝑞⃗⃗⃗𝑡     , 𝑡 < 0
    (2.21) 

Folosim transformata Fourier pentru a transforma 𝐷0(𝑞⃗, 𝑡) î n 𝐷0(𝑞⃗, 𝜔): 

𝐷0(𝑞⃗, 𝜔) = ∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

𝐷0(𝑞⃗, 𝑡)𝑒
𝑖𝜔𝑡  

 



George-Alexandru Bocicorec  Renormarea masei electronice î n sisteme bidimensionale 
 

17 
 

Astfel relat ia (2.21) devine: 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝜔) = −𝑖 {∫ 𝑑𝑡
0

−∞
𝑒𝑖(𝜔+𝜔𝑞⃗⃗⃗)𝑡 + ∫ 𝑑𝑡

∞

0
𝑒𝑖(𝜔−𝜔𝑞⃗⃗⃗)𝑡} (2.22) 

Pentru a nu avea probleme de convergent a  î n formula (2.22) vom realiza urma toarele 

prelungiri analitice complexe, unde 𝛿 → 0 s i 𝛿 > 0: 

𝜔 + 𝜔𝑞⃗⃗ → 𝜔 +𝜔𝑞⃗⃗ − 𝑖𝛿 

𝜔 − 𝜔𝑞⃗⃗ → 𝜔 −𝜔𝑞⃗⃗ + 𝑖𝛿 

Dupa  î nlocuirea prelungirilor analitice î n integrala din (2.22) s i rezolvarea aceteia, obt inem 

urma toarea relat ie: 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝜔) =
1

𝜔−𝜔𝑞⃗⃗⃗+𝑖𝛿
+

1

−𝜔−𝜔𝑞⃗⃗⃗+𝑖𝛿
=

2𝜔𝑞⃗⃗⃗

𝜔2−𝜔
𝑞⃗⃗⃗
2+𝑖𝛿

 (2.23) 

Ecuat ia descrisa  de (2.23) este funct ia Green fononica  la 𝑇 = 0 𝐾. Propagatorul fononic 

(2.23) este o suma  de doi termeni: primul reprezinta  emisia unui fonon, al doilea reprezinta  

absorbt ia fononului. 

 

2.2 Funcția Green fermionică și fononică la T ≠ 0 K 

Pentru temperaturi finite, studiul proprieta t ilor unui sistem cu multe particule devine o 

munca  destul de dificila . Particula noastra  de studiu, indiferent daca  este un electron sau 

fonon, aflata  î ntr-un sistem de particule cu 𝑇 ≠ 0 𝐾, interact ioneaza  cu restul particulelor din 

sistem. I n plus, din cauza fluctuat iilor diferitelor configurat ii, sta rile exacte ale celorlalte 

particule nu sunt cunoscute. I n aceasta  situat ie, singura noastra  ma rime cunoscuta  este 

temperatura, pe care o putem corela cu energia medie a mult imii de particule din sistem. 

Pentru a descrie perturbat iile, statistica „clasica ” ne conduce la anumite aproxima ri destul 

de complicate, î nsa  tehnica funct iilor Green ne ofera  o imagine mai clara  a structurii 

analizate. Pentru a putea descrie cu exactitate s i us urint a  un sistem termodinamic, s-a 

dezvoltat o metoda  î n care statistica „clasica ” s i funct iile Green se î ntrepa trund. As adar, 

trebuie sa  lua m î n considerare numa rul de ocupare pentru fermioni (descris de distribut ia 

Fermi-Dirac), respectiv pentru bosoni (descris de distribut ia Bose-Einstein), pentru a ajunge 

la forma propagatorilor î n cazul sistemelor cu temperatura  finita . 

Numa rul mediu de ocupare pentru fermioni, respectiv pentru bosoni, este redat mai jos: 
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 𝑓(𝜖𝑝⃗
0) =

1

𝑒
𝛽𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0

+1

 (2.24) 

 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗) =
1

𝑒
𝛽𝜔𝑞⃗⃗⃗−1

 (2.25) 

I n relat iile de mai sus, 𝛽 este cunoscutul factor statistic. Realiza m urma toarea schimbare 

𝜖𝑝⃗
0 ≡ 𝑖𝜔𝑛 î n relat ia (2.24) s i resprectiv 𝜔𝑞⃗⃗ ≡ 𝑖𝜔𝑛 pentru relat ia (2.25). Pentru a determina 

polii funct iilor (2.24) s i (2.25), realiza m urma toarele operat ii: 

𝑒𝑖𝛽𝜔𝑛  + 1 = 0 → cos(𝛽𝜔𝑛) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝜔𝑛) = −1⟹ cos(𝛽𝜔𝑛) = −1 → 𝜔𝑛 =
(2𝑛+1)𝜋

𝛽
 (2.26) 

𝑒𝑖𝛽𝜔𝑛  − 1 = 0 → cos(𝛽𝜔𝑛) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝜔𝑛) = 1 ⟹ cos(𝛽𝜔𝑛) = 1 → 𝜔𝑛 =
2𝑛𝜋

𝛽
 (2.27) 

Polii se afla  pe axa imaginara  la valori impare ale frecvent elor pentru polii numa rului de 

ocupare fermionic, 𝜔𝑛 =
(2𝑛+1)𝜋

𝛽
, s i la valori pare ale frecvent elor pentru polii numa rului de 

ocupare bosonic, 𝜔𝑛 =
2𝑛𝜋

𝛽
 (𝑛 este un numa r î ntreg pentru ambele funct ii). Aceste doua  tipuri 

de frecvent e discrete mai poarta  denumirea de frecvent e Matsubara. 

Pentru a î nt elege urma toarele concepte, da m spre exepmlu o posibila  funct ie Green pentru 

electroni: 

𝐺0~
𝑇𝑟[𝑒−𝛽𝐻𝑐̂𝑝⃗(𝑡)𝑐𝑝⃗̂

+(𝑡′)]

𝑇𝑟(𝑒−𝛽𝐻)
 

Unde 𝑇𝑟 reprezinta  urma s i 𝑐̂𝑝⃗(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝐻𝑐̂𝑝⃗𝑒
−𝑖𝑡𝐻 . Hamiltonianul total al sistemului apare î n 

ambele exponent iale, ata t 𝑒−𝛽𝐻 ca t s i 𝑒±𝑖𝑡𝐻 . Factorul 𝛽 =
1

𝑇
 poate fi considerat un timp 

complex datorita  comparat iei sale cu termenul 𝑖𝑡 din exponent. Dar metoda Matsubara 

realizeaza  chiar opusul, considera  timpul ca o temperatura  complexa . Facem urma toarea 

notat ie: 𝜏 = 𝑖𝑡 

Ca nd am analizat cazul 𝑇 = 0 𝐾, funct iile Green depindeau de timp, dar î n cazul 𝑇 ≠ 0 𝐾, 

funct iile vor avea o dependent a  de timpul imaginar 𝜏. Domeniul de integrare al acestor funct ii 

este: −𝛽 ≤ 𝜏 ≤ 𝛽. 

Poate par ciudate conceptele de mai sus de timp imaginar s i frecvent a  imaginara , dar metoda 

Matsubara simplifica  modul de calcul î n cazul sistemelor aflate la temperaturi de nonzero. 

Cu ajutorul acesteia se pot calcula proprieta t i fizice ale sistemului cum ar fi conductivitatea 
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electrica , conductivitatea termica , susceptibilitatea magnetica  etc. Metoda Matsubara este o 

metoda  directa  de calcul a ma rimilor fizice care pot fi verificate experimental. 

Din motive practice, vom exclude demostrat ia pentru transformata Fourier a unei funct ii 𝑓(𝜏) 

definita  pe intervalul −𝛽 ≤ 𝜏 ≤ 𝛽. Ecuat ia de mai jos se poate obt ine prin simple deduceri s i 

rat ionamente matematice: 

 𝑓(𝑖𝜔𝑛) = ∫ 𝑑𝜏
𝛽

0
𝑓(𝜏)𝑒𝑖𝜔𝑛𝜏 (2.28) 

Formula (2.28) este valabila  ata t pentru o funct ie care descrie fermionii, ca t s i pentru o 

funct ie care descrie bosonii, doar ca  trebuie sa  fim atent i la forma lui 𝜔𝑛 , deoarece difera  î n 

funct ie de natura particulei. 

 

* 

Funct ia Green pentru electron este definita  astfel: 

 𝐺0(𝑝, 𝜏 − 𝜏′) = −〈𝑇𝜏{𝑐̂𝑝⃗(𝜏)𝑐𝑝⃗̂
+(𝜏′)}〉 (2.29) 

I n ecuat ia (2.29), paranteza 〈… 〉 care act ioneaza  asupra unui operator î nseamna  valoarea 

medie statistica , care se calculeaza  cu ajutrul urmei. 𝑇𝜏  este un operator de ordonare î n timp 

care ne ofera  urma toarea ecuat ie (am ales 𝜏′ = 0): 

 𝐺0(𝑝, 𝜏) = {
−〈𝑐̂𝑝⃗(𝜏)𝑐𝑝⃗̂

+(0)〉     , 𝜏 > 0

〈𝑐𝑝⃗̂
+(0)𝑐̂𝑝⃗(𝜏)〉       , 𝜏 < 0

 (2.30) 

Vom realiza urma toare notat ie 𝑐𝑝⃗̂
+(0) ≡ 𝑐𝑝⃗̂

+ s i 𝑐̂𝑝⃗(0) ≡ 𝑐̂𝑝⃗. Calcula m cele doua  medii din (2.30) 

pentru un sistem fa ra  interact ii, descris de Hamiltonianul: 

𝐻 = 𝐻0 =∑𝜖𝑝⃗
0

𝑝⃗

𝑐𝑝⃗̂
+𝑐̂𝑝⃗ 

Cu ajutorul teoremei Baker-Hausdorff se pot deduce foarte us or operatorii de distrugere s i 

creare dependet i de 𝜏: 

𝑐̂𝑝⃗(𝜏) = 𝑐̂𝑝⃗𝑒
−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝜏
 

𝑐𝑝⃗̂
+(𝜏) = 𝑐𝑝⃗̂

+𝑒
𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝜏
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Valoriile medii pentru relat iile din (2.30) sunt: 

 〈𝑐̂𝑝⃗(𝜏)𝑐𝑝⃗̂
+〉 =

1

𝑍
𝑇𝑟 {𝑒−𝛽𝐻0𝑐̂𝑝⃗𝑒

−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝜏
𝑐𝑝⃗̂
+} = 𝑒

−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝜏(1 − 〈𝑐̂𝑝⃗𝑐𝑝⃗̂

+〉) (2.31) 

 〈𝑐𝑝⃗̂
+𝑐̂𝑝⃗(𝜏)〉 =

1

𝑍
𝑇𝑟 {𝑒−𝛽𝐻0𝑐𝑝⃗̂

+𝑐̂𝑝⃗𝑒
−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝜏} = 𝑒
−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝜏〈𝑐̂𝑝⃗𝑐𝑝⃗̂
+〉 (2.32) 

I nlocuim relat iile (2.31) s i (2.32) î n (2.30) s i mai introducem ca  media produsului dintre cei 

doi operatori este chiar numa rul de ocupare pentru fermioni 〈𝑐̂𝑝⃗𝑐𝑝⃗̂
+〉 = 𝑓(𝜖𝑝⃗

0): 

 𝐺0(𝑝, 𝜏) = {
−𝑒

−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0𝜏
(1 − 𝑓(𝜖𝑝⃗

0))     , 𝜏 > 0

𝑒
−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0𝜏
𝑓(𝜖𝑝⃗

0)       , 𝜏 < 0
 (2.33) 

Pentru a realiza trecerea de la 𝐺0(𝑝, 𝜏) la 𝐺0(𝑝⃗, 𝑖𝜔𝑛) vom folosi ecuat ia (2.28): 

 𝐺0(𝑝, 𝑖𝜔𝑛) = ∫ 𝑑𝜏
𝛽

0
𝐺0(𝑝, 𝜏)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝜏 = −(1 − 𝑓(𝜖𝑝⃗
0)) ∫ 𝑑𝜏

𝛽

0
𝑒
(𝑖𝜔𝑛−𝜖𝑝⃗⃗⃗

0)𝜏
 (2.34) 

Daca  rezolva m integrala de mai sus vom obt ine urma toarea forma  pentru 𝐺0(𝑝⃗, 𝑖𝜔𝑛): 

 𝐺0(𝑝, 𝑖𝜔𝑛) =
1

𝑖𝜔𝑛−𝜖𝑝⃗⃗⃗
0  (2.35) 

Ecuat ia (2.35) este funct ia Green pentru electroni, la temperaturi finite pentru un sistem fa ra  

interact ii. Chiar daca  nu este evident la prima vedere a relat iei, dar (2.35) are o dependent a  

de temperatura , ascunsa  î n termenul 𝜔𝑛 (a se vedea (2.26)). 

 

* 

Expresia pentru propagatorul fononic se defines te asema na tor: 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝜏 − 𝜏′) = −〈𝑇𝜏{𝐴̃𝑞⃗⃗(𝜏)𝐴̃−𝑞⃗⃗(𝜏′)}〉 (2.36) 

Unde: 

𝐴̃𝑞⃗⃗(𝜏) = 𝑒
𝐻𝜏(𝑎̂𝑞⃗⃗ + 𝑎̂−𝑞⃗⃗

+ )𝑒−𝐻𝜏 

𝑇𝜏 este un operator de ordonare î n timp care ne ofera  urma toarea ecuat ie (am ales 𝜏′ = 0): 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝜏) = {
−〈𝐴̃𝑞⃗⃗(𝜏)𝐴̃−𝑞⃗⃗(0)〉     , 𝜏 > 0

−〈𝐴̃−𝑞⃗⃗(0)𝐴̃𝑞⃗⃗(𝜏)〉       , 𝜏 < 0
 (2.37) 
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Hamiltonianul pentru un sistem de fononi care nu interact ioneaza  este: 

𝐻 = 𝐻0 =∑𝜔𝑞⃗⃗
𝑞⃗⃗

𝑎̂𝑞⃗⃗
+𝑎̂𝑞⃗⃗ 

Cu ajutorul teoremei Baker-Hausdorff se pot deduce foarte us or operatorii de distrugere s i 

creare dependet i de 𝜏: 

𝑎̂𝑞⃗⃗(𝜏) = 𝑒
𝐻0𝜏𝑎̂𝑞⃗⃗𝑒

−𝐻0𝜏 = 𝑎̂𝑞⃗⃗𝑒
−𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 

𝑎̂𝑞⃗⃗
+(𝜏) = 𝑒𝐻0𝜏𝑎̂𝑞⃗⃗

+𝑒−𝐻0𝜏 = 𝑎̂𝑞⃗⃗
+𝑒𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 

Ecuat iile de mai sus le vom folosi pentru a calcula mediile statistice din (2.37). 

Pentru 𝜏 > 0: 

𝐷0(𝑞⃗, 𝜏) = −〈𝑒
𝐻0𝜏(𝑎̂𝑞⃗⃗ + 𝑎̂−𝑞⃗⃗

+ )𝑒−𝐻0𝜏(𝑎̂−𝑞⃗⃗ + 𝑎̂𝑞⃗⃗
+)〉 = − {(1 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗))𝑒

−𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)𝑒
𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏} (2.38) 

Pentru 𝜏 < 0: 

𝐷0(𝑞⃗, 𝜏) = −〈(𝑎̂−𝑞⃗⃗ + 𝑎̂𝑞⃗⃗
+)𝑒𝐻0𝜏(𝑎̂𝑞⃗⃗ + 𝑎̂−𝑞⃗⃗

+ )𝑒−𝐻0𝜏〉 = − {(1 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗))𝑒
𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)𝑒

−𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏} (2.39) 

Pentru deducerea relat iilor (2.38) s i (2.39), media produsului dintre cei doi operatori este 

chiar numa rul de ocupare pentru bosoni 〈𝑎̂𝑞⃗⃗
+𝑎̂𝑞⃗⃗〉 = 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗) s i 〈𝑎̂𝑞⃗⃗𝑎̂𝑞⃗⃗

+〉 = 1 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗). Unim 

relat iile (2.38), (2.39) s i obt inem: 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝜏) = {
−{(1 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)) 𝑒

−𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)𝑒
𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏}     , 𝜏 > 0

−{(1 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)) 𝑒
𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)𝑒

−𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏}     , 𝜏 < 0
 (2.40) 

Pentru a realiza trecerea de la 𝐷0(𝑞⃗, 𝜏) la 𝐷0(𝑞⃗, 𝑖𝜔𝑛) vom folosi ecuat ia (2.28): 

𝐷0(𝑞⃗, 𝑖𝜔𝑛) = ∫ 𝑑𝜏
𝛽

0
𝐷0(𝑞⃗, 𝜏)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝜏 = −∫ 𝑑𝜏
𝛽

0
{(1 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)) 𝑒

−𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏 + 𝑛(𝜔𝑞⃗⃗)𝑒
𝜔𝑞⃗⃗⃗𝜏} 𝑒𝑖𝜔𝑛𝜏 (2.41) 

Daca  rezolva m integrala de mai sus vom obt ine urma toarea forma  pentru 𝐷0(𝑞⃗, 𝑖𝜔𝑛): 

 𝐷0(𝑞⃗, 𝑖𝜔𝑛) =
1

𝑖𝜔𝑛−𝜔𝑞⃗⃗⃗
−

1

𝑖𝜔𝑛+𝜔𝑞⃗⃗⃗
= −

2𝜔𝑞⃗⃗⃗

𝜔𝑛
2+𝜔

𝑞⃗⃗⃗
2 (2.42) 

Ecuat ia (2.42) este funct ia Green pentru fononi, la temperaturi finite pentru un sistem fa ra  

interact ii. Propagatorul descris de (2.42) are o dependent a  de temperatura  realizata  prin 

termenul 𝜔𝑛 (a se vedea (2.27)) s i este î n permanent a  negativ.  
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3 Self-energia. Ecuația Dyson 

Ecuat ia Dyson se bazeaza  pe contopirea a doua  metode de lucru: principiile teoriei 

perturbat ilor s i formalismului funct iilor Green. Dezvoltarea acestei metode este motivata  de 

probleme fizice, precum: avem o particula  descrisa  de o funct ie de unda  ce vine î n contact cu 

o perturbat ie care modifica  funct ia de unda  init iala  a particulei; ne dorim sa  studiem 

comportamentul acestei modifica ri. 

I n comparat ie cu funct ia Green uniparticula , libera , (2.16), î n cazul unui sistem cu interact ii, 

forma funct iei Green poate sa  devina  destul de complicata . Prin urmare, dorim sa  dezvolta m 

un model mai simplu a funct iei Green pentru un fermion care se mis ca  î ntr-un mediu cu 

interact ii. Pentru aceasta, utiliza m funct ii Green fa ra  interact ii, printre care includem as a 

numitele „insert ii”. Aceste insert ii sunt de fapt nis te termeni ce descriu diferite procese, cum 

ar fi: ciocniri, interact ii, î mpra s tieri, difuzii, interferent e etc. Definim o noua  ma rime ce 

caracterizeaza  sistemul, numita  self-energie, notata  aici cu ∑(𝑝,𝜔), î n care sunt incluse toate 

aceste insert ii. Folosind self-energia, funct ia Green cu interact ii poate fi scrisa  sub forma 

urma toarei serii: 

𝐺(𝑝,𝜔) = 𝐺0(𝑝⃗,𝜔) + 𝐺0(𝑝,𝜔)∑(𝑝,𝜔)𝐺0(𝑝,𝜔) + 𝐺0(𝑝,𝜔)∑(𝑝,𝜔)𝐺0(𝑝,𝜔)∑(𝑝,𝜔)𝐺0(𝑝,𝜔) + ⋯ (3.1) 

O reprezentare diagramatica  a relat iei (3.1) se poate vedea î n Figura 3.1. 

 

Figura 3.1 – Reprezentarea grafica  a funct iei Green î n prezent a interact iilor sau ecuat ia (3.1) 

 

Relat ia (3.1) poate fi rescrisa  î n urma torul fel: 

 𝐺(𝑝,𝜔) = 𝐺0(𝑝,𝜔) {1 + ∑(𝑝,𝜔)𝐺0(𝑝,𝜔) + (∑(𝑝,𝜔)𝐺0(𝑝,𝜔))
2
+⋯} (3.2) 

Observa m ca  î n relat ia (3.2), cantitatea cuprinsa  î ntre paranteze reprezinta  o progresie 

geometrica . Daca  considera m ca  suma din paranteza  este convergenta  atunci avem: 

 𝐺(𝑝,𝜔) =
𝐺0(𝑝⃗,𝜔)

1−∑(𝑝⃗,𝜔)𝐺0(𝑝⃗,𝜔)
=

1

𝐺0
−1(𝑝⃗,𝜔)−∑(𝑝⃗,𝜔)

 (3.3) 

Rearanja nd termenii relat iei (3.3), obt inem: 

 𝐺(𝑝,𝜔) = 𝐺0(𝑝,𝜔) + 𝐺0(𝑝,𝜔) ∑(𝑝,𝜔) 𝐺(𝑝,𝜔) (3.4) 
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Ecuat iile (3.3) s i (3.4) sunt reprezenta ri ale Ecuat iei Dyson. Observa m ca  putem obt ine 

funct ia Green exacta  foarte us or daca  cunoas tem ∑(𝑝,𝜔). Un lucru important de ment ionat 

este ca  self-energia este o î nsumare a unui numa r infinit de termeni (sau diferite diagrame). 

Prin urmare, aceasta  metoda  de calcul a ecuat iei Dyson este utila  doar daca  se poate realiza 

o aproximare a self-energiei cu ajutorul primilor termeni. I n unele cazuri aceasta  aproximare 

este dificila , motiv pentru care recurgem la alte metode de calcul. De obicei, ecuat ia Dyson 

este folosita  î n cazul sistemelor cu interact iuni slabe î n care putem utiliza teoria 

perturbat iilor. 

Reprezentarea diagramatica  a ecuat iei (3.4) se ga ses te î n Figura 3.2. 

 

Figura 3.2 – Reprezentarea grafica  a ecuat iei Dysonsau ecuat ia (3.4) 

 

I nlocuim funct ia Green din numitorul ecuat iei (3.3) cu relat ia (2.16): 

 𝐺(𝑝,𝜔) =
1

𝜔−𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0+𝑖𝛿 𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑝⃗|−𝑝𝐹)−∑(𝑝⃗,𝜔)

 (3.5) 

Studiem cazul particulei libere, adica  |𝑝| > 𝑝𝐹 , pentru care avem 𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑝| − 𝑝𝐹) = 1. Atunci: 

 𝐺(𝑝,𝜔) =
1

𝜔−𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0+𝑖𝛿−∑(𝑝⃗,𝜔)

 (3.6) 

Facem schimbarea 𝜔 → 𝜔 − 𝑖𝛿: 

 𝐺(𝑝,𝜔 − 𝑖𝛿) =
1

𝜔−𝜖
𝑝⃗⃗⃗
0−∑(𝑝⃗,𝜔−𝑖𝛿)

 (3.7) 

Self-energia ∑(𝑝,𝜔) descrie norul de excitat ii (particule, goluri) care î nsot esc fermionul (de 

obicei electron) î n mis carea sa. O cuasiparticula  poate fi î nt eleasa  ca o particula  „î mbra cata ” 

î n interact iune: cont ine particula propriu-zisa  s i un „nor” de particule care î nconjoara  

particula propriu-zisa . Pentru descrierea sistemelor multi-particula , conceptul de 

cuasiparticula  ne ajuta  sa  transforma m un sistem de particule ce interact ioneaza  puternic, 

î ntr-un sistem de cuasiparticule ce interact ioneaza  slab, astfel î nca t putem ignora 

interact iunea î ntre cuasiparticule. 
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Self-energia are î n structura ei o componenta  reala  s i una imaginara , fiecare dintre acestea 

ava nd o semnificat ie fizica  importanta . Folosind scrierea numerelor complexe, putem scrie 

self-energia ca: 

 ∑(𝑝,𝜔 − 𝑖𝛿) = 𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔) + 𝑖 𝐼𝑚∑(𝑝,𝜔) (3.8) 

Trebuie sa  nota m doua  aspecte foarte importante legate de funct ia Green descrisa  de (3.7). 

Partea reala  a polului funct iei Green ne da  energia (renormata ) a cuasiparticulei: 

 𝜖𝑝⃗ = 𝜖𝑝⃗
0 + 𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔) (3.9) 

î n timp ce partea imaginara  a polului ne da  inversul timpului de viat a  a cuasiparticulei. 

Datorita  influent ei pe care o are self-energia unui electron, ∑(𝑝,𝜔), î n caracterizarea masei 

acestuia î ntr-un sistem de particule, aceasta mai poarta  denumirea de operator de masa . 

Daca  folosim funct ia spectrala  uniparticula  definita  mai jos putem ajunge la forma funct iei 

Green de care avem nevoie: 

 𝐴(𝑝,𝜔) =
1

𝜋
𝐼𝑚 𝐺(𝑝,𝜔 − 𝑖𝛿) (3.10) 

Putem observa ca  funct ia spectrala  din (3.10)  utilizeaza  partea imaginara  a propagatorului. 

Ajungem la urma toarea forma  a funct iei Green a ca rui deducere este destul de simpla : 

 𝐺(𝑝,𝜔 − 𝑖𝛿) =
𝑧(𝑝⃗)

𝜔−𝜖𝑝⃗⃗⃗−𝑖 𝐼𝑚 ∑(𝑝⃗,𝜖𝑝⃗⃗⃗)
 (3.11) 

Ecuat ia (3.11) este funct ia Green î n prezent a interact iunilor. Aceasta depinde de factorul de 

renormare 𝑧(𝑝) (mai multe detalii despre acest coeficient î n Capitolul 4). 

I n mod similar, folosind aceeas i logica  fizica  s i aparat matematic, putem deduce ecuat ia 

Dyson pentru funct ia Green fononica : 

 𝐷(𝑞⃗,𝜔) =
𝐷0(𝑞,𝜔)

1−Π(𝑞⃗⃗,𝜔)𝐷0(𝑞⃗⃗,𝜔)
=

2𝜔𝑞⃗⃗⃗

𝜔2−𝜔
𝑞⃗⃗⃗
2+𝑖𝛿−2𝜔𝑞⃗⃗⃗Π(𝑞⃗⃗,𝜔)

 (3.12) 

Unde self-energia fononica  este Π(𝑞⃗, 𝜔) s i mai poarta  denumirea de operator de polarizare. 
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4 Masa efectivă 

Interact iunile din apropierea suprafet ei Fermi, determina  masa efectiva  a cuasiparticulei 𝑚∗. 

Aceasta diferita  de masa „libera ” 𝑚 a electronului s i este definita  astfel: 

 
1

𝑚∗ =
1

𝑝𝐹

𝜕𝜖𝑝⃗⃗⃗

𝜕𝑝
|
𝑝=𝑝𝐹

 (4.1) 

Masa efectiva  a electronilor la suprafat a Fermi poate fi ma surata  destul de precis efectua nd 

experimente de rezonant a  ciclotronica  sau ma sura tori ale capacita t ii termice la temperaturi 

joase. Avem cel put in trei contribut ii care determina  masa efectiva : interact iunea electron-

electron, interact iunea electron-fonon s i structura benzii. 

Interact iunea electron-fonon influent eaza  semnificativ sta rile electronice aproape de 

suprafat a Fermi. Self-energia electronilor care rezulta  î n urma acestei interact iuni are o 

valoare neglijabila  comparativ cu energia Fermi. Cu toate acestea, valoarea derivatei sale este 

mare, ceea ce duce la o contribut ie mare la masa efectiva  a electronului. I n cazul 

interact iunilor electron-electron, situat ia este inversa : energiile sunt mari, derivata energiei 

este mica , prin urmare contribut iile la masa efectiva  sunt reduse. 

Daca  folosim relat ia energiei din (3.9) obt inem: 

 
1

𝑚∗ =
1

𝑝𝐹

𝜕𝜖𝑝⃗⃗⃗
0

𝜕𝑝
|
𝑝=𝑝𝐹

+
1

𝑝𝐹

𝜕

𝜕𝑝
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔)|

𝑝=𝑝𝐹 ,𝜔=𝜖𝑝⃗⃗⃗

 (4.2) 

 Se pot deduce cu us urint a  relat iile: 

 
𝜕𝜖𝑝⃗⃗⃗

0

𝜕𝑝
|
𝑝=𝑝𝐹

=
𝑝𝐹

𝑚
 (4.3) 

 
𝜕

𝜕𝑝
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔)|

𝑝=𝑝𝐹 ,𝜔=𝜖𝑝⃗⃗⃗

=
𝜕

𝜕𝑝
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔) +

𝑝𝐹

𝑚∗

𝜕

𝜕𝜔
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔) (4.4) 

Cu relat iile (4.3) s i (4.4), expresia (4.2) devine: 

 
𝑚∗

𝑚
=

1−
𝜕

𝜕𝜔
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔)

1+
𝑚

𝑝𝐹

𝜕

𝜕𝑝
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔)

 (4.5) 

Variat ia self-energiei î n funct ie de frecvent a  este mult mai importanta  deca t dependent a de 

impuls. Dependent a de frecvent a  este determinata  de scala energiei fononului, î n timp ce 

dependent a de impuls este data  de valoarea impulsului Fermi. Derivata î n funct ie de 
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frecvent a  a self-energiei, 
𝜕

𝜕𝜔
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔), este mult mai mare deca t derivata î n raport cu 

impulsul, 
𝜕

𝜕𝑝
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔). Prin urmare, putem aproxima numitorul ecuat iei (4.5) cu unitatea: 

 
𝑚∗

𝑚
≈ 1 −

𝜕

𝜕𝜔
𝑅𝑒∑(𝑝,𝜔)|𝜔=𝜖𝑝⃗⃗⃗ (4.6) 

Introducem definit ia factorului de renormare 𝑧(𝑝): 

 𝑧(𝑝) =
1

1−
𝜕

𝜕𝜔
𝑅𝑒 ∑(𝑝⃗,𝜔)|

𝜔=𝜖𝑝⃗⃗⃗

 (4.7) 

Electronii de pe suprafat a Fermi au un timp de viat a  infinit – nu exista  sta ri electronice 

neocupate pe care se pot î mpra s tia. Factorul de renormare poate fi interpretat ca numa rul 

de cuasiparticule (particule excitate) din gazul de electroni care au un comportament 

asema na tor particulelor individuale. Folosind relat ia (4.6) î mpreuna  cu (4.7): 

 
𝑚∗

𝑚
=

1

𝑧(𝑝)
 (4.8) 

 

Figura 4.1 – Numa rul de ocupare ca funct ie de impuls: a) fa ra  interact ii; b) cu interact ii 

 

La 𝑇 = 0 𝐾 s i î n absent a interact iilor, propagatorul fermionic 𝐺0(𝑝,𝜔) descris de (2.16), ne 

permite sa  determina m numa rul de ocupare 𝑛𝑝
0. La 𝑇 = 0 𝐾 s i î n prezent a interact iilor, 

valoarea numa rul de ocupare se modifica . I n acest caz funct ia Green este caracterizata  de 

(3.11). I n Figura 4.1 se poate vedea forma numa rului de ocupare î n ambele situat ii. 
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5 Reprezentări spectrale pentru funcțiile Green 

Pentru funct iile Green electronica  s i fononica  avem urma toarele reprezenta ri integrale: 

𝐺0(𝑝, 𝑖𝜔𝑛) = ∫
𝑑𝐸

2𝜋

∞

−∞

𝑆(𝑝, 𝐸)

𝑖𝜔𝑛 − 𝐸
 

𝐷0(𝑞⃗, 𝑖𝜔𝑛) = ∫
𝑑𝐸′

2𝜋

∞

−∞

𝑟(𝑞⃗, 𝐸′)

𝑖𝜔𝑛 − 𝐸′
 

Aceste integrale poarta  numele de reprezenta ri spectrale pentru funct iile Green. I n unele 

situat ii factorul 2𝜋 este absent î n scrierea celor doua  integrale. 

Putem interpreta aces ti termeni, 𝑆(𝑝,𝐸) s i 𝑟(𝑞⃗,𝐸′), ca fiind funct ii de probabilitate. Pentru 

fermioni, funct ia spectrala  𝑆(𝑝, 𝐸) este mereu pozitiva , î n timp ce funct ia spectrala  bosonica  

𝑟(𝑞⃗, 𝐸′) poate fi pozitiva  sau negativa  (î n funct ie de valoarea lui 𝐸′). Obt inem formele 

cunoscute pentru cele doua  funct ii Green daca  folosim: 

𝑆(𝑝, 𝐸) = 2𝜋𝛿(𝐸 − 𝜖𝑝⃗
0) 

𝑟(𝑞⃗, 𝐸′) = 2𝜋{𝛿(𝐸′ − 𝜔𝑞⃗⃗) − 𝛿(𝐸
′ +𝜔𝑞⃗⃗)} 

Folosind metoda funct iilor Green, putem recunoas te din peak-urile funct iei 𝑆(𝑝, 𝐸), prezent a 

interact iunii slabe î ntre cuasiparticule. Obt inem informat ii legate de energie, timpul finit de 

viat a  (rezultat î n urma interact iunii cu alte cuasiparticule) s i compozit ia procentuala  din care 

este alca tuita  cuasiparticula. 

 

Figura 5.1 – Reprezentarea funct iei spectrale î n cele doua  situat ii: sistemul fa ra  interact ii 

(𝑆0) care este chiar funct ia delta a lui Dirac (linia neagra  continua ) s i sistemul cu interact ii 

(𝑆) care are profilul unei benzi de energie (linia neagra  discontinua ). Cele doua  grafice nu 

au o semnificat ie anume, ci au fost realizate doar cu scopul de a î nt elege diferent a dintre 

cele doua  situat ii 
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𝑆(𝑝, 𝐸) este o funct ie de probabilitate: reprezinta  probabilitatea ca un electron sa  aiba  

impulsul 𝑝 s i energia 𝐸. I ntr-un sistem fa ra  interact ii, o cuasiparticula  la suprafat a Fermi are 

o singura  valoare a energiei, caracterizata  de impulsul Fermi. Prin urmare, observa m un peak 

central cu un va rf ascut it, adica  chiar funct ia delta, care se datoreaza  lipsei pa rt ii imaginare. 

Pentru sistemele cu interact ii apare o banda  de energie, ce corespunde unei distribut ii î n 

valorile impulsului. Cele doua  situat ii pentru funct ia spectrala  sunt reprezentate î n Figura 

5.1. 
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6 Efecte de dimensionalitate 

6.1 O vedere de ansamblu 

Este un fapt bine cunoscut ca  mis carea î n solid a unui electron este influent ata  de prezent a 

celorlalt i electroni s i a fononilor din sistem. As a cum am discutat, interact iunile de tip 

electron-electron s i electron-fonon contribuie la structura s i valoarea self-energiei, implicit 

s i la masa efectiva  a electronului, contribut ia mai mare fiind data  de al doilea tip de interact ie. 

Interact iunea dintre electroni s i fononi este una mutuala , ceea ce î nseamna  ca  proprieta t ile 

ambelor particule se afecteaza  reciproc. O descriere riguroasa  a unei astfel de interact iuni 

aduce cu ea o dificultate de calcul teoretic, pe care o putem domoli cu ajutorul diferitelor 

metode fizice s i matematice dezvoltate. 

Iata  ca teva motive pentru care studiul unei astfel de interact iuni este necesar: 

a) I n solide, fononi sunt afectat i de gazul de electroni, deci pentru a studia sistemele de 

fononi trebuie sa  cunoas tem natura interact iei electron-fonon; 

b) Electronii din apropierea suprafet ei Fermi sunt influent at i de fononi, prin urmare î n 

experimentele î n care ne propunem sa  ma sura m aces ti electroni, trebuie sa  

considera m s i efectele acestui tip de interact iune; 

c) Pentru unele metale, aceasta  interact iune este cauza supraconductivita t ii; 

d) Putem determina diferite ma rimi termodinamice s i electromagnetice de interes. 

Ceea ce ne propunem noi este determinarea self-energiei s i studiul renorma rii masei 

electronice, datorata  unei interact iuni simple dintre un electron s i un boson (el poate fi 

fonon, excitat ie magnetica  etc.). Analiza m cazul unui propagator bosonic ce descrie 

fluctuat iile magnetice de tip feromagnetic s i antiferomagnetic s i studiem comportamentul 

renorma rii masei la diferite limite ale temperaturii. 

Folosim î n mod special metoda funct iilor Green s i a propagatorilor, fizica statistica  s i alte 

unelte matematice mai mult sau mai put in prezentate î n corpul acestei lucra rii. 

Mai mult, ne propunem sa  vedem efectele de dimensionalitate care apar. Cunoas tem deja 

rezultatele obt inute pentru cazul 3D, iar acum vrem sa  studiem efectul dimensionalita t ii 

asupra acestor cantita t i s i ma rimi. Calculele efectuate de noi se concentreaza  pe sisteme 

bidimensionale (ne vom folosi de suprafat a Fermi). 
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6.2 Renormarea masei electronice în cazul 2D 

Un lucru pe ca nu l-am ment ionat î n corpul lucra rii s i î l prezenta m î n exclusivitate aici, î n 

acest capitol, este Teorema Migdal. Aceasta  teorema  se refera  la totalitatea corect iilor care 

apar î n interact iunea dintre un electron s i un fonon î ntr-un sistem de particule. De exemplu, 

un electron care se mis ca  printr-o ret ea cristalina  s i interact ioneaza  doar cu un fonon este 

un caz ideal, dar î n realitate electronul nu este singur, iar interact iile cu ceilalt i electroni s i cu 

alte vibrat ii ale ret elei cristaline, ar putea modifica interact iunea init iala . Teorema Migdal ne 

ajuta  sa  lua m î n cosiderare doar termenii semnificativi î n dezvoltarea corect iilor noastre. De 

cele mai multe ori este suficient sa  considera m termenii de ordin cel mai mic, precum cel din 

Figura 6.1,  atunci ca nd calcula m self-energia. 

Figura 6.1 reprezinta  diagrama Feynman care descrie termenul de ordin cel mai mic dar care 

contribuie cel mai mult la self-energie, î n cazul interact iunii dintre electron s i fonon: 

 

Figura 6.1 – Reprezentarea diagramatica  care caracterizeaza  self-energia interact iunii 

dintre un electron s i un fonon 

 

Explicat ia notat iilor grafice utilizate î n Figura 6.1: 

Linia continua  dreapta  corespunde funct iei Green electronice 𝐺(𝑝′, 𝑖𝜔𝑚) (î n linii mari, putem 

spune ca  este electronul), î n timp ce linia continua  ondulata  este propagatorul bosonic 

𝑅(𝑝 − 𝑝′, 𝑖𝜔𝑛 − 𝑖𝜔𝑚) (din nou, î n linii mari, este bosonul, indiferent de natura acestuia). Cele 

doua  puncte reprezinta  constanta de cuplaj electron-boson 𝑔. 
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Explicat ia dinamicii interact iunii reprezentate î n figura : 

La inceput avem un electron de impuls 𝑝 s i frecvent a  𝜔𝑛 . I n primul punct, cel notat cu 1, este 

distrus electronul init ial s i sunt create doua  particule: un electron de impuls 𝑝′ s i frecvent a  

𝜔𝑚 , s i un fonon de impuls 𝑝 − 𝑝′ s i frecvent a  𝜔𝑛 − 𝜔𝑚 . I n acest moment, ansamblul format 

din cele doua  particule reprezinta  o cuasiparticula . I n cel de-al doilea punct, notat cu 2, sunt 

distruse cele doua  particule s i se creaza  un electron asema na tor cu cel init ial, adica  de impuls 

𝑝 s i frecvent a  𝜔𝑛 . 

I n cazul interact iei electronilor cu excitat iile de joasa  energie dintr-un sistem, masa 

electronilor se modifica  s i devine 𝑚∗. Relat ia care leaga  masa electronilor liberi s i masa 

electronilor î n interact iune (masa efectiva ) se numes te renormarea masei electronice. 

Aceasta este: 

 
𝑚∗

𝑚
≈ 1 −

𝜕

𝜕𝜔
𝑅𝑒 ∑(𝜔)|𝜔→0 (6.1) 

Diagrama din Figura 6.1 de mai sus este doar o reprezentare grafica  foarte utila  a expresiei 

analitice ce caracterizeaza  s i descrie interact iunea care ne intereseaza . De fapt, ceea ce se 

ascunde î n spatele acestei diagrame este dat de urma toarea relat ie: 

 ∑(𝑝, 𝑖𝜔𝑚) = −
𝑔2

𝛽
∑ ∫

𝑑𝑝′

(2𝜋)2𝑚  𝐺(𝑝′, 𝑖𝜔𝑚) 𝑅(𝑝 − 𝑝′, 𝑖𝜔𝑛 − 𝑖𝜔𝑚) (6.2) 

Pentru ca  ne intereseaza  sa  calcula m 𝑚∗ la temperaturi finite, este evident ca  î n formula self-

energiei (6.2) sunt utilizate funct ii Green la temperaturi finite. I n plus, datorita  acestei decizii, 

suntem nevoit i sa  lucra m cu frecvent ele Matsubara î n loc de variabila continua  𝜔. Pentru a 

aduce aceasta  ecuat ie la o forma  finala  mai prielnica  vederii noastre, î ncepem prin a ne folosi 

de reprezenta rile spectrale descrise de ecuat iile (5.1) s i (5.2) pentru a î nlocui propagatorul 

electronic, respectiv bosonic din ecuat ia (6.2): 

𝐺(𝑝′, 𝑖𝜔𝑚) = ∫ 𝑑𝐸
∞

−∞

𝑆(𝑝′, 𝐸)

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸
 

𝑅(𝑝 − 𝑝′, 𝑖𝜔𝑛 − 𝑖𝜔𝑚) = ∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞

𝑟(𝑝 − 𝑝′, 𝐸′)

𝑖𝜔𝑛 − 𝑖𝜔𝑚 − 𝐸′
 

Cu aceste modifica ri, ecuat ia (6.2) se transforma  î n: 

 ∑(𝑝, 𝑖𝜔𝑚) = −𝑔2 ∫
𝑑𝑝⃗′

(2𝜋)2
∫ 𝑑𝐸
∞

−∞
∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞
𝑆(𝑝′, 𝐸) 𝑟(𝑝 − 𝑝′, 𝐸′) 

1

𝛽
∑

1

𝑖𝜔𝑚−𝐸

1

𝑖𝜔𝑛−𝑖𝜔𝑚−𝐸′
𝑚  (6.3) 
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Prelucrarea sumei din ecuat ia (6.3) se poate ga si î n Anexa 1. Cu aceasta, ecuat ia (6.3) devine: 

 ∑(𝑝, 𝑖𝜔𝑚) = 𝑔2 ∫
𝑑𝑝′

(2𝜋)2
∫ 𝑑𝐸
∞

−∞
∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞
𝑆(𝑝′, 𝐸) 𝑟(𝑝 − 𝑝′, 𝐸′) 

𝑓(𝐸) − 
1

2

𝐸+𝐸′−𝑖𝜔𝑛
 (6.4) 

𝑓(𝐸) este funct ia de distribut ie Fermi-Dirac. I n relat ia (6.4) efectua m prelungirea analitica  

𝑖𝜔𝑛 → 𝜔 + 𝑖𝛿 s i nota m 𝑝 − 𝑝′ = 𝑞⃗: 

 ∑(𝑖𝜔𝑚) = 𝑔2 ∫
𝑑𝑝′

(2𝜋)2
∫ 𝑑𝐸
∞

−∞
∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞
𝑆(𝑝′, 𝐸) 𝑟(𝑞⃗, 𝐸′) 

𝑓(𝐸) − 
1

2

𝐸+𝐸′−𝜔−𝑖𝛿
 (6.5) 

Prelungirea analitica  a realizat transformarea ∑(𝑝, 𝑖𝜔𝑚) → ∑(𝑖𝜔𝑚). Prima integrala  din 

ecuat ia (6.5) este importanta , deoarece forma acesteia ne va influent a calculele, prin extensie 

s i comportamentul sistemului. Forma ei este o piesa  importanta  care face diferent a dintre 

cazul 2D s i 3D. I n cazul nostru bidimensional, aceasta descrie o suprafat a  Fermi, î n timp ce 

pentru cazul tridimensional descrie o sfera  Fermi, doua  lucruri diferite. I n Anexa 2 se poate 

vedea rezolvarea primei integrale din ecuat ia (6.5). Folosind rezultatul de acolo, ecuat ia 

noastra  va avea urma toarea forma : 

 ∑(𝑖𝜔𝑚) =
𝑔2𝑁(0)

𝜋
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0

∫𝑑𝜀′ ∫ 𝑑𝐸
∞

−∞
∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞
𝑆(𝑝′, 𝐸) 𝑟(𝑞⃗, 𝐸′) 

𝑓(𝐸) − 
1

2

𝐸+𝐸′−𝜔−𝑖𝛿
 (6.6) 

Aici, 𝑁(0) este densitatea de sta ri energetice la nivelul Fermi per atom. I n ecuat ia de mai sus 

apar diferite elemente pentru care s tim: 

∫𝑑𝜀′ 𝑆(𝑝′, 𝐸) = 1 

1

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔 − 𝑖𝛿
=

1

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔
+ 𝑖𝜋𝛿(𝐸 + 𝐸′ −𝜔) 

𝑟(𝑞⃗, 𝐸′) = −
1

𝜋
𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) 

Prima integrala  este evidenta : este aria totala  de sub distribut ia spectrala  care este egala  

chiar cu unitatea (a se vedea Capitolul 5). A doua relat ie provine din proprieta t ile funct iei 

delta. Cea de-a treia relat ie este o rescrierea a densita t ii bosonice, unde 𝑅(𝑞, 𝐸′) este o 

mediere la suprafat a Fermi a 𝑟(𝑞⃗,𝐸′) raportata  la direct ia lui 𝑞⃗. 

Aceste trei ecuat ii de mai sus le î nlocuim î n formula (6.6) s i daca  lua m partea reala  a self-

energiei (omitem partea imaginara ) obt inem: 
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 𝑅𝑒 ∑(𝜔) = −
𝑔2𝑁(0)

𝜋2
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0

∫ 𝑑𝐸
∞

−∞
∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞
𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′)

𝑓(𝐸) − 
1

2

𝐸+𝐸′−𝜔
 (6.7) 

Ultimele doua  integrale din (6.7) au fost prelucrate î n Anexa 3. Folosindu-ne de forma 

obt inuta  î n ecuat ie, obt inem: 

 𝑅𝑒 ∑(𝜔) = −
𝑔2𝑁(0)𝛽𝜔

𝜋3
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0

∫ 𝑑𝐸′
∞

0
𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) 𝐼𝑚 𝜓′ (

1

2
+
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) (6.8) 

Cu aceasta, putem scrie formula renorma rii masei. I nlocuim relat ia (6.8) î n formula 

prezentata  (6.1). Am ajuns la o forma  frumoasa  s i pla cuta  vederii: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

𝑔2𝑁(0)𝛽

𝜋3
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0

∫ 𝑑𝐸′
∞

0
𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) 𝐼𝑚 𝜓′ (

1

2
+

𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) (6.9)  
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7 Mai multe calcule 

7.1 Propagatorul bosonic și funcția digamma 

I n cele ce urmeaza  vom calcula renormarea masei electronice datorata  interact iilor cu 

excitat ii de energie joasa . Daca  cunoas tem forma propagatorului nostru bosonic, ceea ce 

s tim, problema este rezolvata . De obicei propagatorii bosonici au urma toarea forma  

generalizata : 

𝑅(𝑞, 𝐸′) =
𝑎

𝑏 − 𝑖𝑐𝐸′
 

Prin urmare, partea imaginara  a acestei ecuat ii este: 

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) =
𝑎𝑐𝐸′

𝑏2 + 𝑐2𝐸′2
 

Unde 𝑎, 𝑏 s i 𝑐 sunt diferite cantita t i de interes sau constante. Folosim un propagator bosonic 

care descrie fluctuat iile magnetice: 

 𝑅(𝑞, 𝐸′) =
𝜒

𝜂+𝐴𝑞2−𝑖𝐶𝑞𝐸
′ (7.1) 

Parametrul 𝜂 ma soara  distant a fat a  de punctul de tranzit ie cuantica . I n cazul fluctuat iilor de 

spin s i pentru sisteme 3D, 𝜂 = 1 − 𝑈𝑁(0), unde 𝑈 este repulsia Coulombiana  Hubbard s i 

𝑁(0) este densitatea de sta ri. Pentru 𝜂 = 0, ceea ce î nseamna  ca  𝑈𝑁(0) = 1, reprezinta  

criteriul Stoner pentru aparit ia feromagnetismului î ntr-un sistem considerat. Tranzit iile de 

faza  cuantice apar î n sisteme de multe particule la 𝑇 = 0 𝐾. Spre deosebire de tranzit iile de 

faza  clasice induse de temperatura , tranzit iile de faza  cuantice sunt induse de ca tre 

parametrii ne-termici, cum ar fi: ca mpul magnetic, presiunea, compozit ia chimica , ta ria 

fluctuat iilor cuantice. Daca  variem parametrul 𝜂 putem duce sistemul ca tre o tranzit ie de faza  

cuantica . I n apropierea ei, fluctuat iile cuantice devin dominante, iar diferite ma rimi fizice vor 

prezenta un comportament de tip lege putere î n raport cu 𝜂. 

𝐶𝑞 este un coeficient care depinde de tipul fluctuat iilor magnetice. Daca  fluctuat iile sunt de 

tip antiferomagnetic atunci 𝐶𝑞 = 𝐶 (independent de 𝑞), iar daca  sunt de tip feromagnetic 

𝐶𝑞 =
𝐶

𝑞
 (dependent de q). 

Pentru relat ia (7.1), implicit cunoas tem ca : 

 𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) =
𝜒𝐶𝑞𝐸

′

(𝜂+𝐴𝑞2)2+𝐶𝑞
2𝐸′

2 (7.2) 
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* 

Foarte important de observat este aparit ia s i utilizarea funct iei digamma 𝜓′ î n ecuat ia (6.9). 

Aceasta este destul de utilizata  î n calculele de renormare din teoria cuantica  a ca mpurilor. 

Pentru funct ia digamma cunoas tem urma toarele proprieta t i de interes pentru noi, care ne 

ajuta  sa  distingem doua  situat ii: 

Cazul temperaturilor mici – aici vom folosi urma toarea relat ie: 

 𝐼𝑚 𝜓′ (
1

2
+

𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) = −

2𝜋

𝛽𝐸′
 (7.3) 

Cazul temperaturilor mari – aici vom folosi urma toarea relat ie: 

 𝐼𝑚 𝜓′ (
1

2
+

𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) = −14𝜁(3)

𝛽𝐸′

2𝜋
 (7.4) 

De observat ca  î n acest caz apare o alta  funct ie importanta  cu multe aplicat ii î n fizica , funct ia 

Zeta a lui Riemann. I n cazul noastru, 𝜁(3), este o valoare numerica , o constanta . 

 

7.2 Temperaturi mici 

Pentru aceasta  situat ie î nlocuim partea imaginara  a funct iei digamma cu (7.3) s i utiliza m 

partea imaginara  a propagatorul bosonic descris mai sus de ecuat ia (7.2) î n formula noastra  

generala  (6.9) s i mai aranja m ecuat ia: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

2𝑔2𝑁(0)

𝜋2
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0 ∫ 𝑑𝐸′

∞

0

𝜒𝐶𝑞

(𝜂+𝐴𝑞2)2+𝐶𝑞
2𝐸′

2 (7.5) 

Pentru calculul celei de a doua integrale, a se vedea Anexa 4. Rezultatul acestei integrale nu 

arata  o dependet a  de coeficientul 𝐶𝑞 – indiferent de forma pe care o utiliza m, cea 

antiferomagnetica  sau feromagnetica , rezultatul integralei nu cont ine nicio informat ie 

despre acesta: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

𝑔2𝑁(0)

𝜋
∫ 𝑑𝑞
2𝑝𝐹
0

1

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

𝜒

𝜂+𝐴𝑞2
 (7.6) 

𝜒 nu are o dependent a  de 𝑞, este o constanta , o putem scoate din integrala . Susceptibilitatea 

𝜒 depinde de densitatea de sta ri energetice la nivelul Fermi per atom 𝑁(0). Relat ia dintre 
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cele doua  este: 𝜒 = −2𝑁(0). I n Anexa 5, este calculul integralei din relat ia (7.6). Vom avea 

atunci rezultatul nostru final: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

𝑔2𝑁2(0)

√𝜂

1

√𝜂+4𝑝𝐹
2𝐴

 (7.7) 

Vedem ca  renormarea masei electronice î n acest caz al temperaturilor mici depinde de: 

cuplajul electron-boson, 𝑔, densitatea de sta ri energetice la nivelul Fermi, 𝑁(0), impulsul 

Fermi, 𝑝𝐹 , s i 𝜂, distant a fat a  de punctul de tranzit ie cuantica . Acest rezultat este valabil ata t 

pentru cazul antiferomagnetic, ca t s i pentru cel feromagnetic. Pentru 𝜂 ⟶ 0 avem: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

𝑔2𝑁2(0)

√𝜂

1

2𝑝𝐹√𝐴
 (7.8) 

 

7.3 Temperaturi mari 

I n cazul temperaturilor mari folosim partea imaginara  a funct iei digamma cu (7.4) s i ecuat ia 

(7.2) pe care le î nlocuim î n relat ia (6.9). Facem put ina  ordine printre constante s i avem: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0 ∫ 𝑑𝐸′

∞

0

𝜒𝐶𝑞𝐸
′2

(𝜂+𝐴𝑞2)2+𝐶𝑞
2𝐸′

2 (7.9) 

Calculul celei de a doua integrale este put in mai complicat, dar nu cu mult. Forma integralei 

este complet diferita  fat a  de cazul temperaturilor mici, ecuat ia (7.5). De data aceasta trebuie 

sa  fim atent i la natura fluctuat iilor magentice, de aceea vom porni la drum prima data  cu 

cazul antiferomagnetic 𝐶𝑞 = 𝐶, dupa  care cazul feromagnetic 𝐶𝑞 =
𝐶

𝑞
. 

* 

Pentru 𝐶𝑞 = 𝐶, cazul antiferomagnetic, relat ia (7.9) devine: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0 ∫ 𝑑𝐸′

∞

0

𝜒𝐶𝐸′
2

(𝜂+𝐴𝑞2)2+𝐶2𝐸′
2 (7.10) 

Pentru integrala a doua din (7.10), rezolvarea se ga ses te î n Anexa 6. Folosind acel rezultat 

obt inem: 
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𝑚∗

𝑚
= 1 +

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
𝜒

𝐶2
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹

0
[(𝜂 + 𝐴𝑞2)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝐶

𝜂+𝐴𝑞2 

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
) − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] (7.11) 

I n limita temperaturilor mari, putem aproxima 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝐶

𝜂+𝐴𝑞2 

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
) =

𝜋

2
. Atunci vom 

avea: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
𝜒

𝐶2
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0

[
𝜋

2
(𝜂 + 𝐴𝑞2) − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] (7.12) 

Rezolvarea integralei de mai sus se ga ses te î n Anexa 7: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

4𝜋2
𝜒

𝐶2
[2𝐴𝑝𝐹

2 + 𝜂 −
2𝐶

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] (7.13) 

Rearanja m termenii ecuat iei (7.13) s i t inem cont de limita temperaturilor mari (î n acest caz 

𝛽 este mic s i 𝛽2 este s i mai mic) s i ajungem la: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

1

𝜋2
√
7𝜁(3)

2

𝛽𝜒

𝐶
𝑔2𝑁(0) (7.14) 

Reamintim ca  susceptibilitatea 𝜒 depinde de densitatea de sta ri energetice la nivelul Fermi 

𝑁(0) s i ca  î ntre cele doua  exista  relat ia: 𝜒 = −2𝑁(0): 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

√14𝜁(3)

𝜋2
𝛽

𝐶
𝑔2𝑁2(0) (7.15) 

Ecuat ia (7.15) este relat ia finala  pentru cazul antiferomagnetic, î n limita temperaturilor 

mari. I n acest caz, î n comparat ie cu (7.7) (cazul temperaturilor mici), ne ra ma ne dependent a 

de cuplajul electron-boson, 𝑔, s i densitatea de sta ri electrice la nivelul Fermi, 𝑁(0), dar avem 

î n plus o dependent a  de coeficientul antiferomagnetic, 𝐶, s i temperatura  (prin factorul 𝛽). A 

dispa rut dependent a de impulsul Fermi, 𝑝𝐹 , s i distant a fat a  de punctul de tranzit ie cuantica . 

* 

Pentru 𝐶𝑞 =
𝐶

𝑞
, cazul feromagnetic, relat ia (7.9) devine: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0 ∫ 𝑑𝐸′

∞

0

𝐶

𝑞
𝜒 𝐸′

2

(𝜂+𝐴𝑞2)2+(
𝐶

𝑞
)
2
𝐸′
2
 (7.16) 
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Cosmetiza m ecuat ia (7.16): 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2𝐶𝜒

𝜋4
∫

𝑞𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0 ∫ 𝑑𝐸′

∞

0

 𝐸′
2

[𝑞(𝜂+𝐴𝑞2)]2+𝐶2𝐸′
2 (7.17) 

Pentru integrala a doua din (7.17), rezolvarea se ga ses te î n Anexa 8. Folosind acel rezultat 

obt inem: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
𝜒

𝐶2
∫

𝑞𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

2𝑝𝐹
0

[
𝜋

2
𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2) − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] (7.17) 

Rezolvarea integralei de mai sus se ga ses te î n Anexa 9: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

7𝜁(3)𝑔2𝑁(0)𝛽2

𝜋4
𝜒

𝐶2
[
𝜋2

2
𝑝𝐹
2(𝜂 + 3𝐴𝑝𝐹

2) − 2𝐶
𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
𝑝𝐹] (7.18) 

Rearanja m termenii ecuat iei (7.18) s i t inem cont de limita temperaturilor mari (î n acest caz 

𝛽 este mic s i 𝛽2 este s i mai mic) s i ajungem la: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 −

2√14𝜁(3)

𝜋3
𝑔2𝑁(0)𝑝𝐹

𝛽𝜒

𝐶
 (7.19) 

Reamintim ca  susceptibilitatea 𝜒 depinde de densitatea de sta ri energetice la nivelul Fermi 

𝑁(0) s i ca  î ntre cele doua  exista  relat ia: 𝜒 = −2𝑁(0): 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

4√14𝜁(3)

𝜋3
𝛽

𝐶
𝑔2𝑁2(0)𝑝𝐹  (7.20) 

Ecuat ia (7.20) este relat ia finala  pentru cazul feromagnetic, î n limita temperaturilor mari. I n 

acest caz, î n comparat ie cu (7.7) (cazul temperaturilor mici), ne ra ma ne dependent a de 

cuplajul electron-boson, 𝑔, densitatea de sta ri electrice la nivelul Fermi, 𝑁(0), s i impulsul 

Fermi, 𝑝𝐹 , dar avem î n plus o dependent a  de coeficientul feromagnetic, 𝐶, s i temperatura  

(prin factorul 𝛽). A dispa rut dependent a de distant a fat a  de punctul de tranzit ie cuantica , 𝜂. 

Comparativ cu ecuat ia (7.15), unde tratam cazul antiferomagnetic, forma (7.20) este 

oarecum asema na toare (avem alte constante), dar î n cazul feromagnetic, renormarea masei 

electronice depinde de impulsul Fermi, pe ca nd cel antiferomagnetic dependent a de acest 

parametru nu exista . I n ambele situat ii dispare dependent a de distant a fat a  de punctul de 

tranzit ie cuantica , 𝜂, ceea ce este de as teptat deoarece cu ca t ma rim temperatura sistemului, 
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caracterul cuantic al sistemului dispare, s i sistemul devine unul clasic, î n care tranzit iile de 

faza  sunt induse de temperatura . 

Putem observa ca  î n toate cazurile studiate, temperaturi sca zute sau ridicate, fluctuat ii de tip 

antiferomagnetic sau feromagnetic, masa efectiva  a electronului este mai mare deca t masa 

electronului. 
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8 Renormarea masei electronice în cazul 3D 

I n literatura de specialitate se ga ses te modul de calcul a masei efective pentru cazul 

tridimensional. Vom realiza o comparat ie î ntre rezultatele obt inute de noi s i cele ga site î n 

literatura  pentru a vedea impactul pe care î l are dimensionalitatea asupra aceluias i sistem. 

I n cazul 3D, pentru aceeas i interact ie dintre electron s i fonon, formula care descrie 

renormarea masei electronice este: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

𝑔2𝑁(0)𝛽

2𝜋2𝑝𝐹
2 ∫ 𝑑𝑞

2𝑝𝐹
0

𝑞 ∫ 𝑑𝐸′
∞

0
𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) 𝐼𝑚 𝜓′ (

1

2
+
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) (8.1) 

Este utilizata  aceeas i forma  a propagatorului bosonic descrisa  de relat ia (7.1) s i î nsot ita  de 

proprietatea (7.2). Pentru funct ia digamma cunoas tem cele doua  situat ii, (7.3) s i (7.4). 

I n limita temperaturilor sca zute, masa efectiva  este: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

1

2𝐴

𝑔2𝑁2(0)

𝑝𝐹
2 ln (1 +

4𝑝𝐹
2𝐴

𝜂
) (8.2) 

(8.2) este la fel pentru cazul fluctuat iilor feromagnetice s i cele antiferomagnetice. I n acest 

caz, renormarea masei depinde de: cuplajul electron-boson, 𝑔, densitatea de sta ri energetice 

la nivelul Fermi, 𝑁(0), impulsul Fermi, 𝑝𝐹 , s i 𝜂, distant a fat a  de punctul de tranzit ie cuantica . 

Pentru 𝜂 ⟶ 0 avem: 

 
𝑚∗

𝑚
~ − ln(𝜂) (8.3) 

I ntre (8.2) s i (7.7) exista  o mare diferent a  din punct de vedere structural. Aceasta  diferent a  

devine mai evidenta , atunci ca nd ne apropiem de punctul de tranzit ie de faza  cunatic, 𝜂 ⟶ 0. 

Din cauza formei (8.3), masa efectiva  î n cazul tridimensional diverge logaritmic, î n timp ce î n 

relat ia (7.8), unde am studiat renormarea masei î n limita temperaturilor sca zute pentru 

sistemul bidimensional, am determinat o dependent a  de tipul ~
1

√𝜂
, care de asemenea 

prezinta  o divergent a . Efectele singularita t ii î n 2D sunt mai pronunt ate deca t î n 3D, datorita  

comportamentului celor doua  funct ii î n apropierea singularita t ii. I n Fig. 8.1 este o 

comparat ie calitativa  a celor doua  funct ii, 
1

√𝑥
 s i −ln(𝑥), pentru a î nt elege comportamentul 

celor doua  tipuri de sistemele, 2D s i 3D. 
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Figura 8.1 – O reprezentare calitativa  a doua  funct ii, 
1

√𝑥
 s i −ln(𝑥), pentru a vizualiza mai 

us or comportamentul acestora. Linia continua  caracterizeaza  funct ia 
1

√𝑥
 s i linia punctata  

caracterizeaza  funct ia −ln(𝑥). 

 

Pentru temperaturi mari avem cele doua  cazuri distincte: atunci ca nd fluctuat iile sunt de tip 

feromagnetic s i atunci ca nd sunt de tip antiferomagnetic. Pentru cazul antiferomagnetic î n 

3D avem: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

2√14𝜁(3)

𝜋2
𝛽

𝐶
𝑔2𝑁2(0) (8.3) 

Relat ia (8.3) este aproape identica  cu relat ia (7.15), cea pe care am determinat-o î n cazul 

bidimensional. Singura diferent a este prezent a unui factor suplimentar. 

Pentru cazul feromagnetic î n 3D avem: 

 
𝑚∗

𝑚
= 1 +

8√14𝜁(3)

3𝜋3
𝛽

𝐶
𝑔2𝑁2(0)𝑝𝐹  (8.4) 
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Formula (8.4) este s i ea aproape asema na toare cu relat ia (7.20), calculata  pentru sistemul 

bidimensional î n aceleas i condit ii. 

Putem sa  observa m ca  î n limita temperaturilor ridicate, ata t î n cazul fluctuat iilor de tip 

feromagnetic ca t s i cele de tip antiferomagnetic, modificarea dimensionalita t ii sistemului nu 

influent eaza  drastic modul î n care este formulata  renormarea masei electronice. I ntre (7.15) 

s i (8.3), respectiv (7.20) s i (8.4), masa efectiva  depinde de aceeias i parametrii sub aceeas i 

forma  matematica . Deci putem concluziona ca  î n cazul temperaturilor ridicate, schimbarea 

dimensionalita t ii nu are niciun efect semnificativ. 

I nsa  nu putem spune acelas i lucru despre limita temperaturilor sca zute. I ntre (8.3) s i (7.8) 

exista  diferent e majore. Funct iile matematice care sunt prezente î n relat iile masei efective, 

au comportamente diferite. Este adeva rat ca  ambele prezinta  o divergent a  atunci ca nd ne 

apropiem de punctul de tranzit ie cuantic, adica  𝜂 ⟶ 0, dar pentru 2D, (7.8), avem un 

comportament mai accentuat fat a  de corespondentul relat iei î n 3D, (8.3). 
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CONCLUZII 

Ajuns i la finalul lucra rii, ceea ce ne ra ma ne de fa cut este sa  evident iem principalele rezultate 

ale acestui studiu. 

Pentru î nceput, am prezentat diferite metode sau cantita t i fizice potrivite pentru a î nt elege 

s i a rezolva problema prosusa  de noi, cum ar fi: cuantificarea a doua, self-energia, masa 

efectiva  etc. Am putut sa  vedem structura s i puterea matematica  a formalismului utilizat de 

noi – funct iile Green. Acestea s-au dovedit a fi o unealta  solida  î n ceea ce prives te descrierea 

fenomenelor fizice, semnificat ia s i aplicarea lor î n probleme fiind  us or de î nt eles. 

I n cadrul lucra rii de fat a  am descoperit informat ii noi despre interact iunea electron-boson 

pentru un sistem bidimensional. Am dedus o formula  generala  pentru renormarea masei 

electronice î ntr-un sistem 2D, pornind de la termenul self-energiei cu cea mai mare influent a  

î n ceea ce prives te interact iunea unui electron cu un boson. De acolo, am folosit o forma  

specifica  a propagatorului nostru bosonic care sa  descrie fluctuat iile magnetice. Acest 

propagator depinde de anumit i parametri esent iali: 𝜂 – distant a fat a  de punctul de tranzit ie 

cuantica , 𝜒 – susceptibilitatea s i 𝐶𝑞 – un coeficient care depinde de tipul fluctuat iilor 

magnetice s i care ne-a deschis calea spre analiza mai multor cazuri (revenim la el). 

Pornind de la forma noastra  generala  a masei efective, prima data  am studiat cazul 

temperaturilor mici. Am obt inut o forma  frumoasa  care sa  descrie comportamentul 

sistemului la astfel de temperaturi s i am aflat ca  acesta nu depinde de 𝐶𝑞, adica  nu conteaza  

ce fel de fluctuat ii avem. I n acest caz avem un comportament proport ional cu 
1

√𝜂
. 

I n cazul temperaturilor mari (din nou am dedus o relat ie pronind de la formula generala ) 

avem o dependent a  de 𝐶𝑞 î n comparat ie cu cazul prezentat anterior. Aici am studiat influent a 

pe care o are natura fluctuat iilor î n calculul masei efective. Nu exista  as a de multe diferent e 

î ntre rezultatele celor doua  situat ii, dar este un lucru esent ial care le unes te, s i anume 

disparit ia dependent ei de parametrul 𝜂, ceea ce este s i normal. Cu ca t temperatura cres te, 

mecanismele cuantice dispar, sistemul devine unul clasic, î n care comportamenul poate fi 

descris de temperatura . 

I n final am comparat rezultatele obt inute de noi cu cele deja cunoscute din cazul 3D. Pentru 

temperaturi mari, relat iile sunt aproape identice. Ceea ce î nsemana  ca  dimensionalitatea 

sistemului nu influent eaza  comportamentul acestuia. Totus i, î n cazul temperaturilor mici, 

este o diferent a  majora . I n ambele cazuri avem o dependent a  de parametrul 𝜂, dar modul î n 
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care depinde de acesta, putem concluziona ca  pentru cazul bidimensional avem un 

comportament al efectelor cuantice mai pronunt at deca t î n cazul tridimensional. 

Rezultatele obt inute de noi sunt o noua  ca ra mida  din zidul ce reprezinta  î nt elegerea 

fundamentelor fizicii, î n special interact iuniile electron-boson î n sisteme bidimensionale.  

Mai mult deca t ata t, ele propun un cadru teoretic esent ial pentru a studia s i a anticipa 

comportamente dinamice î n sistemele studiate. Ele dau startul unor noi experimente s i 

formula ri numerice care au ca scop explicarea unor fenomene emergente î n diferite 

materiale de interes. 
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ANEXE 

Anexa 1 

Folosind integralele pe contur, suma din ecuat ia (6.3) ajunge la urma toarea forma : 

1

𝛽
∑

1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸

1

𝑖𝜔𝑛 − 𝑖𝜔𝑚 − 𝐸′
𝑚

= −
1

2

tanh (
𝛽𝐸
2 ) + coth (

𝛽𝐸′

2 )

𝑖𝜔𝑛 − 𝐸 − 𝐸′
 

I n ecuat ia de mai sus, datorita  contribut iilor echivalente cu fluctuat iile termice, vom neglija 

termenul coth (
𝛽𝐸′

2
) î n favoarea lui tanh (

𝛽𝐸

2
). Mai mult, s tim ca  funct ia de distribut ie are 

urma toarea forma : 

𝑓(𝐸) =
1

𝑒𝛽𝐸 + 1
=
1

2
[1 − tanh (

𝛽𝐸

2
)] 

Din care avem: 

tanh (
𝛽𝐸

2
) = (−2) [𝑓(𝐸) −

1

2
] 

Deci: 

1

𝛽
∑

1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸

1

𝑖𝜔𝑛 − 𝑖𝜔𝑚 − 𝐸′
𝑚

=
𝑓(𝐸) −

1
2

𝑖𝜔𝑛 − 𝐸 − 𝐸′
 

 

Anexa 2 

I n figura de mai jos este reprezentata  suprafat a Fermi: 
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Avem: 𝑝 − 𝑝′ = 𝑞⃗ 

Cu ajutorul triunghiului din figura de mai sus avem urma toarea relat ie: 

𝑞2 = 𝑝2 + 𝑝′2 − 2𝑝𝑝′𝑐𝑜𝑠𝜃 

Mai s tim ca : 

|𝑝| = |𝑝′| = 𝑝𝐹  

Atunci avem: 

𝑞2 = 2𝑝𝐹
2 − 2𝑝𝐹

2𝑐𝑜𝑠𝜃 

Din relat ia de mai sus avem: 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
2𝑝𝐹

2 − 𝑞2

2𝑝𝐹
2 ⟹ 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠 (1 −

𝑞2

2𝑝𝐹
2) 

Daca  deriva m relat ia de mai sus s i o aducem la o forma  mai frumoasa , obt inem: 

 𝑑𝜃 =
2

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

𝑑𝑞 (1) 

Din formula energiei, putem deduce urma toarea relat ie: 

 𝜀′ =
𝑝′
2

2𝑚
⟹ 𝑝′𝑑𝑝′ = 𝑚𝑑𝜀′ (2) 

S tim ca : 

 𝑑𝑝′ = 𝑝′𝑑𝑝′𝑑𝜃 (3) 

Daca  î nlocuim relat iile (1) s i (2) î n relat ia (3), vom avem: 

 𝑑𝑝′ = 𝑚
2

√4𝑝𝐹
2−𝑞2

𝑑𝜀′𝑑𝑞 (4) 

Daca  introducem relat ia (4) î n prima integrala  din ecuat ia (6.5) din Capitolul 6, vom avea: 

∫
𝑑𝑝′

(2𝜋)2
=

𝑚

2𝜋2
∫

𝑑𝜀′𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

=
𝑁(0)

𝜋
∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

∫𝑑𝜀′ 
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Anexa 3 

Avem integralele: 

 𝐼1 = ∫ 𝑑𝐸
∞

−∞
∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞
𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′)

𝑓(𝐸) − 
1

2

𝐸+𝐸′−𝜔
 (1) 

Pentru î nceput vom analiza: 

𝐼2 = ∫ 𝑑𝐸′
∞

−∞

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′)
𝑓(𝐸)  − 

1
2

𝐸 + 𝐸′ −𝜔
= ∫ 𝑑𝐸′

0

−∞

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′)
𝑓(𝐸)  − 

1
2

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔
+∫ 𝑑𝐸′

∞

0

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′)
𝑓(𝐸) − 

1
2

𝐸 + 𝐸′ −𝜔
 

Pentru prima integrala  facem schimbarea de variabila  𝐸′ → −𝐸′ s i folosim proprietatea 

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, −𝐸′) = −𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′). Atunci avem: 

𝐼2 = ∫ 𝑑𝐸′
∞

0

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) (𝑓(𝐸)  − 
1

2
) (

1

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔
−

1

𝐸 − 𝐸′ −𝜔
) 

Cu acestea, integrala (1) va fi: 

𝐼1 = ∫ 𝑑𝐸′
∞

0

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′)∫ 𝑑𝐸
∞

−∞

(𝑓(𝐸) − 
1

2
) (

1

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔
−

1

𝐸 − 𝐸′ − 𝜔
) 

Pentru ca  î n Capitolul 6 avem nevoie de partea reala  a self-energiei, vom considera partea 

reala  a celei de-a doua integrale: 

𝑅𝑒∫ 𝑑𝐸
∞

−∞

(𝑓(𝐸)  − 
1

2
) (

1

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔
−

1

𝐸 − 𝐸′ −𝜔
)

= 𝑅𝑒 [∫ 𝑑𝐸
∞

−∞

𝑓(𝐸) (
1

𝐸 + 𝐸′ −𝜔
−

1

𝐸 − 𝐸′ −𝜔
) −

1

2
∫ 𝑑𝐸
∞

−∞

(
1

𝐸 + 𝐸′ − 𝜔
−

1

𝐸 − 𝐸′ −𝜔
)] 

Pentru relat ia de sus, ne ra ma ne contribut ia integralei care cont ine funct ia de distribut ie 

deoarece cea de-a doua integrala  este nula . Ca nu cumva integralele de mai sus sa  aibe o 

divergent a , vom face o ta iere – î nlocuim capetele infinite cu un o valoare finita  notata  cu 𝐹: 

 𝑅𝑒 [∫ 𝑑𝐸
𝐹

−𝐹
 

𝑓(𝐸)

𝐸+𝐸′−𝜔
− ∫ 𝑑𝐸

𝐹

−𝐹

𝑓(𝐸)

𝐸−𝐸′−𝜔
] = 𝑅𝑒 [∫ 𝑑𝐸

𝐹

−𝐹
 

𝑓(𝐸)

𝐸−(𝜔−𝐸′)
− ∫ 𝑑𝐸

𝐹

−𝐹

𝑓(𝐸)

𝐸−(𝜔+𝐸′)
] (2) 

Folosim urma toarea integrala  a ca rei forma  generala  este: 

∫ 𝑑𝐸
𝐹

−𝐹

𝑓(𝐸)

𝐸 −𝑊
=

{
 

 𝜓(
1

2
−
𝑖𝛽𝑊

2𝜋
) + ln (

2𝜋

𝛽𝐹
) +

𝑖𝜋

2
     ,𝑊 > 0

𝜓 (
1

2
+
𝑖𝛽𝑊

2𝜋
) + ln (

2𝜋

𝛽𝐹
) −

𝑖𝜋

2
     ,𝑊 < 0
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Relat ia de mai sus cont ine funct ia digamma 𝜓. Aceasta are aplicabilitate î n multe domenii ale 

teoriei cuantice datorita  proprieta t ilor acesteia. Daca  utiliza m relat ia de mai sus î n ecuat ia 

(2), s tiind ca  𝐸′ > 0 ajungem la: 

𝑅𝑒 [𝜓 (
1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
+
𝑖𝛽𝜔

2𝜋
) − 𝜓(

1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
−
𝑖𝛽𝜔

2𝜋
)] 

I n cazul excitat iilor de energie joasa , adica  𝜔 → 0, folosim dezvoltarea î n serie funct iilor: 

𝜓(
1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
+
𝑖𝛽𝜔

2𝜋
) = 𝜓 (

1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) +

𝑖𝛽𝜔

2𝜋
𝜓′ (

1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) 

𝜓(
1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
−
𝑖𝛽𝜔

2𝜋
) = 𝜓 (

1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) −

𝑖𝛽𝜔

2𝜋
𝜓′ (

1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) 

Vom avea atunci: 

𝑅𝑒 [
𝑖𝛽𝜔

𝜋
𝜓′ (

1

2
−
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
)] = −

𝛽𝜔

𝜋
𝑅𝑒 [𝑖𝜓′ (

1

2
+
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
)] =

𝛽𝜔

𝜋
𝐼𝑚 𝜓′ (

1

2
+
𝑖𝛽𝐸′

2𝜋
) 

 

Anexa 4 

De cele mai multe ori, propagatorul nostru bosonic are urma toarea forma : 

𝑅(𝑞, 𝐸′) =
𝑎

𝑏 − 𝑖𝑐𝐸′
 

Prin urmare, partea imaginara  a acestei ecuat ii este: 

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) =
𝑎𝑐𝐸′

𝑏2 + 𝑐2𝐸′2
 

Facem urma toarea observat ie pentru cazul î n care 𝐸′ = 0: 

𝑅(𝑞, 0) =
𝑎

𝑏
 

Integrala pe care î ncerca m sa  o determina m este: 

∫
𝑑𝐸

𝐸′

∞

0

𝐼𝑚 𝑅(𝑞, 𝐸′) = 𝑎𝑐 ∫
𝑑𝐸

𝑏2 + 𝑐2𝐸′2

∞

0

=
𝑎

𝑏

𝜋

2
=
𝜋

2
𝑅(𝑞, 0) 

 

 



George-Alexandru Bocicorec  Renormarea masei electronice î n sisteme bidimensionale 
 

49 
 

Anexa 5 

𝐼3 = ∫ 𝑑𝑞
2𝑝𝐹

0

1

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

1

𝜂 + 𝐴𝑞2
 

Facem schimbarea de variabila  
𝑞

2𝑝𝐹
= 𝑥 ⟶ 𝑑𝑥 =

1

𝑝𝐹
𝑑𝑞, î nlocuim î n integrala noastra  s i 

obt inem: 

𝐼3 = ∫ 𝑑𝑥
1

0

1

√1 − 𝑥2

1

𝜂 + 𝐴(2𝑝𝐹)2𝑥2
= ∫ 𝑑𝑥

1

0

1

√1 − 𝑥2

1

𝐴(2𝑝𝐹)2 [
𝜂

𝐴(2𝑝𝐹)2
+ 𝑥2]

=
1

𝐴(2𝑝𝐹)
2
∫ 𝑑𝑥
1

0

1

√1 − 𝑥2

1

(√
𝜂
𝐴
1
2𝑝𝐹

 )

2

+ 𝑥2

 

𝐼4 = ∫ 𝑑𝑥
1

0

1

√1 − 𝑥2

1

(√
𝜂
𝐴
1
𝑝𝐹
 )

2

+ 𝑥2

=
𝜋

2√
𝜂
𝐴
1
2𝑝𝐹

√(√
𝜂
𝐴
1
2𝑝𝐹

 )

2

+ 1

=
𝜋

2
√
𝐴

𝜂
2𝑝𝐹

1

√(√
𝜂
𝐴
1
2𝑝𝐹

 )

2

+ 1

 

Deci 𝐼3 devine: 

𝐼3 =
𝜋

2

1

2𝑝𝐹

1

√𝐴𝜂

1

√
𝜂

𝐴(2𝑝𝐹)
2 + 1

=
𝜋

2

1

√𝜂

1

√𝜂 + 𝐴(2𝑝𝐹)2
 

 

Anexa 6 

𝐼5 = ∫ 𝑑𝐸′
∞

0

𝜒𝐶𝐸′2

(𝜂 + 𝐴𝑞2)2 + 𝐶2𝐸′2
 

Trebuie sa  schimba m variabila de integrare infinita  din integrala 𝐼5. Egala m cele doua  forme 

ale funct iei digamma: 

−
2𝜋

𝛽𝐸′
= −14𝜁(3)

𝛽𝐸′

2𝜋
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Din aceasta  egalitate putem scoate o noua  valoare pentru energia 𝐸′: 

𝐸′ =
𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
≡ 𝑠 

Acum integrala 𝐼5 arata  î n felul urma tor: 

𝐼5 = ∫ 𝑑𝐸′
𝑠

0

𝜒𝐶𝐸′2

(𝜂 + 𝐴𝑞2)2 + 𝐶2𝐸′2
= −

𝜒𝐶

𝐶3
[(𝜂 + 𝐴𝑞2)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝐶𝑠

𝜂 + 𝐴𝑞2 
) − 𝐶𝑠] 

Daca î nlocuim variabila s, obt inem: 

𝐼5 = −
𝜒

𝐶2
[(𝜂 + 𝐴𝑞2)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(

𝐶

𝜂 + 𝐴𝑞2 

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
) − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] 

 

Anexa 7 

𝐼6 = ∫
𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

[
𝜋

2
(𝜂 + 𝐴𝑞2) − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
]

= ∫
𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

[
𝜋

2
𝐴𝑞2 +(

𝜋

2
𝜂 − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
)] 

Spargem integrala 𝐼6 î n doua  integrale 𝐼7 s i 𝐼8: 

𝐼7 = ∫
𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

𝜋

2
𝐴𝑞2 =

𝜋

2
𝐴∫

𝑞2𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

=
𝜋

2
𝐴4𝑝𝐹

2
𝜋

4
=
𝜋2

2
𝐴𝑝𝐹

2 

𝐼8 = ∫
𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

(
𝜋

2
𝜂 − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
) = (

𝜋

2
𝜂 − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
)∫

𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

= (
𝜋

2
𝜂 − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
)
𝜋

2
 

Deci integrala 𝐼6 devine: 

𝐼6 =
𝜋2

2
𝐴𝑝𝐹

2 + (
𝜋

2
𝜂 − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
)
𝜋

2
=
𝜋2

4
[2𝐴𝑝𝐹

2 + 𝜂 −
2𝐶

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] 
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Anexa 8 

𝐼9 = ∫ 𝑑𝐸′
∞

0

 𝐸′2

[𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2)]2 + 𝐶2𝐸′2
 

Trebuie sa  schimba m variabila de integrare infinita  din integrala 𝐼9, asema na tor cu ce am 

fa cut î n Anexa 6. Acum integrala 𝐼9 arata  î n felul urma tor: 

𝐼9 = ∫ 𝑑𝐸′
𝑠

0

 𝐸′2

[𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2)]2 + 𝐶2𝐸′2
 

Facem schimbarea de variabila  𝐶𝐸′ = 𝑥 ⟶ 𝑑𝑥 = 𝐶𝑑𝐸′, pe care o î nlocuim î n integrala 

noastra  s i obt inem: 

𝐼9 =
1

𝐶3
∫ 𝑑𝑥
𝐶𝑠

0

 𝑥2

[𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2)]2 + 𝑥2
=
1

𝐶3
[𝐶𝑠 − 𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝐶𝑠

𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2) 
)] 

Daca  î nlocuim variabila s, obt inem: 

𝐼9 =
1

𝐶3
[𝐶
𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
− 𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(

𝐶

𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2) 

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
)] 

I n limita temperaturilor mari, putem aproxima 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝐶

𝑞(𝜂+𝐴𝑞2) 

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
) =

𝜋

2
. Atunci vom 

avea: 

𝐼9 =
1

𝐶3
[𝐶
𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
− 𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2)

𝜋

2
] 

 

Anexa 9 

𝐼10 = ∫
𝑞𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

[
𝜋

2
𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2) − 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
] 

Rupem integrala 𝐼10 î n doua  integrale: 
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𝐼11 = ∫
𝑞𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

𝜋

2
𝑞(𝜂 + 𝐴𝑞2) =

𝜋

2
𝜂∫

𝑞2𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

+
𝜋

2
𝐴∫

𝑞4𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

=
𝜋

2
𝜂𝜋𝑝𝐹

2 +
𝜋

2
𝐴3𝜋𝑝𝐹

4 =
𝜋2

2
𝑝𝐹
2(𝜂 + 3𝐴𝑝𝐹

2) 

𝐼12 = ∫
𝑞𝑑𝑞

√4𝑝𝐹
2 − 𝑞2

2𝑝𝐹

0

 𝐶
𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
= 𝐶

𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
2𝑝𝐹 

Deci integrala 𝐼10 devine: 

𝐼10 =
𝜋2

2
𝑝𝐹
2(𝜂 + 3𝐴𝑝𝐹

2) − 2𝐶
𝜋

𝛽
√

2

7𝜁(3)
𝑝𝐹  

  



George-Alexandru Bocicorec  Renormarea masei electronice î n sisteme bidimensionale 
 

53 
 

BIBLIOGRAFIE 

[1] I. T ifrea, I. Grosu, M. Cris an, Metode cuantice pentru studiul sistemelor cu multe particule. 

Aplicații la sisteme fermionice și bosonice, Presa Universitara  Clujeana , Cluj-Napoca, Roma nia, 

2005 

[2] I. Grosu, Elemente de fizică statistică, AcademicPres, Cluj-Napoca, Roma nia, 2015 

[3] C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, Third Edition, Second Printing, John Wiley & 

Sons, New York, SUA, 1953 

[4] N. W. Ashcroft, N. D. Mermin, Solid State Physics, Brooks Cole Cengage Learning, Belmont, 

SUA, 1976 

[5] M. Fox, Optical Properties of Solids, Second Edition, Oxford University Press, New York, 

SUA, 2010 

[6] S. H. Simon, The Oxford Solid State Basics, First Edition, Oxford University Press, New York, 

SUA, 2013 

[7] M. E. Peskin, D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Perseus Books 

Publishing, SUA, 1995 

[8] C. Kittel, Quantum Theory of Solids, Second Printing, John Wiley & Sons, SUA, 1991 

[9] A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, I. E. Dzyaloshinski, Methods of Quantum Field Theory in 

Statistical Physics, Second Edition, Pergamon Press, London, 1965 

[10] G. D. Mahan, Many-Particle Physics, Third Edition, Kluwer Academic/Plenum Publishers, 

SUA, 2000 

[11] E. N. Economou, Green’s Functions in Quantum Physics, Third Edition, Springer-Verlag, 

Germania, 2006 

[12] A. L. Fetter, J. D. Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems, McGraw-Hill Book 

Company, San Francisco, SUA, 1971 

[13] J. W. Negele, H. Orland, Quantum Many-Particle Systems, CRC Press/Taylor & Francis 

Group, SUA, 2018 

[14] E. P. O’Reilly, Quantum Theory of Solids, RoutledgeCurzon/Taylor & Francis Group, SUA, 

2003 

[15] S. Doniach, E. H. Sondheimer, Green’s Functions for Solid State Physicists, W. A. Benjamin, 

Inc., SUA, 1978 

[16] P. Fulde, J. Jensen, Electronic heat capacity of the rare-earth metals, Phys. Rev. B27, 4085, 

1983 


