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ABSTRACT

In this work, we aim to study the dimensionality effects on the interaction between an
electron and a boson. The paper includes a presentation of the theoretical framework used
for the calculations performed: second quantization formalism, notions related to the

Green's function, self-energy and effective mass.

Our research is based on the study of electron mass renormalization in the case of an
electron-boson interaction for a two-dimensional system. To achieve our goal, we use the
formalism of fermionic and bosonic quantum propagators. These help us determine the form
of the effective mass according to our needs. We study the case of ferromagnetic and
antiferromagnetic magnetic fluctuations, in different temperature limits: low temperatures
and high temperatures, respectively. We compare our results with the 3D case to observe the

effects of dimensionality on the system.

The mathematical relationships we deduced and the comparison with known results from
the specialized literature demonstrate that the system's dimensionality influences the

renormalization of the effective mass in the low-temperature limit.
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INTRODUCERE

in timp ce citeam cartea lui C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, am dat peste un citat
care apartine lui H. A. Lorentz. Acesta este In felul urmator: “Cu sigurantd cd o teorie ale cdrei
rezultate sunt atat de bune trebuie sd fie foarte aproape de adevdr”. Cu certitudine, una dintre
teoriile care se Incadreaza perfect in descrierea lui Lorentz este teoria cuantica a cAmpurilor,
iar pentru realizarea lucrarii de fatd, ne bucuram ca am avut ocazia sa vedem o fractiune mica

din aparatul ei matematic, claritatea si detaliile cu care descrie natura.

Este cunoscut faptul ca electronii de conductie pot suferi o modifcare a masei lor efective In
urma interactiunii acestora cu excitatiile prezente Intr-o retea cristalina. Un proces prin care
masa efectiva se schimba este interactiunea unui electron cu un fonon. Interactiunile de acest
fel contribuie la valoarea self-energiei, un factor important cand vine vorba de calculul de

renormare a masei.

Aceast mecanism este crucial in stiinta materialelor si poate explica multe fenomene ce apar
in aceste sisteme, cum ar fi: criticalitatea cuantica - comportamentul materialelor in
apropierea tranzitiilor de faza cuantica, materiale topologice - proprietatile electronilor In

izolatori si supraconductori, materiale 2D etc.

Studiile recente din domeniul fizicii corpului solid scot in evidenta importanta renormarii
masei electronice. Un bun exemplu sunt sistemele de "fermioni grei”. Acestea sunt materiale
in care electronii se comporta ca si cum ar avea o masa efectiva mult mai mare decat masa
lor reald. In acest caz, surplusul de masi ia nastere din interactiunile puternice dintre

electronii de conductie si momentele magnetice localizate din material.

Lucrarea a fost conceputa si structurata in acest mod, astfel incat oricine cu infime cunostinte
de matematica si fizica moderna, sa poata Intelege ceea ce este scris aici. Aceasta cuprinde o
prezentare a formalismelor utilizate pentru descrierea fenomenului studiat de noi. Corpul
lucrarii contine, dar nu se rezuma la: operatori de creare si distrugere, functii Green, ecuatia

Dyson, self-energie si termeni spectrali.

Interactiunea unui electron cu un boson poate fi descrisa de o infinitate de termeni care
descriu moduri diferite de interactiune. Pentru inceput, selectam din aceasta multime doar
acei termeni care au contributii semnificative in analiza masei efective - in cazul nostru
termenul de ordin cel mai mic are o influenta mai puternica decat restul. Pe baza diagramei

Feynman care descrie interactiunea noastra, putem sa scriem formula de pornire pentru self-
5
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energie - componenta importanatad atunci cand studiem masa efectiva a electronilor. Dupa
mai multe calcule ajungem la o forma a renormarii masei electronice in cazul unui sistem
bidimensional. De aici studiem cum se modifica forma generalda obtinuta de noi si ce
informatii putem obtine cand folosim un propagator bosonic ce descrie fluctuatiile
magnetice de tip feromagnetic si antiferomagnetic. In plus, studiem comportamentul
sistemului nostru In diferite limite ale temperaturii. La final anlizam rezultatele obtinute
pentru a intelege ce efecte apar din cauza modificarii dimensionalitatii sistemului. Mai mult,
vom compara rezultatele obtinute de noi, cu cele pentru cazul tridimensional. Calculele

detaliate se gasesc in sectiunea Anexe.

Speram ca aceasta lucrare, prin modul in care a fost gandita si conceputd, sa fie usor de inteles
si asimilat de catre cititor si sa stdrneasca interes In metodele si conceptele dezvoltate. Daca

acest scop nu a fost atins, va rugam sa contactati autorul lucrarii. Bonne lecture!
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1 Cuantificarea a doua

In descrierea naturii, studiem sistemele multi-particula si interactiunile lor. O functie de unda
in spatiul configuratiilor, care sa descrie cele N particule, contine toata informatia posibila a

sistemului, dar o rezolvare directa a ecuatiei Schréodinger in acest caz este absolut impractica.

De aceea utilizam alte metode de lucru si ne bazam pe tehnicile dezvoltate de teoria cuantica
a campului, cuantificarea a doua si functiile Green. Pentru o teorie cuantica relativist3,
cuantificarea a doua este esentiala in descrierea operatiilor de creare si distrugere a
particulelor. Chiar si pentru cazul nerelativist, cuantificarea a doua simplifica modul de lucru

cu sisteme de particule identice care interactioneaza.
Avantajele acestor teorii si instrumente:

- operatorii cuantificarii a doua Incorporeaza statistica Bose-Einstein sau Fermi-Dirac
in aproape toate aspectele acestora, fiind mai usor de utilizat decat produsele de
functii uniparticulad simetrice sau antisimetrice;

- metodele teoriei cuantice a cdmpului ne ajuta sa ne concentram pe elementele de
matrice de interes, fara sa ne intereseze functia de unda multi-particula;

- functiile Green ne permit sa determinam informatii caracteristice ale sistemelor pe
care le descriu, cum ar fi: energia starii fundamentale si alte functii termodinamice de
interes, energia si timpul de viata a stdrilor excitate, raspunsul liniar in prezenta

perturbatiilor exterioare.

Metodele primei cuantificari ne ajuta sa realizam o trecere de la modelele fizice clasice la
sistemele cuantice simple (sisteme cu numar mic de particule). De obicei particulele clasice
primesc o descriere comportamentala folosind caracteristicile ondulatorii. Prin acest proces,
variabilele clasice, cum ar fi pozitia, impulsul, energia, momentul cinetic, sunt transformate

in operatori:

5= —ih—
p—p Mok

O alta modificare importanta este ca paranteza Poisson din teoria clasica este inlocuita de

comutatorul:
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Aceasta ultima deosebire este esentiala deoarece sta la baza intelegerii fenomenologiei
mecanicii cuantice, dictate de Principiul de incertitudine al lui Heisenberg. Comutatorul
descrie o relatie intre observabile: comutativitatea operatorilor (valoarea operatiei de
comutare ar fi 0) ne spune ca putem masura simultan observabilele noastre - precizia
masuratorii este data de capabilitatile instrumentului de masura, in timp ce
necomutativitatea operatorilor este cea care duce la fluctuatii cuantice (Principiul de
incertitudine), adica neputinta de a putea masura simultan observabilele - avem o

constrangere a preciziei de masurare, influentata de procesul de masurare.

Cuantificarea a doua nu difera foarte mult de prima cuantificare, dar este mult mai utila si
usor de utilizat in cazul sistemelor complexe (cu numar mare de particule) si descrie mai
bine excitatiile in sistemele de energie scazuta. Mai mult, putem folosi cuantificarea a doua
pentru a descrie vibratiile sonore din solide, campurile electromagnetice sau sistemele de

particule identice (gazul de fermioni sau bosoni).

Metodele cuantificarii a doua transforma campurile clasice in operatori de caimp (un exemplu
cunoscut este cuantificarea unei corzi clasice - sistem analizat de M. Born, W. Heisenberg si

P. Jordan in articolul lor, unde au pus bazele matematice ale cuantificarii a doua).

Functia de unda multi-particula are urmatoarea proprietate (descoperita de Dirac, folosind

Principiul de excluziune a lui Pauli):
Y(particulain A, particula in B) = ey (particula in B, particula in A) (1.1)

Relatia (1.1) ne arata ca functia de unda trebuie sa fie simetrica sau antisimetrica la
interschimbarea particulelor. Paritatea functiei de unda la interschimbare ne da cele doua

tipuri de particule posibile, fermioni sau bosoni:

it — { +1 — pentru bosoni (functie de unda simetrica) (1.2)

—1 - pentru fermioni (functie de unda antisimetrica)
In cele ce urmeaz, analizim cuantificarea a doua pentru bosoni, dupi care pentru fermioni.
Folosim notatia introdusa de Jordan si Wigner a operatorului de cAmp: 1) (x) - ,cuantificarea”
functiei de unda. Acesti operatori de camp sunt operatori in spatiul abstract Hilbert al
numarului de ocupare pentru ci depind de operatorii de creare si distrugere. In plus, satisfac
toate regulile de comutare sau anticomutare (in functie de natura particulelor). Important

de mentionat este ca acesti operatori de camp nu sunt functii de unda, ci operatori.
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1.1 Bosonii

Pentru bosoni, In cuantificarea a doua, utilizim comutatorul intre operatorii de camp

(functie de undi simetrici: P (x)P(y) = P(Y)P(x)):
[P0, %% (0] = 6(x - y) (1.3)
Unde [a, b] = ab — ba si:
P*(x) — operatorul de creare pentru bosoni
P (x) — operatorul de distrugere pentru bosoni

Putem descrie in mod eficient starea sistemul multiparticuld indicind numarul n; de

particule de impuls p, folosind vectorii:
|n1, s My e ) (1.4)

Unde n; poate lua valori intregi pozitive, inclusiv zero. Aceasta stare totala este o baza

ortonormata si se poate scrie ca produs de stari individuale a fiecarui mod.

+

Definim operatorul de creare a; si complex conjugatul sdu, operatorul de distrugere a;:

p
d;l...,nﬁ,...)=,/n5+1|...,n5+1,...) (1.5)
c’iﬁ|...,nﬁ, ) = \/n_ﬁ|...,nﬁ — 1, ) (1.6)

Operatorul de creare creste numarul de ocupare cu unu, in timp ce operatorul de distrugere
scade numarul de ocupare cu unu. Avem operatorul care ne da numarul de particule in starea

de impuls p:
Np = a3a; (1.7)
Cu proprietatea:
Nﬁ|...,nﬁ, ) = nﬁ|...,nﬁ , ) (1.8)

Operatorul N; este un operator hermitian, deci are valori proprii reale care sunt mai mari

sau egale cu zero. Folosind proprietatile bosonilor si cele ale comutatorului avem

urmatoarele relatii:
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[aﬁ' agr] = 513 2
a5, @3] = 0 (1.9)
a5.a5] =0

Pe baza celor discutate mai sus, operatorul de creare respectiv de distrugere a unui boson in

punctul 7, independent de timp, are urmitoarea forma:

a
W (1.10)

1.2 Fermionii

Pentru fermioni, in cuantificarea a doua, utilizam anticomutatorul Intre operatorii de camp

(functie de undi antisimetrica: P (x)P(y) = =P (y)P(x)):
IORMEIERICESY (1.11)
Unde {a, b} = ab + ba si:
P*(x) — operatorul de creare pentru fermioni
P(x) — operatorul de distrugere pentru fermioni

Asa cum am vazut in cazul bosonilor, si aici vom utiliza o scriere care usureaza modul de
lucru. In relatiile ce urmeaza am luat in considerare si spinul, dar in descrierea unor sisteme
si modele acest lucru poate fi ignorat. Pentru starea sistemul multiparticula folosim numarul

n;,, de particule de impuls p si de spin o, folosind vectorii:

1o Mg, ) (1.12)

Unde n; ; poate lua doar valorile 0 sau 1 - acest lucru se datoreaza principiului de excluziune
a lui Pauli. Aceasta stare totala este o baza ortonormata si se poate scrie ca produs de stari

individuale a fiecarui mod.

Definim operatorul de creare égl » $i complex conjugatul sau, operatorul de distrugere ¢; 5:
Er ol s ) Mpe Lo +1,.00) (1.13)
c“ﬁ,(,|...,nﬁ'g ) wes )~‘/Tlﬁ'a| ...,Tlﬁ'a — 1, ) (114—)
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Operatorul numar de ocupare este:
Ny = ¢54C50 (1.15)
Cu proprietatea:
Nﬁ|...,nﬁ’a ) e ) = n5,0|...,nﬁla . ) (1.16)

Folosind proprietatile fermionilor si cele ale anticomutatorului avem urmatoarele relatii a
caror deducere nu este chiar atat de intuitiva ca in cazul bosonilor - aici trebuie sa tinem cont

de proprietatea ca cﬁ, r = —cﬁ, a’Cﬁ - (lafel este si in cazul operatorilor de distrugere):

(1.17)

Pe baza celor discutate mai sus, operatorul de creare respectiv de distrugere a unui fermion

in punctul 7, independent de timp, are urmatoarea forma:

ﬁi

Pi (@) = —cha e”

1.18
lpa(r) = \/_7213 Cﬁ,a e'? ( )

ﬁi

Cu ajutorul ecuatiilor (1.9), (1.10), (1.17), (1.18), a proprietatilor prezentate mai sus si a
diferitelor metode de calcul matematic, putem calcula diferite marimi de interes cum ar fi
densitatea de probabilitate, densitatea de curent, numarul de particule din sistem, energii

cinetice, energii potentiale de interactiune si multe altele.

11
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2 Functii Green

Una dintre metodele folosite pentru tratarea sistemelor in cuantificarea a doua este metoda
functiilor Green sau asa numitii propagatori. Aceste functii sunt o unealta matematica care
ne ajutd foarte mult In descrierile noastre datorita formei analitice, a proprietatilor si a
interpretdrii fizice simple si intuitive pe care le ofera, aceea fiind In cazul nostru de
propagator a unei particule individuale. Functiile Green joaca un rol semnificativ in teoria
cuanticd a campului, tratarea sistemelor multiparticuld, descrierea dinamicii unui sistem,

miscarea particulelor, evolutia starilor si corelarea acestora in timp.

De-a lungul anilor, In mecanica cuantica s-au dezvoltat diferite reprezentari: reprezentarea
Schrodinger, reprezentarea Heisenberg si reprezentarea de interactie. Cea pe care o utilizam
este reprezentarea Heisenberg, deoarece in aceasta imagine atribuim toata dependenta
temporala operatorilor, iar vectorii de stare corespunzatori sunt independenti de timp.
Prima data vom studia functiile Green libere, adicala T = 0 K, dupa care vom vedea functiile

Green la temperaturi finite, sau T # 0 K.

2.1 Functia Green fermionica si fononicala T = 0 K

Experimental, sistemele pe care le studiem nu pot atinge temperatura de zero absolut (cu
aparatura specialda ne putem apropia destul de mult). Totusi calculele la aceste conditii sunt
foarte utile deoarece, conceptual, ele reprezinta starea fundamentala a unui sistem. Asa ca
pentru a rezolva o problema in care sunt prezente interactiuni, putem porni de la

comportamentul in starea fundamentala (la T = 0 K) plus excitatiile sale.

%
LaT = 0 K, functia Greeen fermionica, uniparticula este definita in forma ei bruta prin:
Go(% %, t,t") = —i{o| T{PE P+ (@, t)}|vo) (2.1)

In cele ce urmeaza, prin mai multe tratamente de calcul, aducem aceasta relatie la o forma
analitica mai simpla din punct de vedere matematic, pe care o putem folosi in diferite aplicatii

pentru a determina marimi fizice de interes.

In ecuatia (2.1), T este un operator de ordonare in timp. Actiunea acestui operator este

delicata si trebuie tratata cu atentie. Acesta ne ofera urmatoarea ecuatie:

12
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—i{Yo [P, O (X, )| o) t>t

7 7 2.2
o B+ @ PG, Ole) ¢ >t (22)

Go(%,%',t,t") = {
Interpretarea fizicd a ecuatiilor (2.2): pentru ambele ecuatii, functia Green descrie
propagarea unei singure particule in prezenta altor particule si masoara amplitudinea de
probabilitate ca particula introdusa sa se fi deplasat dintr-un punct si moment de timp

anterior Intr-un punct si moment de timp nou.

Pentru cazul t > t’, prin operatorul de cAmp ) * (¥, t") care se aplici pe starea fundamental3
|}o), introducem o particuli in sistem (creem o excitatie) la pozitia ¥’ si la timpul t'. In studiul
de fatd, tratdm aceste excitatii ca fiind electroni. Operatorul de cAmp Y (%, t), fiind aplicat pe
starea ¥ (X', t") 1)), scoate particula introdusi in sistem mai thainte (distrugem excitatia)

la 0 pozitie X si un timp ulterior t.

Pentru cazul t' > t, un electron este distrus din starea fundamentald prin actiunea
P (%, t)|y,) 1a pozitia ¥ sila timpul ¢, si reintrodus prin Y+ (&', t )P (%, t) |y, ) la pozitia ' si la
timpul ¢, asta daca avem electroni in stare fundamental3 la temperatura de zero absolut. Un
exemplu ar fi marea Fermi dintr-un metal. ,Distrugerea” initiala a unui electron, duce la

indepartarea acestuia din marea Fermi - disparitia sa creaza un loc vacant, un gol.

Folosim ecuatiile (1.18), dar cu mici modificari: nu luam in considerare spinul si adaugam

factorul temporal:

% At —i(PIRI+€2 tr
lb+ 't)—/—ﬁ;e Hprartegt 53
( £) = e i(ﬁf—e%t) (2.3)
X, = —= ﬁ

Pentru ca nu este prezent un potential extern, Hamiltonianul este invariant fata de translatia
in spatiu si timp, deci functia noastra Green depinde doar de diferentele X — X' si t — t'. Luand

in considerare setul de relatii (2.3), functia (2.2) devine:

. 1 A L(px eat) 1 L(ﬁlfl+62 tr)
-t <¢0| ﬁZﬁ Cpe Zp/ v’ |l/J0> , > t'

Go(x —x"t—t') = ) )
i<l/)0| \/_7217/ CAg L(prxr+ea,tr) Zp Cp L(px eﬁt)llp > >t

(2.4)

In setul de ecuatii (2.4), in intervalul de timp t — t/, particula sau golul suferd impristieri,
modificari ale energiei etc., care duc la modificari ale amplitudinii initiale. Prin masuratori

ale noii amplitudini putem determina informatii despre starea sistemului.

13



George-Alexandru Bocicorec Renormarea masei electronice in sisteme bidimensionale

Alegem ¥’ = 0 sit’ = 0. Obtinem:

) 25, <¢0|Cp 5o e Pyt ,t>0

S - B
G t) =4 " (2.5)
i At A L(px—e%t)
5255 » (Wolef,e5lwo) e <0
Daca utilizam proprietatea de anticomutare a operatorilor fermionici ¢ cpca =855 — “g,éﬁ si
(1,[)0 65,6ﬁ|z/)0) = ngfﬁﬁﬁ,; atunci (2.5) se poate rescrie astfel:
i 0y ,i(PE-€zt)
. _;Zﬁ,ﬁr 51313, 1- Tlﬁ) e p ,t>0
Go(X, 1) = i 0 _i(Pr—e0) (2.6)
;Za,ﬁ,é‘aﬁ,nﬁe p ,t <0
Intr-o forma mai compacti avem:
0
. o2 0 1—n; ,t> 0
Go(®, 1) = —=Y5 e P¥ 9" x P 2.7
° vep —ng  ,t<0 (27)
Unde ng este numarul de ocupare pentru un sistem fermionic, cu proprietatea:
1,Ipl<
ng = { Il < (2.8)
0 ) |p| > pF

Functia Green data de relatia (2.7) este functia Green libera pentru fermioni. Este util sa
transformam functia noastra G,(¥%,t) cu coordonate spatiu si timp in G,(p, w) cu coordonate

impuls si frecventa. Pentru a face transformarea utilizam relatia:
Go(P,w) = [ d3x dt e”{PX=08) G (X,1) (2.9)
Obtinem:

0
1—Tlﬁ ,t>0

Go(B, ) = —éZﬁ, 7 dt [ d3x eiGENE oIt { (2.10)

0
—Tlﬁ ,t<0

Aici folosim rela;ia%f d3x e~i(P-PY% = §,;, si ecuatia (2.10) devine:

® (0 1-n2 ,t>0
Go(p,w =—if dt el(w_eﬁ)tx P
o(D, w) . “n <0

0
p

Echivalenta cu urmatoarea scriere:
> . 0 i(w—eﬂ)t 0 ) 0
Go(p,w) = —i i dt e P (—nﬁ) + dt e (1-n )

14
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Pentru prima integralda de mai sus facem schimbarea de variabila t — —t:
Go(Bw) =i [ dt {—ng Gt )N (1-n3) ei(w_e%)t} (2.11)
Daca folosim expresia (2.8) ajungem la:

(7 dee” %) 5] < py

Go(ﬁ,w) = . ( _
—i [ dt elloe

(2.12)

glo

)t llﬁl > pF

In expresia (2.12) apar integrale de forma fooo dt e'®. Ca sa nu avem probleme cu aceasti

integrala la infinit trebuie sa facem inlocuirea a - a +i6 unde § = 0 si § > 0. Integrala

noastra ia urmatoarea forma:
f0°° dt elat - J'O°° dt eila+id)t — _t (2_13)

a+ié

Folosim relatia (2.13) in scrierea functiei Green (2.12):

1 S
w Pl < pr

Go(p, w) = w_el ) (2.14)
r%ﬂ.s 1l > pp
Pentru a compacta scrierea relatiei (2.14) introducem urmatoarea notatie:
sign(l - pe) = {1 1[5 5P (25)
In final, prin combinarea scrierii (2.15) cu functia noastra Green (2.14) obtinem:
Go(B, w) = : (2.16)

w—eg+i8 sign(Ip|-pr)

Ecuatia (2.16) reprezinta functia Green uniparticula, libera, la T = 0 K sau propagatorul

liber.

*

Acum discutam despre functia Green pentru bosoni. Pentru ca vorbim despre cealalta
categorie de particule (cu proprietati fundamental diferite), ne asteptam ca functia Green sa
aiba o alta forma. Bosonii de interes in cazul nostru sunt fononii, cuantele retelei cristaline.
Expresia propagatorului fononic pentru un sistem de fononi care nu interactioneaza (si

pentru care nu luam in considerare polarizarea) este:
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Dy(q,t —t") = —i{0|T{Az()A_;(t"}|0) (2.17)

Operatorii prezenti in operatorul temporal T din relatia (2.17) sunt o combinatie (suma)
dintre operatorul bosonic de creare si distrugere pentru care am efectuat o mica modificare
- introducerea unui factor temporal operatorilor bosonici definiti in capitolul precedent. Prin

urmare avem:

Ay(®) = ag(0) + ats (o)

Actiunea operatorului temporal ne modifica functia noastra initiala (2.17) in:

—i(0|dz(DA_z(tH|0y ,t>¢

—i(0|A_z(tNAz(D|0) ,t'>¢ (218)

Do(‘?'t_ t,) ={

Folosind proprietdtile operatorilor bosonici de creare si distrugere, si faptul ca la

temperatura de zero absolut nu avem fononi, avem:

(0]azag|oy =0

(0|agag|oy =1
Pentrut > t':
Do(G,t —t') = —i(0 |(age 7" + a* se'“a") (a_ge ™" + afe'@at’)|0) = —ie~@a")  (2.19)
Pentru t’ > t:
Do(d,t —t") = —i(0](a_ge 7" + aje'“a")(aze 7" + 4 e'7")|0) = —ie'wi" £ (2.20)
Unim relatiile (2.19), (2.20) si alegem t’ = 0, obtinem:

Dy(q,t) = ’ 2.21
O(CI ) { lelwat ' t<0 ( )

Folosim transformata Fourier pentru a transforma D, (g, t) in Dy (g, w):

Dy, ) = f dt Do(d, et
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Astfel relatia (2.21) devine:
Do(G,w) = —i{[°, dt @D 4 [ gt e'@ed)t} (2.22)

Pentru a nu avea probleme de convergenta in formula (2.22) vom realiza urmatoarele

prelungiri analitice complexe, unde § = 0si§ > 0:
w+ wg > w+w;—id
w—wg > w—w;+id

Dupa inlocuirea prelungirilor analitice in integrala din (2.22) si rezolvarea aceteia, obtinem

urmatoarea relatie:

1 _ Zwa

Dy(G, w) = (2.23)

—w=+i —w—w=+i8s  w2—w2+i
w wq+l6 w wq+16 w wq+16

Ecuatia descrisa de (2.23) este functia Green fononica la T = 0 K. Propagatorul fononic
(2.23) este o suma de doi termeni: primul reprezinta emisia unui fonon, al doilea reprezinta

absorbtia fononului.

2.2  Functia Green fermionica si fononicala T # 0 K

Pentru temperaturi finite, studiul proprietatilor unui sistem cu multe particule devine o
munca destul de dificila. Particula noastra de studiu, indiferent daca este un electron sau
fonon, aflata Intr-un sistem de particule cu T # 0 K, interactioneaza cu restul particulelor din
sistem. In plus, din cauza fluctuatiilor diferitelor configuratii, stirile exacte ale celorlalte
particule nu sunt cunoscute. In aceastd situatie, singura noastri marime cunoscuti este

temperatura, pe care o putem corela cu energia medie a multimii de particule din sistem.

Pentru a descrie perturbatiile, statistica ,clasica” ne conduce la anumite aproximari destul
de complicate, insa tehnica functiilor Green ne ofera o imagine mai clara a structurii
analizate. Pentru a putea descrie cu exactitate si usurinta un sistem termodinamic, s-a
dezvoltat o metoda in care statistica ,clasica” si functiile Green se intrepatrund. Asadar,
trebuie sa luam in considerare numarul de ocupare pentru fermioni (descris de distributia
Fermi-Dirac), respectiv pentru bosoni (descris de distributia Bose-Einstein), pentru a ajunge

la forma propagatorilor in cazul sistemelor cu temperatura finita.
Numarul mediu de ocupare pentru fermioni, respectiv pentru bosoni, este redat mai jos:

17
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fle) = —B;%H (2.24)
n(wg) = o (2.25)

In relatiile de mai sus, 8 este cunoscutul factor statistic. Realizim urmaitoarea schimbare
eg = iwy In relatia (2.24) si resprectiv wz = iw, pentru relatia (2.25). Pentru a determina
polii functiilor (2.24) si (2.25), realizam urmatoarele operatii:

elfon +1 =0 - cos(Bw,) + isin(fw,) = -1 = cos(fw,) = -1 - w, = (2n;1)n (2.26)

2nm

elfon —1 =0 - cos(fw,) + isin(fw,) =1 = cos(Bw,) =1 - w, = e (2.27)

Polii se afla pe axa imaginara la valori impare ale frecventelor pentru polii numarului de

.. @n+1)m . . .. o .
ocupare fermionic, w, = 5 Sl la valori pare ale frecventelor pentru polii numarului de

. 2nm < A . o . .
ocupare bosonic, w, = 3 (n este un numar intreg pentru ambele functii). Aceste doua tipuri

de frecvente discrete mai poarta denumirea de frecvente Matsubara.

Pentru a Intelege urmatoarele concepte, dam spre exepmlu o posibila functie Green pentru

electroni:

c Tr[e‘ﬁHéﬁ(t)ég(t')]
0~ Tr(e—AH)

Unde Tr reprezintd urma si ¢;(t) = elth éﬁe‘itH . Hamiltonianul total al sistemului apare in
ambele exponentiale, atat e #H cat si e, Factorul g = % poate fi considerat un timp

complex datorita comparatiei sale cu termenul it din exponent. Dar metoda Matsubara
realizeaza chiar opusul, considera timpul ca o temperatura complexa. Facem urmatoarea

notatie: T = it

Cand am analizat cazul T = 0 K, functiile Green depindeau de timp, dar in cazul T # 0 K,
functiile vor avea o dependenta de timpul imaginar 7. Domeniul de integrare al acestor functii

este: —f <1 < .

Poate par ciudate conceptele de mai sus de timp imaginar si frecventa imaginara, dar metoda
Matsubara simplifica modul de calcul in cazul sistemelor aflate la temperaturi de nonzero.

Cu ajutorul acesteia se pot calcula proprietati fizice ale sistemului cum ar fi conductivitatea

18



George-Alexandru Bocicorec Renormarea masei electronice in sisteme bidimensionale

electrica, conductivitatea termica, susceptibilitatea magnetica etc. Metoda Matsubara este o

metoda directa de calcul a marimilor fizice care pot fi verificate experimental.

Din motive practice, vom exclude demostratia pentru transformata Fourier a unei functii f (1)
definita pe intervalul —f < 7 < f. Ecuatia de mai jos se poate obtine prin simple deduceri si

rationamente matematice:

fliwy) = f dr f@eion (228)

Formula (2.28) este valabila atat pentru o functie care descrie fermionii, cat si pentru o
functie care descrie bosonii, doar ca trebuie sa fim atenti la forma lui w,,, deoarece difera in

functie de natura particulei.

*

Functia Green pentru electron este definita astfel:
Go(B, 1 — 1) = (T {&(Def ()} (2.29)

In ecuatia (2.29), paranteza (...) care actioneaza asupra unui operator inseamna valoarea
medie statistic3, care se calculeaza cu ajutrul urmei. T, este un operator de ordonare in timp

care ne ofera urmatoarea ecuatie (am ales 7’ = 0):

—(éﬁ(t)ég(O)) ,T>0

(@E(O)éﬁ(t)) T<0 (2.30)

GO (ﬁl T) = {

Vom realiza urmatoare notatie ég (0) = ¢&f

5 Si ¢;5(0) = ¢;. Calculam cele doud medii din (2.30)

pentru un sistem fara interactii, descris de Hamiltonianul:
_ _ 0 A+a
H= HO = Z Eﬁ B Cp"
p
Cu ajutorul teoremei Baker-Hausdorff se pot deduce foarte usor operatorii de distrugere si

creare dependeti de t:

19



George-Alexandru Bocicorec Renormarea masei electronice in sisteme bidimensionale

Valoriile medii pentru relatiile din (2.30) sunt:

A o 1 _ n —€37 4 -e2 A A
(e5(0)e) = ~Tr {e BFHo¢se Epfcg} =e P(1- (cﬁc;f)) (2.31)
0 0
(ehes(D)) = 2Tr{e Fhoeeze™ v | = e (¢5¢8) (2.32)

Inlocuim relatiile (2.31) si (2.32) in (2.30) si mai introducem ci media produsului dintre cei

doi operatori este chiar numrul de ocupare pentru fermioni (¢5¢5) = f(€]):

—e " (1 - f(eg)) ,T>0

Go(P,T) = . (2.33)
e 7 f(eg) ,1<0
Pentru a realiza trecerea de la G, (p, ) la G, (p, iw,,) vom folosi ecuatia (2.28):
Go(P,iwy,) = foﬁ dt Go(p, 1)e'n” = — (1 - f(eg)) foﬁ dr e(@n=pT (2.34)
Daca rezolvam integrala de mai sus vom obtine urméatoarea forma pentru G,(p, iw,,):
Go(Biwy) = —— (2.35)

iwp—€=
noCp

Ecuatia (2.35) este functia Green pentru electroni, la temperaturi finite pentru un sistem fara
interactii. Chiar daca nu este evident la prima vedere a relatiei, dar (2.35) are o dependenta

de temperaturd, ascunsa in termenul w,, (a se vedea (2.26)).

%
Expresia pentru propagatorul fononic se defineste asemanator:
Do(g, 7 — 1) = ~(T{Az(DA_z()}) (2:36)
Unde:
Az(1) = ef'"(ag + a’ e "
T, este un operator de ordonare in timp care ne ofera urmatoarea ecuatie (am ales ' = 0):

_<A§(T)A—c7(0)) , >0

—(A_3(0)A3(D) <0 (2:37)

DO(EI)'T) = {
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Hamiltonianul pentru un sistem de fononi care nu interactioneaza este:

Cu ajutorul teoremei Baker-Hausdorff se pot deduce foarte usor operatorii de distrugere si

creare dependeti de t:
at (1) = efoTgteHoT = gte®q"
q q q
Ecuatiile de mai sus le vom folosi pentru a calcula mediile statistice din (2.37).

Pentrut > 0:
Do(§,7) = —(e"07(@g + a* e 7 (a_g + a})) = — {(1+ n(wg) ) e ™7 +n(wg)e“T}  (2.38)
Pentrut < 0:
Do(§,7) = —((@_g + a})e"o(@g + a* e ) = — {(1+ n(wy) ) e +n(wg)e ™7} (239)

Pentru deducerea relatiilor (2.38) si (2.39), media produsului dintre cei doi operatori este
chiar numarul de ocupare pentru bosoni (aag) = n(wgz) si (agaz) =1+ n(wz). Unim

relatiile (2.38), (2.39) si obtinem:

— {(1 + n(a)q)) e 9" 4+ n(wa)e‘“ﬁr} >0

S {(1 + n(wa)) ei" + n(wa)e_war} T<0

(2.40)

Pentru a realiza trecerea de la Dy (g, ) la Dy(q, iw, ) vom folosi ecuatia (2.28):
> . _ ﬁ el lwsT — B —wW3zT wW3T lwnT
Do(G,iwy) = [, dt Do(g,T)e'n™ = — ["dri(1 +n(wg)) e 4" + n(wg)e®d {el“n® (2.41)

Daci rezolvam integrala de mai sus vom obtine urmitoarea forma pentru Dy (g, iw,,):

S . 1 1 2w
DO(q' lwn) - iwn—wa iwn+wa - w%+w% (242)

Ecuatia (2.42) este functia Green pentru fononi, la temperaturi finite pentru un sistem fara
interactii. Propagatorul descris de (2.42) are o dependenta de temperatura realizata prin

termenul w,, (a se vedea (2.27)) si este In permanenta negativ.
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3 Self-energia. Ecuatia Dyson

Ecuatia Dyson se bazeaza pe contopirea a doua metode de lucru: principiile teoriei
perturbatilor si formalismului functiilor Green. Dezvoltarea acestei metode este motivata de
probleme fizice, precum: avem o particula descrisa de o functie de unda ce vine In contact cu
o perturbatie care modifica functia de unda initiala a particulei; ne dorim sa studiem

comportamentul acestei modificari.

In comparatie cu functia Green uniparticul3, liber3, (2.16), in cazul unui sistem cu interactii,
forma functiei Green poate sa devina destul de complicata. Prin urmare, dorim sa dezvoltam
un model mai simplu a functiei Green pentru un fermion care se misca Intr-un mediu cu
interactii. Pentru aceasta, utilizam functii Green fara interactii, printre care includem asa
numitele ,insertii”. Aceste insertii sunt de fapt niste termeni ce descriu diferite procese, cum
ar fi: ciocniri, interactii, imprastieri, difuzii, interferente etc. Definim o noua marime ce
caracterizeaza sistemul, numiti self-energie, notata aici cu ,(p, w), In care sunt incluse toate
aceste insertii. Folosind self-energia, functia Green cu interactii poate fi scrisa sub forma

urmatoarei serii:
G(ﬁ' (1)) = GO (ﬁ' w) + GO (ﬁ' w) Z(ﬁ' (U) GO (ﬁ' (U) + GO (ﬁl (U) Z(ﬁt w) GO (ﬁl w) Z(ﬁ' 0)) GO (ﬁl 0)) + - (31)

O reprezentare diagramatica a relatiei (3.1) se poate vedea in Figura 3.1.

=== —— + >E> + D> + ...

Figura 3.1 - Reprezentarea grafica a functiei Green in prezenta interactiilor sau ecuatia (3.1)

Relatia (3.1) poate fi rescrisa in urmatorul fel:
N N N N N N 2
G(B,w) = Go(, ) {1+ Z(F,0) 6o, ) + (R@,w) Go(B,w))” + -} (3.2)

Observam ca in relatia (3.2), cantitatea cuprinsa intre paranteze reprezinta o progresie

geometrica. Daca consideram ca suma din paranteza este convergenta atunci avem:

- G (ﬁ,(l)) 1
6B w) = —2° = 33
B.0) = 55 e — e e (3:3)

Rearanjand termenii relatiei (3.3), obtinem:
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Ecuatiile (3.3) si (3.4) sunt reprezentari ale Ecuatiei Dyson. Observam ca putem obtine
functia Green exacta foarte usor dacd cunoastem Y.(p, w). Un lucru important de mentionat
este ca self-energia este o insumare a unui numar infinit de termeni (sau diferite diagrame).
Prin urmare, aceasta metoda de calcul a ecuatiei Dyson este utila doar daca se poate realiza
o aproximare a self-energiei cu ajutorul primilor termeni. In unele cazuri aceasti aproximare
este dificild, motiv pentru care recurgem la alte metode de calcul. De obicei, ecuatia Dyson
este folosita in cazul sistemelor cu interactiuni slabe In care putem utiliza teoria

perturbatiilor.

Reprezentarea diagramatica a ecuatiei (3.4) se gaseste in Figura 3.2.

= >— + D>

Figura 3.2 - Reprezentarea grafica a ecuatiei Dysonsau ecuatia (3.4)

Inlocuim functia Green din numitorul ecuatiei (3.3) cu relatia (2.16):

1
w—eg+i8 sign(1pl-prp)-E(Bw)

G(p,w) = (3.5)

Studiem cazul particulei libere, adica |p| > pg, pentru care avem sign(|p| — pr) = 1. Atunci:

1
w—e%+i6—2(ﬁ,w)

G(p,w) = (3.6)

Facem schimbarea w —» w — i§:

1
w-e3-Y(p,w-i6)

G, w—i6) = (3.7)

Self-energia Y,(p, w) descrie norul de excitatii (particule, goluri) care insotesc fermionul (de
obicei electron) In miscarea sa. O cuasiparticula poate fi inteleasa ca o particula ,imbracata”
in interactiune: contine particula propriu-zisa si un ,nor” de particule care inconjoara
particula propriu-zisa. Pentru descrierea sistemelor multi-particuld, conceptul de
cuasiparticula ne ajuta sa transformam un sistem de particule ce interactioneaza puternic,
intr-un sistem de cuasiparticule ce interactioneaza slab, astfel incat putem ignora

interactiunea intre cuasiparticule.
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Self-energia are in structura ei o componenta reala si una imaginara, fiecare dintre acestea
avand o semnificatie fizica importanta. Folosind scrierea numerelor complexe, putem scrie

self-energia ca:

Y@P,w—is) =Re X (p,w) +iImY(p,w) (3.8)

Trebuie sa notam douad aspecte foarte importante legate de functia Green descrisa de (3.7).

Partea reald a polului functiei Green ne da energia (renormata) a cuasiparticulei:
0 -
€5 = €; + Re X.(P, ) (3.9)
in timp ce partea imaginara a polului ne da inversul timpului de viata a cuasiparticulei.

Datoriti influentei pe care o are self-energia unui electron, ),(p, w), in caracterizarea masei

acestuia Intr-un sistem de particule, aceasta mai poarta denumirea de operator de masa.

Daca folosim functia spectrala uniparticula definitd mai jos putem ajunge la forma functiei

Green de care avem nevoie:
A(,0) = ~Im G(F,w — i5) (3.10)

Putem observa ca functia spectrala din (3.10) utilizeaza partea imaginara a propagatorului.

Ajungem la urmatoarea forma a functiei Green a carui deducere este destul de simpla:

- o _ Z(ﬁ)
Gp,w—ib) = Py e (3.11)

Ecuatia (3.11) este functia Green in prezenta interactiunilor. Aceasta depinde de factorul de

renormare z(p) (mai multe detalii despre acest coeficient in Capitolul 4).

In mod similar, folosind aceeasi logica fizica si aparat matematic, putem deduce ecuatia

Dyson pentru functia Green fononica:

2w

DG, w) = —22»)__ _ 7 (3.12)

1-1(§,0)Do(Gw)  w? —w%+i8—2wﬁl'[(ﬁ,w)

Unde self-energia fononica este I1(q, w) si mai poartd denumirea de operator de polarizare.
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4 Masa efectiva

Interactiunile din apropierea suprafetei Fermi, determina masa efectiva a cuasiparticulei m*.

Aceasta diferitd de masa ,libera” m a electronului si este definita astfel:

1 _ 10

(4.1)

*

m* PF 0P lppp

Masa efectiva a electronilor la suprafata Fermi poate fi masurata destul de precis efectuand
experimente de rezonanta ciclotronica sau masuratori ale capacitatii termice la temperaturi
joase. Avem cel putin trei contributii care determina masa efectiva: interactiunea electron-

electron, interactiunea electron-fonon si structura benzii.

Interactiunea electron-fonon influenteaza semnificativ starile electronice aproape de
suprafata Fermi. Self-energia electronilor care rezulta in urma acestei interactiuni are o
valoare neglijabild comparativ cu energia Fermi. Cu toate acestea, valoarea derivatei sale este
mare, ceea ce duce la o contributie mare la masa efectivdi a electronului. In cazul
interactiunilor electron-electron, situatia este inversa: energiile sunt mari, derivata energiei

este mica, prin urmare contributiile la masa efectiva sunt reduse.

Daca folosim relatia energiei din (3.9) obtinem:

L iﬁ| 12 pev(3
Tl oo ke @ ‘”)|p=pp,w=eﬁ (4.2)
Se pot deduce cu usurinta relatiile:
del
%| _or (4.3)
Plp=pr ™
2 Re Y.(5,w) =2 ReY(B, w) + £ L Re 3.(5, w) (4.4)
ap b ap b m* dw P, )

P=pr.w=€5
Cu relatiile (4.3) si (4.4), expresia (4.2) devine:

d N
m* _ 1-z-Re 2(Pw)

- a N
m 1+2 % Re ,Q
Re L(B.w)

(4.5)
Variatia self-energiei in functie de frecventa este mult mai importanta decat dependenta de
impuls. Dependenta de frecventa este determinata de scala energiei fononului, in timp ce

dependenta de impuls este data de valoarea impulsului Fermi. Derivata In functie de
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< Y a : A . A
frecventa a self-energiei, >o Re 2.(p, w), este mult mai mare decit derivata in raport cu

: d N : : : . :
impulsul, P Re Y:(p, w). Prin urmare, putem aproxima numitorul ecuatiei (4.5) cu unitatea:

m*

0 —>
~ 1= = Re 2,0, (46)

m

Introducem definitia factorului de renormare z(p):

N 1
z(p) = 4.7
P 1-2Re Z(ﬁ,w)|w=eﬁ (47)
14
Electronii de pe suprafata Fermi au un timp de viata infinit - nu exista stari electronice
neocupate pe care se pot imprastia. Factorul de renormare poate fi interpretat ca numarul
de cuasiparticule (particule excitate) din gazul de electroni care au un comportament

asemadnator particulelor individuale. Folosind relatia (4.6) impreuna cu (4.7):

m* 1
= 4.
m  z(p) (48)
np ny
- = z(pr)
Pr p Pr 4
a) b)

Figura 4.1 - Numarul de ocupare ca functie de impuls: a) fara interactii; b) cu interactii

La T = 0 K si in absenta interactiilor, propagatorul fermionic G,(p, w) descris de (2.16), ne

permite sa determinam numarul de ocupare ng. La T = 0K si in prezenta interactiilor,

valoarea numadrul de ocupare se modifica. In acest caz functia Green este caracterizata de

(3.11). In Figura 4.1 se poate vedea forma numarului de ocupare in ambele situatii.
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5 Reprezentari spectrale pentru functiile Green

Pentru functiile Green electronica si fononica avem urmatoarele reprezentari integrale:

* dE S(p,E)
w2miw, — E

GoGGieon) = |

“ dE' r(4,E"
w 2T iw, — E'

DG i) = |

Aceste integrale poartd numele de reprezentari spectrale pentru functiile Green. In unele

situatii factorul 2m este absent in scrierea celor doua integrale.

Putem interpreta acesti termeni, S(p,E) si r(q,E"), ca fiind functii de probabilitate. Pentru
fermioni, functia spectrald S(p, E) este mereu pozitiva, in timp ce functia spectrald bosonica
r(q,E") poate fi pozitiva sau negativd (in functie de valoarea lui E'). Obtinem formele

cunoscute pentru cele doua functii Green daca folosim:
S(B,E) = 2n8(E — €3)
r(d,E") = 2n{6(E' — wg) — 8(E' + wg)}

Folosind metoda functiilor Green, putem recunoaste din peak-urile functiei S(p, E), prezenta
interactiunii slabe Intre cuasiparticule. Obtinem informatii legate de energie, timpul finit de
viata (rezultat in urma interactiunii cu alte cuasiparticule) si compozitia procentuala din care

este alcatuita cuasiparticula.

SO

Functia spectrala

Figura 5.1 - Reprezentarea functiei spectrale in cele doua situatii: sistemul fara interactii
(59) care este chiar functia delta a lui Dirac (linia neagra continua) si sistemul cu interactii
(S) care are profilul unei benzi de energie (linia neagra discontinua). Cele doua grafice nu

au o semnificatie anume, ci au fost realizate doar cu scopul de a intelege diferenta dintre

cele doua situatii
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S(p,E) este o functie de probabilitate: reprezintd probabilitatea ca un electron si aiba
impulsul g si energia E. Intr-un sistem fira interactii, o cuasiparticuli la suprafata Fermi are
o singurad valoare a energiei, caracterizata de impulsul Fermi. Prin urmare, observam un peak
central cu un varf ascutit, adica chiar functia delta, care se datoreaza lipsei partii imaginare.
Pentru sistemele cu interactii apare o banda de energie, ce corespunde unei distributii in

valorile impulsului. Cele doua situatii pentru functia spectrala sunt reprezentate in Figura

5.1.
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6 Efecte de dimensionalitate
6.1 0 vedere de ansamblu

Este un fapt bine cunoscut ca miscarea in solid a unui electron este influentata de prezenta
celorlalti electroni si a fononilor din sistem. Asa cum am discutat, interactiunile de tip
electron-electron si electron-fonon contribuie la structura si valoarea self-energiei, implicit

sila masa efectiva a electronului, contributia mai mare fiind data de al doilea tip de interactie.

Interactiunea dintre electroni si fononi este una mutuald, ceea ce Inseamna ca proprietatile
ambelor particule se afecteaza reciproc. O descriere riguroasa a unei astfel de interactiuni
aduce cu ea o dificultate de calcul teoretic, pe care o putem domoli cu ajutorul diferitelor

metode fizice si matematice dezvoltate.
latd cateva motive pentru care studiul unei astfel de interactiuni este necesar:

a) In solide, fononi sunt afectati de gazul de electroni, deci pentru a studia sistemele de
fononi trebuie sa cunoastem natura interactiei electron-fonon;

b) Electronii din apropierea suprafetei Fermi sunt influentati de fononi, prin urmare in
experimentele in care ne propunem sda masuram acesti electroni, trebuie sa
consideram si efectele acestui tip de interactiune;

c) Pentru unele metale, aceasta interactiune este cauza supraconductivitatii;

d) Putem determina diferite marimi termodinamice si electromagnetice de interes.

Ceea ce ne propunem noi este determinarea self-energiei si studiul renormarii masei
electronice, datorata unei interactiuni simple dintre un electron si un boson (el poate fi
fonon, excitatie magnetica etc.). Analizam cazul unui propagator bosonic ce descrie
fluctuatiile magnetice de tip feromagnetic si antiferomagnetic si studiem comportamentul

renormarii masei la diferite limite ale temperaturii.

Folosim 1In mod special metoda functiilor Green si a propagatorilor, fizica statistica si alte

unelte matematice mai mult sau mai putin prezentate in corpul acestei lucrarii.

Mai mult, ne propunem sa vedem efectele de dimensionalitate care apar. Cunoastem deja
rezultatele obtinute pentru cazul 3D, iar acum vrem sa studiem efectul dimensionalitatii
asupra acestor cantitati si marimi. Calculele efectuate de noi se concentreaza pe sisteme

bidimensionale (ne vom folosi de suprafata Fermi).
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6.2 Renormarea masei electronice in cazul 2D

Un lucru pe ca nu l-am mentionat in corpul lucrarii si il prezentam in exclusivitate aici, in
acest capitol, este Teorema Migdal. Aceasta teorema se refera la totalitatea corectiilor care
apar In interactiunea dintre un electron si un fonon intr-un sistem de particule. De exemplu,
un electron care se misca printr-o retea cristalina si interactioneaza doar cu un fonon este
un caz ideal, dar in realitate electronul nu este singur, iar interactiile cu ceilalti electroni si cu
alte vibratii ale retelei cristaline, ar putea modifica interactiunea initiala. Teorema Migdal ne
ajuta sa luam in cosiderare doar termenii semnificativi In dezvoltarea corectiilor noastre. De
cele mai multe ori este suficient sa consideram termenii de ordin cel mai mic, precum cel din

Figura 6.1, atunci cand calculam self-energia.

Figura 6.1 reprezinta diagrama Feynman care descrie termenul de ordin cel mai mic dar care

contribuie cel mai mult la self-energie, In cazul interactiunii dintre electron si fonon:

Figura 6.1 - Reprezentarea diagramatica care caracterizeaza self-energia interactiunii

dintre un electron si un fonon

Explicatia notatiilor grafice utilizate in Figura 6.1:

Linia continua dreapti corespunde functiei Green electronice G (p’, iw,,) (in linii mari, putem
spune ca este electronul), in timp ce linia continua ondulata este propagatorul bosonic
R(p — p',iw, — iw,,) (din nou, in linii mari, este bosonul, indiferent de natura acestuia). Cele

doua puncte reprezinta constanta de cuplaj electron-boson g.
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Explicatia dinamicii interactiunii reprezentate in figura:

La inceput avem un electron de impuls p si frecventi w,,. In primul punct, cel notat cu 1, este
distrus electronul initial si sunt create doud particule: un electron de impuls p’ si frecventa
Wy, si un fonon de impuls p — p’ si frecventd w,, — w,,. In acest moment, ansamblul format
din cele doui particule reprezinti o cuasiparticuld. in cel de-al doilea punct, notat cu 2, sunt
distruse cele doua particule si se creaza un electron asemanator cu cel initial, adica de impuls

- . f ~
p si frecventa w,,.

In cazul interactiei electronilor cu excitatiile de joasi energie dintr-un sistem, masa
electronilor se modifica si devine m*. Relatia care leaga masa electronilor liberi si masa
electronilor In interactiune (masa efectivd) se numeste renormarea masei electronice.

Aceasta este:

m*

~1— -2 Re 5(0) oo (61)

m

Diagrama din Figura 6.1 de mai sus este doar o reprezentare grafica foarte utila a expresiei
analitice ce caracterizeaza si descrie interactiunea care ne intereseaza. De fapt, ceea ce se

ascunde in spatele acestei diagrame este dat de urmatoarea relatie:

- . 2 d_), >y . - >r . .
Z(P; lwm) = _%me (2:)2 G(p ’ lwm) R(p —P,lwy — lwm) (6.2)

Pentru ca ne intereseaza sa calculam m* la temperaturi finite, este evident ca in formula self-
energiei (6.2) sunt utilizate functii Green la temperaturi finite. In plus, datoriti acestei decizii,
suntem nevoiti sa lucram cu frecventele Matsubara in loc de variabila continua w. Pentru a
aduce aceasta ecuatie la o forma finala mai prielnica vederii noastre, incepem prin a ne folosi
de reprezentdrile spectrale descrise de ecuatiile (5.1) si (5.2) pentru a inlocui propagatorul

electronic, respectiv bosonic din ecuatia (6.2):

N ® o S@.E)
G iwy) = | dE———
B iwn) = | BT

T(ﬁ - ﬁI!E’)
w, — iw, —E'

R(p—piw, —iwy,) = f dE’i

Cu aceste modificari, ecuatia (6.2) se transforma in:

1 1

wm—E iwp—iwm—E’

S, i0m) = =97 f oz 70, dE [, dE' SB,E) r(F = F',E) 5 ¥m; (63)

(2m)?
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Prelucrarea sumei din ecuatia (6.3) se poate gasi in Anexa 1. Cu aceasta, ecuatia (6.3) devine:

1
f(E) -3
E+E'-iwy,

Y@, iwn) = 92 [ 2= [ dE [* dE'S(',E) r(f — B, E") (6.4)

(2m)?

f(E) este functia de distributie Fermi-Dirac. In relatia (6.4) efectuim prelungirea analitica
iw, > o+ i sinotimp —p' = §:

1
f(E) =3
E+E'-w-i8

Y(iwn) = g% [ 2% dE [ dE'S(F,E) r(4,E")

2y (6.5)

Prelungirea analiticd a realizat transformarea .(p,iw,,) = X.(iw,,). Prima integrald din
ecuatia (6.5) este importantd, deoarece forma acesteia ne va influenta calculele, prin extensie
si comportamentul sistemului. Forma ei este o piesa importanta care face diferenta dintre
cazul 2D si 3D. In cazul nostru bidimensional, aceasta descrie o suprafatd Fermi, in timp ce
pentru cazul tridimensional descrie o sfera Fermi, doua lucruri diferite. in Anexa 2 se poate
vedea rezolvarea primei integrale din ecuatia (6.5). Folosind rezultatul de acolo, ecuatia
noastra va avea urmatoarea forma:

1
f(E) =3
E+E'-w-i6

S(iwy) = LD [2r L[ qe % dE [ dE'S(F,E) r(,E")

/4P%—q2

Aici, N(0) este densitatea de stiri energetice la nivelul Fermi per atom. In ecuatia de mai sus

(6.6)

apar diferite elemente pentru care stim:

f de' S, E) = 1

1
E+E —w—-—i§ E+4+E —w

+ iné(E + E' — w)

r(q,E") = —Elm R(q,E")

Prima integrala este evidenta: este aria totala de sub distributia spectrala care este egala
chiar cu unitatea (a se vedea Capitolul 5). A doua relatie provine din proprietatile functiei
delta. Cea de-a treia relatie este o rescrierea a densititii bosonice, unde R(q,E’) este o

mediere la suprafata Fermi a r(g, E') raportata la directia lui q.

Aceste trei ecuatii de mai sus le Inlocuim in formula (6.6) si daca luam partea reala a self-

energiei (omitem partea imaginara) obtinem:
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l

ReZ(a))=—92:2(0)f02pF 9 [* 4g [* dE'Im R(q,E") >

/4pp q?

Ultimele doua integrale din (6.7) au fost prelucrate in Anexa 3. Folosindu-ne de forma

E+E'- (6.7)

obtinuta in ecuatie, obtinem:

2
ReS(w) = — LMo 2or 4 1% 45t in R(q, E') Im ' (2 +25)  (68)
T ,4171«* —q2 2n
Cu aceasta, putem scrie formula renormirii masei. Inlocuim relatia (6.8) in formula

prezentata (6.1). Am ajuns la o forma frumoasa si placuta vederii:

*

m_ 2N(O)ﬁ fZPF dq f dE’ ImR(q,E ) ]ml,b ( lﬁE) (69)

’ 2
m 4pF q? T
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7 Mai multe calcule
7.1  Propagatorul bosonic si functia digamma

In cele ce urmeazi vom calcula renormarea masei electronice datoratd interactiilor cu
excitatii de energie joasa. Daca cunoastem forma propagatorului nostru bosonic, ceea ce
stim, problema este rezolvata. De obicei propagatorii bosonici au urmatoarea forma
generalizata:

a
R(q,E') = ———
v b —icE’

Prin urmare, partea imaginara a acestei ecuatii este:

acE’

ImR(q,E') = ———
(@ E") b2 + c2E'?

Unde a, b si c sunt diferite cantitati de interes sau constante. Folosim un propagator bosonic

care descrie fluctuatiile magnetice:

R(qE")=—2%— (7.1)

= > -
N+Aq“—iCqE

Parametrul 7 misoara distanta fatd de punctul de tranzitie cuantici. In cazul fluctuatiilor de
spin si pentru sisteme 3D, 7 = 1 — UN(0), unde U este repulsia Coulombiana Hubbard si
N(0) este densitatea de stari. Pentru n = 0, ceea ce inseamna ci UN(0) = 1, reprezinta
criteriul Stoner pentru aparitia feromagnetismului Intr-un sistem considerat. Tranzitiile de
faza cuantice apar in sisteme de multe particule la T = 0 K. Spre deosebire de tranzitiile de
faza clasice induse de temperatura, tranzitiile de faza cuantice sunt induse de catre
parametrii ne-termici, cum ar fi: cAmpul magnetic, presiunea, compozitia chimica, taria
fluctuatiilor cuantice. Daca variem parametrul 7 putem duce sistemul catre o tranzitie de faza
cuantici. In apropierea ei, fluctuatiile cuantice devin dominante, iar diferite marimi fizice vor

prezenta un comportament de tip lege putere in raport cu 7.

C, este un coeficient care depinde de tipul fluctuatiilor magnetice. Daca fluctuatiile sunt de

tip antiferomagnetic atunci C; = C (independent de q), iar daca sunt de tip feromagnetic

Cq= s (dependent de q).

Pentru relatia (7.1), implicit cunoastem ca:

!
XCqE

Im R(q; E ) = —(1’+Aq2)2+C3E,2

(7.2)
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*

Foarte important de observat este aparitia si utilizarea functiei digamma ¢’ in ecuatia (6.9).
Aceasta este destul de utilizata in calculele de renormare din teoria cuantica a cAmpurilor.
Pentru functia digamma cunoastem urmatoarele proprietati de interes pentru noi, care ne

ajuta sa distingem doua situatii:

Cazul temperaturilor mici - aici vom folosi urmatoarea relatie:

(1 BEY o
my (2+ 21'[)_ BE’ (7.3)

Cazul temperaturilor mari - aici vom folosi urmatoarea relatie:

' (3+25) = —14¢(3) £ (7.4)

De observat ca in acest caz apare o alta functie importanta cu multe aplicatii In fizica, functia

Zeta a lui Riemann. In cazul noastru, {(3), este o valoare numerica, o constanta.

7.2 Temperaturi mici

Pentru aceasta situatie inlocuim partea imaginara a functiei digamma cu (7.3) si utilizam
partea imaginara a propagatorul bosonic descris mai sus de ecuatia (7.2) In formula noastra

generala (6.9) si mai aranjam ecuatia:

m* 2g°N(0) (2pp dq © oy XxCq
= 1RO

2 0 2\2 2512
m T ap? (n+Aq?)*+CzE

(7.5)
_q2
Pentru calculul celei de a doua integrale, a se vedea Anexa 4. Rezultatul acestei integrale nu
arata o dependeta de coeficientul C, - indiferent de forma pe care o utilizam, cea

antiferomagnetica sau feromagnetica, rezultatul integralei nu contine nicio informatie

despre acesta:

* 2
m_q1_9 N(0) prF dq 1 X (7.6)

m T 0 +A 2
Japi—a2 T

x nu are o dependenta de g, este o constantd, o putem scoate din integrala. Susceptibilitatea

x depinde de densitatea de stiri energetice la nivelul Fermi per atom N(0). Relatia dintre
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cele doui este: y = —2N(0). In Anexa 5, este calculul integralei din relatia (7.6). Vom avea

atunci rezultatul nostru final:

3

* 2NZ2(0 1
=:]_+_g (0)
m ﬁ n+4piA

(7.7)

Vedem ca renormarea masei electronice in acest caz al temperaturilor mici depinde de:
cuplajul electron-boson, g, densitatea de stari energetice la nivelul Fermi, N(0), impulsul
Fermi, pg, si 1, distanta fata de punctul de tranzitie cuantica. Acest rezultat este valabil atat

pentru cazul antiferomagnetic, cat si pentru cel feromagnetic. Pentru n — 0 avem:

m° g:N%(0) 1
= 1+ 77 zoeia

(7.8)

7.3 Temperaturi mari

In cazul temperaturilor mari folosim partea imaginara a functiei digamma cu (7.4) si ecuatia

(7.2) pe care le inlocuim in relatia (6.9). Facem putina ordine printre constante si avem:

mo_q_ 7{(3)g*N(0)B? prF dq © ., XCqE'"”

m w* 0 0 +Aq2)2+C2E'?
4p12:_q2 (TI q ) q

(7.9)

Calculul celei de a doua integrale este putin mai complicat, dar nu cu mult. Forma integralei
este complet diferita fata de cazul temperaturilor mici, ecuatia (7.5). De data aceasta trebuie

sa fim atenti la natura fluctuatiilor magentice, de aceea vom porni la drum prima data cu

. . < . c
cazul antiferomagnetic C, = C, dupa care cazul feromagnetic C;, = -.
q

*

Pentru C,; = C, cazul antiferomagnetic, relatia (7.9) devine:

* 72(3)g2N(0)B2 2 d cE'*
r::l =1- _f( )gn4 OF f() or : . ,( +AX2)2+CZE12 (7.10)
4pE—q? mreq

Pentru integrala a doua din (7.10), rezolvarea se gaseste in Anexa 6. Folosind acel rezultat

obtinem:
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m_ 7{(3)g*N(0B? x (2rr__dq 2 n [ 2
—=1+ - czJo ro o [(77+Aq )arctan( A B 7((3)) /7{(3] (7.11)

C T 2
n+Aq? B+ 73(3)

-3 . . . . . s .
In limita temperaturilor mari, putem aproxima arctan( ) =7 Atunci vom

avea:

mo_ 14 7¢(3)g*N(0)B? x (2vr __dq 2

2Y_cZ |[—=/—

Rezolvarea integralei de mai sus se gaseste in Anexa 7:

) 74(3)g*N(0)B? 2
== 4 X [ZAp,% +n—= %] (7.13)

m 472 c?

Rearanjam termenii ecuatiei (7.13) si tinem cont de limita temperaturilor mari (in acest caz

f este mic si f? este si mai mic) si ajungem la:

mo_ ., _1 /L(?’)& 2
- =1 =45 9 N(0) (7.14)

Reamintim ca susceptibilitatea y depinde de densitatea de stari energetice la nivelul Fermi

N(0) si cid intre cele doua exista relatia: y = —2N(0):

+ —“lfz(?’)ggzNz(O) (7.15)

m

Ecuatia (7.15) este relatia finala pentru cazul antiferomagnetic, In limita temperaturilor
mari. In acest caz, in comparatie cu (7.7) (cazul temperaturilor mici), ne rimane dependenta

de cuplajul electron-boson, g, si densitatea de stari electrice la nivelul Fermi, N(0), dar avem
in plus o dependenta de coeficientul antiferomagnetic, C, si temperatura (prin factorul 8). A

disparut dependenta de impulsul Fermi, pg, si distanta fata de punctul de tranzitie cuantica.

*

Pentru €, = s, cazul feromagnetic, relatia (7.9) devine:

C 12
* 2 2 0 =X
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Cosmetizam ecuatia (7.16):
m' . 74(3)g*N(0)B3Cx [Pr_ 49 (> E'”

=1
m I [q(n+qu)]2+C2E’2

(7.17)

2

4pg—q*

Pentru integrala a doua din (7.17), rezolvarea se gaseste In Anexa 8. Folosind acel rezultat

obtinem:

m* 70(3)g*N(0)B? x (2pF

LLCH 76(3)g™NWOP~ X 2y_ o |2
el ¢z ,—410 = [ q(n +Aq°) — € /75(3)] (7.17)

Rezolvarea integralei de mai sus se gaseste in Anexa 9:

m* 74(3)g*N(0)B* x
=l [ pr(n + 3Apg) — Cs /75(3) pp] (7.18)

Rearanjam termenii ecuatiei (7.18) si tinem cont de limita temperaturilor mari (in acest caz
[ este mic si 2 este si mai mic) si ajungem la:

* 2,/144(3
7= 1- 2R AN ()

m

(7.19)

Reamintim ca susceptibilitatea y depinde de densitatea de stari energetice la nivelul Fermi

N(0) si ci intre cele doua exista relatia: y = —2N(0):

m_ 4w/14z(3 [3 2N2

m

(0)pr (7.20)

Ecuatia (7.20) este relatia finald pentru cazul feromagnetic, in limita temperaturilor mari. in
acest caz, in comparatie cu (7.7) (cazul temperaturilor mici), ne ramane dependenta de
cuplajul electron-boson, g, densitatea de stari electrice la nivelul Fermi, N(0), si impulsul
Fermi, pp, dar avem in plus o dependenta de coeficientul feromagnetic, C, si temperatura

(prin factorul £). A disparut dependenta de distanta fata de punctul de tranzitie cuantica, .

Comparativ cu ecuatia (7.15), unde tratam cazul antiferomagnetic, forma (7.20) este
oarecum asemadnadtoare (avem alte constante), dar in cazul feromagnetic, renormarea masei
electronice depinde de impulsul Fermi, pe cand cel antiferomagnetic dependenta de acest
parametru nu existi. In ambele situatii dispare dependenta de distanta fatid de punctul de

tranzitie cuantica, ), ceea ce este de asteptat deoarece cu cat marim temperatura sistemului,
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caracterul cuantic al sistemului dispare, si sistemul devine unul clasic, in care tranzitiile de

faza sunt induse de temperatura.

Putem observa ca in toate cazurile studiate, temperaturi scazute sau ridicate, fluctuatii de tip
antiferomagnetic sau feromagnetic, masa efectiva a electronului este mai mare decat masa

electronului.
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8 Renormarea masei electronice in cazul 3D

In literatura de specialitate se giseste modul de calcul a masei efective pentru cazul
tridimensional. Vom realiza o comparatie intre rezultatele obtinute de noi si cele gasite in

literatura pentru a vedea impactul pe care il are dimensionalitatea asupra aceluiasi sistem.

In cazul 3D, pentru aceeasi interactie dintre electron si fonon, formula care descrie

renormarea masei electronice este:

m’ g*N()B 2p © ’ ’ r (1, iBE’
_=1+T%f0 quqfO dE ImR(q,E)Imz/J (E‘I‘_) (8.1)

2w

3

Este utilizata aceeasi forma a propagatorului bosonic descrisa de relatia (7.1) si insotita de

proprietatea (7.2). Pentru functia digamma cunoastem cele doua situatii, (7.3) si (7.4).

In limita temperaturilor scazute, masa efectiva este:

f 1 g*N2(0) 4pEA
=14 (1+ L ) (8.2)

3

(8.2) este la fel pentru cazul fluctuatiilor feromagnetice si cele antiferomagnetice. in acest
caz, renormarea masei depinde de: cuplajul electron-boson, g, densitatea de stari energetice

la nivelul Fermi, N (0), impulsul Fermi, pg, si n, distanta fata de punctul de tranzitie cuantica.

Pentrun — 0 avem:

*

—~ —In(7) (8.3)

Intre (8.2) si (7.7) existd o mare diferentd din punct de vedere structural. Aceasti diferenta
devine mai evidenta, atunci cand ne apropiem de punctul de tranzitie de faza cunatic,n — 0.
Din cauza formei (8.3), masa efectiva in cazul tridimensional diverge logaritmic, in timp ce In

relatia (7.8), unde am studiat renormarea masei in limita temperaturilor scazute pentru

: . : : < : 1
sistemul bidimensional, am determinat o dependenta de tipul ~—=, care de asemenea

\/ﬁ’
prezinta o divergenta. Efectele singularitatii in 2D sunt mai pronuntate decat in 3D, datorita

comportamentului celor doud functii in apropierea singularititii. In Fig. 8.1 este o

1
comparatie calitativa a celor doua functii, — si —In(x), pentru a intelege comportamentul
X

Jx

celor doua tipuri de sistemele, 2D si 3D.
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Figura 8.1 - O reprezentare calitativa a doua functii, Nz si —In(x), pentru a vizualiza mai

. o . - o1 -
usor comportamentul acestora. Linia continua caracterizeaza functia NFAL linia punctata
X

caracterizeazi functia —In(x).

Pentru temperaturi mari avem cele doua cazuri distincte: atunci cand fluctuatiile sunt de tip
feromagnetic si atunci cand sunt de tip antiferomagnetic. Pentru cazul antiferomagnetic in

3D avem:

mr_ 2J14{B3)B 22
— = 1 +—=——24g N<(0) (8.3)

Relatia (8.3) este aproape identica cu relatia (7.15), cea pe care am determinat-o in cazul

bidimensional. Singura diferenta este prezenta unui factor suplimentar.

Pentru cazul feromagnetic in 3D avem:
m* 8,/14 3)
e “ ﬁ 9°N?*(0)pr (8.4)
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Formula (8.4) este si ea aproape asemanatoare cu relatia (7.20), calculata pentru sistemul

bidimensional in aceleasi conditii.

Putem sa observam ca in limita temperaturilor ridicate, atat in cazul fluctuatiilor de tip
feromagnetic cat si cele de tip antiferomagnetic, modificarea dimensionalitatii sistemului nu
influenteaza drastic modul in care este formulati renormarea masei electronice. Intre (7.15)
si (8.3), respectiv (7.20) si (8.4), masa efectiva depinde de aceeiasi parametrii sub aceeasi
forma matematica. Deci putem concluziona ca in cazul temperaturilor ridicate, schimbarea

dimensionalitatii nu are niciun efect semnificativ.

Insd nu putem spune acelasi lucru despre limita temperaturilor scizute. Intre (8.3) si (7.8)
exista diferente majore. Functiile matematice care sunt prezente in relatiile masei efective,
au comportamente diferite. Este adevarat ca ambele prezinta o divergenta atunci cand ne
apropiem de punctul de tranzitie cuantic, adica n — 0, dar pentru 2D, (7.8), avem un

comportament mai accentuat fata de corespondentul relatiei in 3D, (8.3).
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CONCLUZII

Ajunsi la finalul lucrarii, ceea ce ne ramane de facut este sa evidentiem principalele rezultate

ale acestui studiu.

Pentru Inceput, am prezentat diferite metode sau cantitati fizice potrivite pentru a intelege
si a rezolva problema prosusa de noi, cum ar fi: cuantificarea a doua, self-energia, masa
efectiva etc. Am putut sa vedem structura si puterea matematica a formalismului utilizat de
noi - functiile Green. Acestea s-au dovedit a fi o unealta solida In ceea ce priveste descrierea

fenomenelor fizice, semnificatia si aplicarea lor in probleme fiind usor de inteles.

In cadrul lucririi de fatd am descoperit informatii noi despre interactiunea electron-boson
pentru un sistem bidimensional. Am dedus o formulad generala pentru renormarea masei
electronice intr-un sistem 2D, pornind de la termenul self-energiei cu cea mai mare influenta
in ceea ce priveste interactiunea unui electron cu un boson. De acolo, am folosit o forma
specifica a propagatorului nostru bosonic care sa descrie fluctuatiile magnetice. Acest
propagator depinde de anumiti parametri esentiali: n — distanta fata de punctul de tranzitie

cuanticd, y - susceptibilitatea si C; - un coeficient care depinde de tipul fluctuatiilor

magnetice si care ne-a deschis calea spre analiza mai multor cazuri (revenim la el).

Pornind de la forma noastra generala a masei efective, prima data am studiat cazul
temperaturilor mici. Am obtinut o forma frumoasa care sa descrie comportamentul

sistemului la astfel de temperaturi i am aflat ca acesta nu depinde de C,, adica nu conteaza

1

0

ce fel de fluctuatii avem. In acest caz avem un comportament proportional cu

In cazul temperaturilor mari (din nou am dedus o relatie pronind de la formula generali)
avem o dependentd de C, In comparatie cu cazul prezentat anterior. Aici am studiat influenta
pe care o are natura fluctuatiilor in calculul masei efective. Nu exista asa de multe diferente
intre rezultatele celor doua situatii, dar este un lucru esential care le uneste, si anume
disparitia dependentei de parametrul 7, ceea ce este si normal. Cu cat temperatura creste,
mecanismele cuantice dispar, sistemul devine unul clasic, in care comportamenul poate fi

descris de temperatura.

In final am comparat rezultatele obtinute de noi cu cele deja cunoscute din cazul 3D. Pentru
temperaturi mari, relatiile sunt aproape identice. Ceea ce insemana ca dimensionalitatea
sistemului nu influenteaza comportamentul acestuia. Totusi, in cazul temperaturilor mici,

este o diferenta majora. In ambele cazuri avem o dependenta de parametrul 1, dar modul in
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care depinde de acesta, putem concluziona ca pentru cazul bidimensional avem un

comportament al efectelor cuantice mai pronuntat decat in cazul tridimensional.

Rezultatele obtinute de noi sunt o noua caramida din zidul ce reprezinta Intelegerea
fundamentelor fizicii, In special interactiuniile electron-boson in sisteme bidimensionale.
Mai mult decat atat, ele propun un cadru teoretic esential pentru a studia si a anticipa
comportamente dinamice in sistemele studiate. Ele dau startul unor noi experimente si
formulari numerice care au ca scop explicarea unor fenomene emergente in diferite

materiale de interes.
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ANEXE
Anexa 1

Folosind integralele pe contur, suma din ecuatia (6.3) ajunge la urmatoarea forma:

1 tanh ('BTE) + coth ('BTE’)

12 1 1
B Liiwy, — Eiw, —iw, —E 2 iw, —E —E'
m

In ecuatia de mai sus, datoritd contributiilor echivalente cu fluctuatiile termice, vom neglija

E'\ . . E . . < . N .
termenul coth (ET) in favoarea lui tanh (%) Mai mult, stim ca functia de distributie are
urmatoarea forma:

1

Din care avem:
()= oo -

Deci:

1
12 1 1 B fE) -5
fLiiw,, —Eiw, — iw, —E'  iw,—E—E’
m

Anexa 2

In figura de mai jos este reprezentatd suprafata Fermi:
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-

Avem:p—p' =q
Cu ajutorul triunghiului din figura de mai sus avem urmatoarea relatie:
q® =p?+p'?> — 2pp'cosO
Mai stim ca:
15l = 19"l = pr
Atunci avem:
q? = 2p% — 2picosB

Din relatia de mai sus avem:

2 2 _ 2
cosé?:pF—Zq:H:arcos(l—q—Z)
2y 2y

Daca derivam relatia de mai sus si 0 aducem la o forma mai frumoasa, obtinem:

2
dq (1)
/410%—(12

Din formula energiei, putem deduce urmatoarea relatie:

do =

)2
e =L = p'dp’ = mde’ (2)

2m
Stim ca:

dp' = p'dp'do (3)
Daca Inlocuim relatiile (1) si (2) In relatia (3), vom avem:
2

/4p%—q2

Daca introducem relatia (4) in prima integrala din ecuatia (6.5) din Capitolul 6, vom avea:

dp' =m de'dq (4)

dp’ m de'dq N

_ N0 _da_f
(2m)?2  2m? /4plg_q2 T J, /4p§—q2
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Anexa 3
Avem integralele:

f(E) -

=" dE [ _dE' ImR(q,E)E+E, (1)

Pentru inceput vom analiza:
1
" iE NEAC R Y A S N~ 3
Izzf_oodE ImR(q'E)E+E’—w=f_wdE ImR(q,E)E_l_E,_w+f0 dE ImR(q'E)E+E’—a)

Pentru prima integrala facem schimbarea de variabila E' - —E' si folosim proprietatea

Im R(q,—E") = —Im R(q, E"). Atunci avem:

I, = fooodE’Im R(q,E") (f(E) - %)( 1 - - )

E+E —-—w E—-EFE -w

Cu acestea, integrala (1) va fi:

11=LwdE'1mR(q,E’)f:dE(f(E) - %)(EJr;,_w—E_El,_w)

Pentru ca in Capitolul 6 avem nevoie de partea reala a self-energiei, vom considera partea

reald a celei de-a doua integrale:

e 0 - s
=R6U_°odEf(E)<E+Iz}’—w_E—]:}’—w>_%j dE<E+E1’—w E - b}’—w>]

Pentru relatia de sus, ne ramane contributia integralei care contine functia de distributie

deoarece cea de-a doua integrala este nula. Ca nu cumva integralele de mai sus sa aibe o

divergentd, vom face o tdiere - Inlocuim capetele infinite cu un o valoare finita notata cu F:

f(E) F fE) 1_ F f(E) F f(E)
Re [/, dE ~[Lpae L = Re |1 B L2~ [ B TR @)

E+E'- -F E—(w+E")
Folosim urmatoarea integrala a carei forma generala este:
1 ipw 21 in
deE@:J G-%0)+(aF) > z 20
g E-W U/’ (2 ipw >+l (271) in

— W<0
21 BF) 2
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Relatia de mai sus contine functia digamma ). Aceasta are aplicabilitate in multe domenii ale
teoriei cuantice datorita proprietdtilor acesteia. Daca utilizam relatia de mai sus in ecuatia

(2), stiind ca E’ > 0 ajungem la:

1 IPE'" ifw 1 IPE'" ifw
Re[¢<§‘7+ﬁ>“”<z‘7‘ﬁ>l

In cazul excitatiilor de energie joasd, adicd w — 0, folosim dezvoltarea in serie functiilor:

1 iBE' ipw\ (1 iBE'\ ifw (1 iBE’
¢<§‘7+ﬁ>—¢<§‘7>+ﬁ¢ <§_¥>

1 iBE'" ipw\ (1 iBE'\ ifw (1 iBE’
‘P(E‘ﬁ‘ﬁ)—l/’(z‘ﬁ)‘ﬁw <§_¥>

Vom avea atunci:

iBw (1 iBE\]  Bo _ [ (1 iBE"\]_ Pw (1 iBE’
el v (5‘7)] A [“1’ <§+7>l = my <§+7>

Anexa 4

De cele mai multe ori, propagatorul nostru bosonic are urmatoarea forma:

a
R@E) =4 —p

Prin urmare, partea imaginara a acestei ecuatii este:

acE’

ImR(g,E') =——
(@ E") b2 + c2E'?

Facem urmatoarea observatie pentru cazul in care E’' = 0:

a

Integrala pe care incercam sa o determinam este:

j“”dEI R(q,E) = f°° dE _an_nR( 0
o BT g2 T2 2
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Anexa 5

2pF

1

1
dq
0 JapZ — ¢2n + Aq?

: s 1 . C e .
Facem schimbarea de variabila % =x —dx = p—dq, Inlocuim iIn integrala noastra si
F F

I3=

obtinem:

; jld 1 1 fld 1 1

= X = X

3 o V1—x2n+AQpr)*x? 0 Vl—xZA(z )2 N 42
Pr)" ACpz T

1 fld 1 1
=— X
ol S \/ﬁL) b2

A2ps

Deci I5 devine:

1 1 1 w1 1

13 = — = ——
22pr JAn [ 1 2n\n+A@2pe)?

AQ2pg)?

Anexa 6

o YCE'?
15 :f dE’ 2
0 (n + Aq?)? + C%E’

Trebuie sa schimbam variabila de integrare infinita din integrala I5. Egalam cele doua forme

ale functiei digamma:

BE'

s
= —144(3)

BE'
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Din aceasta egalitate putem scoate o noud valoare pentru energia E':

ot
B 73

Acum integrala I5 arata in felul urmator:

S 72
xCE )(C[ Cs
I = | dE' = —"—|(n + Aqg? arctan(—)—Cs]
5 jo RO S n+ A

Daca inlocuim variabila s, obtinem:

X ¢
Is = ==z |(n + Aq®)arctan n+ Aq? E\[N: \[75:‘

Anexa 7

2

Z_T[_
O7+-Aq ) ﬁ 7703)

2pF
o=
i 4pr — q°

j’zp" dq ma [T T 2
o 4p2—q?|? 2 B |7¢(3)

Spargem integrala I In doua integrale I, si Ig:
q*dq

; j-ZPF dq T[A 5 n.AJ-ZPF T[A4_ T 7.L.ZA X
= N ) T———==544pr ;= Ap
"o JapZ—q22 27 )y Japi—qz 20 T4 277F

2pF T 2 T T[ 2pF
’S‘f w/—410 — 2’7 “Blm® ) ~\2" ‘B m® f ,/—4pp

| CT[ 2 T
215 [® )2

Deci integrala I devine:

2 s T 2 s 2 2C 2

le=Z4p +{ 21~ C5 |72 B |7®
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Anexa 8

[oe) E[Z
I =f dE’
) T [qtn +Ag®)1? + C2E7?

Trebuie sa schimbam variabila de integrare infinita din integrala I, asemanator cu ce am

facut in Anexa 6. Acum integrala Iy arata in felul urmator:

S E'I2
I =f dE'
P Jo T laln + AgDP + C2E”
Facem schimbarea de variabila CE’' = x — dx = CdE’, pe care o inlocuim in integrala

noastra si obtinem:

X

I—lfcsd i —1[c (n + Ag?) t( Cs )]
2T, Pla+ A a2 3 T T T A AT e A

Daca inlocuim variabila s, obtinem:

e et L2 netvaretan| € [2
DT 3T B 7eEy T T ATIEEEN Gt v 49D B |7I(3)

E 2
an+Aq?) B+]73(3)

I_lcn 2 ( AZ)T[
=3 |“ 8 Tm“lﬂ"‘ )5

3 . . . . . i .
In limita temperaturilor mari, putem aproxima arctan( ) = 2. Atunci vom

avea:

Anexa 9

_(r_4qdq |m n_ T /L

Rupem integrala I;, In doua integrale:
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2

2pF 2pfr 2pFr
I, —f q(n + Aq?) = f f
\/419 —q22 JaE—q2 "2 \/419 - q2

2

T T T
= Enﬂp% + §A3ﬂp;* = 729%(77 + 3Apf)

p =f”"ﬂcz 2 _m| 2,
27 ) Japi—qr BITIB "B 7T®Pr

Deci integrala I;, devine:

Lo = p2(n + 34p2) — 207 |2
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