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Abstract

The cosmological constant — originally introduced into the Einstein—Hilbert field
equations to explain the expansion of the universe — has remained one of the major
unsolved problems of modern cosmology for decades. In this thesis, we present an
alternative approach that reformulates the field equations in a new geometric framework
and examine its applicability in a cosmological context. We begin by briefly reviewing the
fundamentals of general relativity and the associated issues surrounding the cosmological
constant. Then, we introduce the more general Schrodinger geometry as a potential
alternative, along with the corresponding modified theory — the Yano-Schrodinger
theory. Finally, we investigate the physical viability of the theory by comparing its
predictions with observational data, including the Hubble dataset and Type Ia supernova

measurements.



Kivonat

A kozmoldgiai dlland6 — amelyet eredetileg az univerzum tdguldsdnak magyardzatira
vezettek be az FEinstein—Hilbert téregyenletekbe — immar évtizedek 6ta a modern
kozmolégia egyik legnagyobb megoldatlan problémdja. Ebben a dolgozatban egy
olyan alternativ megkozelitést mutatunk be, amely 4j geometriai alapokra helyezi a
téregyenleteket, és megvizsgaljuk ezeknek a kozmoldgiai alkalmazhat6sagét. ElsGsorban
roviden attekintjiik az é&ltaldnos relativitiselmélet alapjait, valamint a kozmoldgiai
allandéval kapcsolatos problémét. Ezt kdvetéen bemutatjuk az alternativaként szolgalo,
altalanosabb Schrodinger-geometriat, valamint az erre épiild, modositott elméletet -
a Yano-Schrodinger elméletet. Végiill az elmélet fizikai érvényességét vizsgdljuk,
predikcioit Osszevetve a Hubble-adathalmazzal és Ia tipusti szuperndvak megfigyelési

eredményeivel.
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Bevezeto

Albert Einstein az 4ltaldnos relativitdselmélettel Gjrafogalmazta a tér, id6 és gravitaciod
fogalmat. Az elmélet alapfelvetése, hogy a gravitici6 nem erd, hanem a térid6
geometridjanak gorbiilete, aminek forrdsa az anyag. Az 4ltaldnos relativitds ezen tul
lefektette a modern kozmoldgia alapjait, hiszen pontos el6rejelzéseket nyujt a fekete
lyukak viselkedésétdl kezdve a gravitaciés hulldmokig.

Ugyanakkor az olyan jelenségek magyardzatandl, mint az univerzum gyorsuld
taguldsa, az eredeti elmélet hidnyosnak bizonyult. Sziikséges volt kiegésziteni az
ugynevezett kozmoldgiai dllandéval, melynek azonban fizikai értelmét homdly fedi.
A legelterjedtebb értelmezés szerint a kozmoldgiai dllando a sotét energia jelenlétéért
felel. Ennek ellenére a sotét energia kozvetlen detektdldsa mindmadig nem sikeriilt.
Ezen problémabdl kiindulva indokolt, hogy az altaldnos relativitdst alapvetdbb szintjein
vizsgaljuk ujra.

Ennek szellemében a jelen dolgozatban egy alternativ megkozelités keriil
bemutatasra: az altalanos relativitdselmélet geometriai kiterjesztése.

Ezen kiterjesztés a Yano-Schrodinger elmélet nevet viseli, amely a téridé geometridjat
altalanositva prébdl vélaszt adni a kozmoldgiai dllandé probléméjara. Az alapfelvetés
az, hogy a hagyomdényos riemanni geometridn tallépve - melyre az altaldnos relativitds
épill - egy altaldnosabb geometridra, a Schrodinger geometridra épitjiik djra az elmélet
szivét jelentd téregyenleteket. Ezekbdl egy olyan kozmoldgiai modell épithet6 fel, mely a
kozmoldgiai dlland6 bevezetése nélkiil is képes leirni a vilagegyetem gyorsulo tdguldsat.

A dolgozat célkitlizése kettOs: egyrészt részletesen bemutatni az elmélet matematikai
¢és fizikai hatterét, masrészt sajat eredmények alapjan elemezni a modell kozmoldgiai
alkalmazhatésagat. Ez utobbi képezi a dolgozat eredeti hozzdjaruldsat. A modell
tesztelése két adathalmaz segitségével tortént, és az eredményekbdl kideriil, hogy
helyesen josolja meg a megfigyelési eredményeket - rdaddsul a kozmoldgiai dlland6
jelenléte nélkiil.

A dolgozat felépitése ennek megfelelden a kdvetkezd: els6ként dttekintjiik az dltaldnos
relativitdselmélet alapjait, és egyuttal bevezetjiik az dltalanos geometridk fogalmat. Utdna
részletesen ismertetjiik a Schrodinger-geometrit, ami a Yano-Schrodinger elmélet alapjat
képezi. A kovetkezd fejezetben a modositott elméletbdl feldllitjuk az 1) kozmoldgiai

modellt. Végiil elvégezziikk ennek numerikus vizsgalatit, majd bemutatjuk a kapott



eredményeket és azok kozmoldgiai értelmezését.
Reményiink szerint ez a megkozelités — az Einstein-féle graviticids elmélet geometriai

uton torténd Kkiterjesztése — Uj utakat nyithat meg a sotét energia problémajanak

megértésében, és hozzdjarulhat a modern kozmoldgia alapvetd kérdéseinek tisztazasdhoz.
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1. Az altalanos relativitas alapjai

1.1. Torténelmi attekintés

A 17. szazadtol kezdve a Newton-féle gravitacios elmélet volt az uralkodo elképzelés,
miutdn Newton két tomeggel rendelkezd test kozott haté erdként fogalmazta meg a
gravitaciot. Azontul, hogy feltételezte, ugyanaz a jelenség jatszik szerepet a Hold Fold
koriili keringésében, mint az alma zuhanésaban - ezzel kijelolve a modern fizika irdnyét a
gravitacios elméletek terén - egyik legnagyobb eredménye, hogy az elméletbdl sikeresen
levezette a megfigyeléseken alapuld, empirikus Kepler torvényeket.

Nem volt sziikséges viszont a 19. szazad olyan felfedezéseire varni, mint a Merkur
perihéliuménak precesszidja vagy a fényhelhajlds, hogy indokolt legyen a newtoni elmélet
mobdositdsa. Newton elsd torvényének értelmében egy test, amire nem hat semmilyen erd
egyenes vonalu, egyenletes mozgast végez. Az elsé torvény tehat egy mérési posztulatum,
ami meghatdrozza, hogy az univerzum szerkezetét leir6 geometridban milyen pélya
szamit egyenesnek. Azonban egy olyan univerzumban, ahol mar két test van jelen, és
Newton szerint gravitacids erdvel hatnak egymadsra, lehetetlen meghatarozni, mi szamit
egyenes pdlydnak. Ennek kovetkezményeként az eltérés egy egyenes palyardl - tehit,
amikor egy testre erd hat - sem értelmezhetd.

Newton els6 torvényének tisztizdsa érdekében Laplace mar a 18. szdzadban eldadllt
az otlettel, hogy a gravitaciét ne er6ként, hanem a tér geometridjanak hatdsaként irjuk le,
azonban Otletének volt egy sulyos hidnyossdga: nem szamolt az idével. Ezért egészen a
20. szazadig kellett varni, amikor Einstein egyesitette a tér és id6 fogalmat bevezetve a 4
dimenzids téridét.

Az altalanos relativitisban az FEinstein és vele parhuzamosan David Hilbert
altal megfogalmazott Einstein-Hilbert téregyenletek a graviticiés mez6t a téridd
geometridjaként irjdk le megoldva Newton elsé torvényének problémajat és kis
kiegészitéssel megvaldsitva Laplace Otletét.

Az elmélet egy fontos egyszerisitéssel él: a téridé6 geometridja teljes mértékben
jellemezhetd a g, metrikus tenzormezdvel. A geometridkat ezen a ponton két
kategéridra - s ezt a kiillonvalasztast a kés6bbiekben részleteiben tdrgyaljuk - riemanni
€s nem-Riemanni kategéridkra osztjuk. Minden geometria, mely teljes mértékben

leirhatd pusztin a metrikus tenzormezd segitségével - melyre a tovdbbiakban a
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szakirodalomban hasznélt konvencié szerint pusztin metrikus tenzorként hivatkozunk -
riemanni geometridnak szamit, mig a nem-Riemanni geometridk definidldsdhoz egyéb
matematikai objektumok is sziikségesek [1].

Az imént felvazolt alapfelvetés egy nagyon fontos kovetkezménnyel jar. A graviticids
mez0 viselkedését leird téregyenletek felépithetSek pusztan a metrikdbol.

Figyelembe kell venni tovabbd, hogy nem Iétezik kitiintetett vonatkoztatédsi rendszer:
a gravitaciot leir6 fizikai torvényeknek minden koordinéta-rendszerben azonos formaban
kell teljesiilniiik. Ezt nevezziik a kovariancia elvének, ami megkdveteli, hogy a
téregyenletek tenzoregyenlet alakjdban legyenek megfogalmazva.

A kovetkezd alapfelvetés pedig a graviticiés mez6 gorbiiletének forrdsa, ami az
elmélet szerint az univerzumot kitolté anyag. Az Einstein-Hilbert téregyenletek tehat
két tenzoridlis mennyiség kozott fognak kapcsolatot teremteni: a téridd gorbiiletet leird
G, tenzormez$ - melyet Einstein-tenzornak szokds nevezni - és a 7}, tenzormezé -
energia-impulzus tenzor - kozott.

Ezen megfontoldsok szerint - figyelembe véve a korreszpondencia elvet - az

Einstein-Hilbert téregyenletek a kovetkezd alakban irhatéak fel

G = 81Ty, .

Megjegyezziik, hogy a dolgozatban a ¢ = G = 1 konvenciét haszndljuk. Az
Einstein-tenzor felépitése az 1.1 dbran lathat6 (sajét dbra).
A pontos levezetést a f6szovegben nem targyaljuk, azonban a sziikséges fogalmak,

illetve az Einstein-tenzor felépitésének indoklasa megtaldlhat6 az A fiiggelékben.

1.2. A kozmoldgiai allando

Az egyenletek megfogalmazasakor felmeriilt egy probléma: a megolddsok egy idében
tdgulé univerzumot josoltak. 1915-ben 1égbdl kapottnak tlint a feltételezés, hogy az
univerzum valdban tdgul. A statikus vilagkép volt az uralkod6. Annak érdekében, hogy
a térgyenletek ennek megfeleljenek, Einstein bevezetett egy tj tagot, amit kozmoldgiai

allandénak nevezett el.!

'Mivel a Levi-Civita kapcsolat metrika-kompatibilis, egy metrikdval ardnyos tag bevezetése semmilyen
elvet nem sért, amit az altalanos relativitastol elvarunk.

2
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§

1.1. dbra. Einstein tenzor

G +Ag = 87T, .

A kozmoldgiai édllandé torténelme igencsak gazdag és kérdésekkel teli, mely segit
megvildgitani a hozza kapcsol6dé problémat.

1915: A <O
Eistein a kozmoldgiai 4llandét egy negativ kontribicidként értelmezte, ami
megakaddlyozza a tdgulast.

1929 A=0
Hubble a kornyez6 galaxisok szinképét vizsgdlva kimutatta, hogy kivétel nélkiil
voroseltolodast mutatnak. Egyértelm bizonyitékat nydjtotta annak, hogy az univerzum
nem statikus, hanem tagul, ahogy azt az eredeti téregyenletek kozmologiai dllandé nélkiil
megjosoltik.

Einstein szembesiilve Hubble felfedezésével, élete legnagyobb baklovésének nevezte
a kozmoldgiai dllandot.

Az Univerzumnak ekkor egy lassulé taguldst tulajdonitottak, mivel gy gondoltdk,
hogy a graviticios kolcsonhatds fokozatosan gétolja a tdguldst.

1998 A >0

Az 1998-as év janudrjdban la tipusd szuperndvékat vizsgilva felfedezték, hogy ezek



Sebesi Maté-Péter Kozmoldgia a Yano-Schrodinger elméletben

halvdnyabbak, mint amilyenek egy lassulva tdgulé univerzumban lenniiik kellene. Az
eredeti elképzeléssel szemben bebizonyosodott, hogy a tdgulds épphogy gyorsul. Ez
volt a 20. szdzad kozmoldgidjanak egyik legkiilondsebb felfedezése, mely egyuittal jra
bevezette a kozmoldgiai dlland6 fogalmat az altaldnos relativitdselméletbe.

Immadron egy pozitiv kontribticioként értelmezték, ami gyorsuld taguldst eredményez.
Nem maradt mds hatra, mint megtalaldlni, milyen fizikai értelmet hordoz.

Az elmult tobb mint 20 évben szamos értelmezés sziiletett. Az egyik legnépszertibb a
sOtét energia fogalma, ami egy taszité hatést kifejtve gyorsul6 taguldst okoz. Kozmoldgiai
mérések szerint a sotét energia az univerzum anyaganak 70%-at teszi ki. Ehhez tarsul
még a késdbb bevezett sotét anyag 2, melynek hozzdjaruldsa 25%, mig a hagyomadnyos,
barionikus anyagé minddssze 5%.

Az eredmények szerint tehat az univerzum 6sszetételének 95%-at nem ismerjiik. Ezért
megindult a keresés a sotét energia €s sotét anyag jeldltjei utdn. A probléma viszont a
kovetkezd: elnevezésiik legfobb tulajdonsdgukbol adodik, mégpedig, hogy semmivel sem
hatnak kolcson, még a fénnyel sem. Jelenlétiikre pusztdn az imént targyalt kozmoldgiai
jelenségekre gyakorolt hatdsukbdl kovetkeztettek.

Az elmult 25 év sotét energia és sotét anyag kimutatdsdra tett kisérleter kudarcot
vallottak. Az eredeti elmélet hibdit magyarazni hivatott ij fogalmaknak végiil nem sikeriilt
fizikai értelmet taldlni. Indokolt tehét az elméleten valé mddositas, melynek két elterjedt

modja van:
« Altal4nositani a gravitciés hatasfiiggvényt
« Altaldnositani a téregyenletek mogott hizodé geometriat

Ezen dllamvizsgaban az utébbira fokuszalunk. Ennek keretében bemutatasra keriil egy
konkrét geometria - a Schrodinger-geometria -, valamint az erre épiild mddositott elmélet.
Ezt kovetden annak kozmoldgiai alkalmazhatésdgat is megvizsgdljuk. F6 forrasként
Lehel Csillag, Anish Agashe, és Damianos losifidis [2] cikkét haszndltuk fel.

Mielé6tt azonban ezek tartalmara b&vebben ratérnénk, el6szor bevezetjiik, mit takar

egy altalanositott geometria fogalma.

2 A sotét anyagot egy masik kozmolégiai probléma, a galaxisok roticiés gorbéjének magyarazata miatt
vezették be, és az egyenletek anyagrészét modositja.
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1.3. Térido geometriaja

Mint mar kordbban felvezettilk, az eredeti elmélet él egy nagyon fontos
egyszertsitéssel: a térido geometridjat teljes mértékben leirja a g, metrikus tenzor. Azon
geometridkat, melyekre ez igaz, riemanni geometridknak nevezziik, és ezek az éltalanos,
nem-Riemanni geometridk egy specidlis esetének felelnek meg.

A kovetkezOkben bemutatjuk a metrikdhoz sziikséges tovdbbi két struktirat,

melyek az 4dltaldnos geometridk jellemzésére sziikségesek. Végiil ezen struktirdkat

figyelembevéve definidljuk altaldnos esetben a Christoffel-szimbolumokat.

1.3.1. Torzio

A torzi6 az a geometriai effektus, ami parhuzamos eltoldst végezve két vektoron
a paralelogramma szabdly sériilését okozza. Hatdsit a Ty, (1,2) torziénak nevezett
tenzormezd foglalja magédban, és meghatdrozza a rezultdnsvektorok kozotti eltérés
mértékét. Ezt a Christoffel-szimbolumok antiszimmetrikus része - a tenzor rész -
hatdrozza meg.

Egy p pontban a véaltozds mértéke (lasd még 1.2 dbrén; forras [3])

15, (p) =1, (p) — I, (p) = 21, (p) -

— b, =T%, (p)du

v

N
%
i3

AL, q

1.2. abra. Torzi6 hatasa

Mivel a Levi-Civita Christoffel-szimbdlumra igaz

a _ .«
f}/;u/_’-)/l/u?
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magitdl értedddik, hogy a Levi-Civita kapcsolathoz tartozd torzié minden pontban

eltlinik

T ~=0.

rVL.C
A Levi-Civita kapcsolat tehdt egy torziomentes kapcsolat, azonban ez nem az
egyetlen lehetséges eset: dltaldnosabb geometridkban a torzid is szerepet kaphat a térid6
szerkezetének lefrasdban.

1.3.2. Non-metricitas

A non-metricitds jelenléte egy vektor normdjdnak valtozdsat okozza, ha pairhuzamosan
eltoljuk. Ezt a Qo (0, 3) non-metricitdsnak nevezett tenzormez8 méri, amit a kapcsolat,
tehat kozvetetten a Christoffel-szimbolumok segitségével értelmeziink.

Egy p pontban a véaltozas mértéke (1dsd még 1.3 dbrdn; forras: [3])

Qauu = Va.g/u/ .

HU’IH2 ||v[)||2 Q()//ll/ 'U“U

] )

1.3. abra. Non-metricitas

Az olyan kapcsolatokat, amelyekhez a tartoz6 non-metricitds tenzor eltiinik,
metrika-kompatibilis kapcsolatnak nevezziik. Konnyen bizonyithato, hogy V Levi-Civita

kapcsolat metrika-kompatibilis, tehdt az ehhez tartoz6é non-metricitds eltlinik

vag/uz - Qam/L‘c =0.

Ugyanaz a megjegyzés érvényesiil a non-metricitds esetén is, mint a torzidnal.

Altaldnos esetben megjelenhet a geometria lefrasakor.
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1.3.3. Altalanositott Christoffel-szimbélumok

Osszefoglalvdn egy geometridt dltaldnosan hdrom tenzoridlis mennyiség jellemez:
9w metrika, T)7, torzi6 €s )y, non-metricitds. Mindhdrom struktirdt figyelembevéve

a Christoffel-szimbo6lumok altaldnos alakja

1 1
Fllfp = ig)\“ (avgl))\ + angA - a)\gup) + §g>\“ (_le/p + Qp>\l/ + Qup)\)

1
- 5 An (Tpl/)\ + Tz/p)\ - T)\pl/> )

ahol a pusztan metrikatol fiiggd tag maga a Levi-Civita Christoffel-szimbdolum,

1 1
Fllj,o = P)/Iljp + 59)\# (_Q)\Vp + Qp)\u + Qup)\) - 59)\“ (T,m//\ + Tup)\ - T)\pu) .

P ar

Az el6z6 két szekcid értelmében az altalanos relativitisban mind a non-metricitas,

mind pedig a torzio eltlinik, vagyis

L =0

Ahogy varhaté volt, visszakaptuk a Levi-Civita Christoffel-szimbdlumot, amely
immdr egyértelmiien az egyetlen olyan kapcsolat, amely torzié- és non-metricitdsmentes.
Ezaltal beldthat6, hogy az dltaldnos relativitdselmélet riemanni geometridra €piil, hiszen a
geometriat kizdr6lag a metrika hatdrozza meg. A riemanni geometria pedig azon specidlis
esete az adltalinosabb nem-Riemanni geometridknak, amikor a torzid €s a non-metricitds
eltlinnek.

Miutén attekintettiik hogyan jellemezhetiink dltaldanosan egy geometriat, ratérhetiink
az altalanos relativitds ezuton torténd Kkiterjesztésének bemutatdsdra [4]. Az elsd
1épés egy olyan Christoffel-szimbélum (vagy kapcsolat)® keresése, melyre felépitve a
téregyenleteket teljesiilnek a kordbbi feltételek.

Az erre vonatkozo keresések mar kozvetleniil az dltaldnos relativitds megfogalmazdsa
utdn is elindultak annak reményében, hogy alternativit kindlhatnak a téregyenletek
problémdinak megolddsara. Bar tobb példa is akadt olyan geometridkra, melyekben a

kapcsolat felépitéséhez sziikséges a torzid €s/vagy non-metricitds - mint a Weyl-geometria

3Mivel a Christoffel-szimbSlumok jelentik a kapcsolat definicéjanak szabadsdgit, a két kijelentés
ekvivalens.
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[5] - fizikai szempontbdl ezeknek volt egy hidnyossaguk: nem 6rizték meg az 6nmagaval
parhuzamosan eltolt vektorok hosszat [6]. Marpedig elvéarjuk, hogy amennyiben egy
részecske egyenes vonalon egyenletesen halad, a sebességét leiré vektor ne véltozzon
meg. A kihivas tehdt egy olyan kapcsolat taldldsa volt, ami amelett, hogy nem csak a
metrikatol fligg, teljesiti ezt a feltételt.

Erre kivadlé példa a Csillag és kollégai altal targyalt Schrodinger kapcsolat [2],
melynek egyik esetére - a Yano-Schrodinger kapcsolatra - fektetjik a hangsulyt az
allamvizsgan beliil. Ehhez a kovetkez6 fejezetben a Schrodinger geometria bemutatdsian

keresztiil jutunk el.
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2. Schrodinger geometria

2.1. A Schrodinger kapcsolat Christoffel-szimb6luma

Ahogy Csillag és tarsai targyaljak, Schrodinger célja a legaltalanosabb V kapcsolat
felirdsa volt, ami meg6rzi az dnmagdval parhuzamosan eltolt vektorok hosszéat. A [7]
konyve szerint az ehhez a kapcsolathoz tartoz6 Christoffel-szimbdlum

T =Y + Uy

ahol U 31, egy (1,2) tenzormezd, melynek tulajdonsigait a kovetkezd szekcidban
targyaljuk.

A fejezet tovabbi részében a kapcsolathoz tartozé struktirdkat és bizonyitdsokat -
hasonléan Csillag €s tarsai munkdjahoz - koordindtafiiggetlen médon vizsgédljuk, mivel

ez tomor és letisztult targyaldst tesz lehetSvé.

2.2. A Schrodinger kapcsolat altalanosan

A Schrodinger kapcsolat dltaldnos alakja megadhatd, mint

VXY = 6XY—|—U(—’X7Y)’

ahol U(w, X,Y’) az imént bevezetett (1,2)-es tenzormezd, aminek megvalasztasatol
fiigg a Christoffel-szimbdlum és dltala a kapcsolat. Rogzitve X vektor(mezd) és Y (p, q)
tenzormezd bemeneteket, az U(—, X,Y") egy (p, ¢) tenzor(mezd)t jelent.

Az U(w, X,Y) megadhatd, mint
U(wa X7 Y) = _Q<wﬂ7 Xa Y) )
ahol w* = ¢7'(w, —) muzikdlis izomorfizmus, mely egy vektormezdnek felel meg.
Ennek komponensei koordindtdkban
(wﬁ)“ = ¢ Wy, .

A Schrodinger kapcsolat non-metricitds tenzora tehdt nem zérus. Kijelentettiik

azonban, hogy a kapcsolat dnmagdval val6 parhuzamos eltolds esetén is megdrzi a
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hosszakat. Hogy ez teljesiiljon, a kovetkez$ tulajdonsdgokat vérjuk el az U(w, X,Y)

tenzortdl barmilyen X,Y vektor- és w kovektormezdkre

a) Szimmetria az utolsé két bemenetben

Uw, X,Y) = Uw,Y, X), @.1)

b) Ciklikussag

Uw,X,Y)+ U (X°, " Y)+ U (Y, 0", X) =0, (2.2)

ahol X* = g(X, —) szintén muzikdlis izomorfizmus, és egy kovektormezSnek felel

meg. Komponensei koordindtdkban

(Xb)a = game .

Az igy definidlt kapcsolat meg6rzi az Onmagdval piarhuzamosan eltolt vektorok
hosszét, aminek bizonyitdsa megtaldlhat6 B.1 fiiggelékben. Fontos tulajdonsiga tovabb4,

hogy torziémentes, melynek bizonyitdsa B.2 fiiggelékben taldlhato.

2.3. A Yano-Schrodinger kapcsolat

A Schrodinger kapcsolat meghatdrozasdhoz sziikséges megadni az U tenzor alakjat.
U tenzor a kovetkez6képpen adhat6 meg:
Legyen VA egy kapcsolat T torziéval és Q“ non-metricitdssal, ami kielégiti a

kovetkezo feltételt

QUX,Y, Z2)+ QMZ, X, Y)+Q Y, Z,X) =0,

és legyen m, W két kovektormezS. Ebben az esetben U(w,X,Y) a kovetkezs
alakokban adhaté meg - felépitve a T4 és Q* tenzorokbdl - melyek teljesitik a

Schrédinger kapcesolat kovetelményeit
L Uw, X,Y) =1 (TAX",Y,w) + TAY?, X, ") ,
2. Uw, X,Y) = 3 (Xb (m(wh)Y — 7(YV)w?) + YV (7(w) X — m(X)w?)) ,
3. Uw, X,Y) = —Q*uw*, X,Y) ,

10
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4. U(vaa Y) = % (TA<Xb7Kwﬁ) + TA(Yb7X>wﬁ>) - QA(wﬁ7X7 Y) P

5. U(w,X,Y) = n(w)W(X)W(Y) — L (W ()W (X)m(Y) + W ()W (V)7 (X))

A 1-es esetben egy specidlis 7-4-t valasztunk

TAX,Y,Z) = X(x(2)Y —n(Y)Z),

ami egy U.n szemi-szimmetrikus torzid, melynek matematikai tulajdonsigait Kentaro
Yano vizsgalta. Az ezzel a torzidval megadott U tenzorbdl felépitett kapcsolatra, mely igy

a 2-es esetnek felel meg

Ulw,X,Y)= % (X" (WY = 7(YV) ) + Y (1w X — 7(X)w?)] |

Csillag és tarsai Yano-Schrodinger kapcsolatként hivatkoznak.

11
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3. Yano-Schrodinger kozmoloégia

Az el6zb6ekben részletesen ismertettiik a Yano—Schrodinger kapcsolatot, a jelen
fejezetben pedig bemutatjuk az erre €piil6 1j elméletet.

A kozmoldgiai alkalmazhatosag vizsgalatdhoz az elméletet megfigyelési adatokkal
vetjiik 0ssze. Ismertetjiik az 6sszehasonlitds modszertanat, valamint levezetjiik az ehhez

sziikséges elméleti fiiggvényeket.

3.1. Téregyenletek Yano-Schrodinger kapcsolatra épitve

A kovetkez6kben a téregyenleteket felépitd tenzorok Yano-Schrodinger kapcsolatra
€piil6 1j alakja keriil bemutatdsra. A pontos levezetések megtaldlhatéak a C fiiggelékben.
A Ricci-tenzor

o

_ v 1¢ 1 1 a 1
Ry = Ry + 9w Vo — 5V, — 5VuT) — 59T T — 3Ty -

o

A Levi-Civita kapcsolatra épiil6 Ricci-tenzor szimmetrikus, igy a szimmetrikus részt

tekintjiik

1
Ry = ) (RlW + Rvu)

o . 1. 1
= R;w + g,uuvaﬂ-a + Zv;ﬂry + Z_Lvﬂ“
1 1

(6%
— ST o — T,y

2 4

A Ricci-skalar

— P 9% 9
R=R+ 35V, 7t — 1m,m®.
Ezzel megadtuk az Osszes tagot, ami a téregyenletek felirdsahoz sziikséges

1
R(W,) - ERQW, = 87TTW,.

A téregyenletek tehdt Schrodinger geometridban Yano-Schrodinger kapcsolatra épitve
hasonlé alakot Oltenek, akdr az dltaldnos relativitdsban, viszont egy Uj, dltaldnosabb

geometria huzdédik mogotte.

12



Sebesi Maté-Péter Kozmoldgia a Yano-Schrodinger elméletben

3.2. Kisérleti adatokkal valo osszehasonlitas

A megfigyelési adatokkal valé Osszehasonlitdst [8] szerint y? statisztika
minimalizdlasaval végeztiik. Ez a kozmoldgidban széles korben alkalmazott mddszer,
mivel lehetové teszi a kiillonbozd mért adatok silyozott figyelembevételét, valamint a
szisztematikus €s korreldlt bizonytalansagok beépitését a kovarianciamétrixon keresztiil,
ezenfeliil alkalmas a megfelel paraméterek megtaldlasara.

A ? statisztika minimaliz4ldsakor két adathalmazt vettiink figyelembe.

3.2.1. Hubble-adathalmaz

Az elsé adathalmaz a Hubble-fiiggvényre tartalmaz méréseket
voroseltolddds-reprezenticioban. Erre emiatt a tovdbbiakban Hubble-adatokként
vagy Hubble-adathalmazként hivatkozunk.

Ez jelenleg 31 mérést tartalmaz az elmult tobb mint 10 évbdl. A mérések Osszesitése
- amit felhasznéltunk - megtalalhat6 [9]-ben, ahol a mérésekhez tartozd évszdmokat is
feltiintetik. A tdbldzatban szerepel a voroseltol6dds mértéke, a Hubble-fiiggvény értéke,
illetve a méréshez tartoz6 hiba.

A Hubble-adathalmazhoz tartozé % statisztika definici6 szerint

Hrnoe Z_H’L 2
x%=2( sl ) <2)), 3.1)

o(zi)

ahol Hoqen az elmélet éltal josolt érték, H(z;) és o(z;) pedig az adathalmazbdl

szarmazo értékek és hibak.

3.2.2. Szupernodva-adathalmaz

A madsodik adathalmaz Ia tipusd szuperndvdk latszélagos fényességét tartalmazza,
erre roviden csak szuperndva-adathalmazként hivatkozunk.

A szuperndvék latszélagos fényességét megado egyenlet [8]

m(z) = 5logy (Cif[ifc)) +M+25, (3.2)

ahol M paraméter az abszolit fényesség *, d;, a luminozitdsi tdvolsdg®. Ez egy lapos

* Amennyire fényes lenne az objektum, ha 10 parsec tavolsdgra lenne a megfigyelési ponttél.
SA forrds elméleti tdvolsdga a fényessége alapjan.

13
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FLRW metrikéval leirt univerzum esetén megadhatd, mint

z dZ/

o H(2)

dp(z) =c(l+2)

A [10] linken taldlhat6 egy az Ia tipusd szuperndvakra vonatkoz6 atfogd adathalmaz,
amit a Pantheon+SHOES.dat dokumentum tartalmaz. Ez 51 darab oszlopot foglal
magéban, amelybdl harmat hasznaltunk fel, melyek a kovetkezok: 2 H D a voroseltolodas
mértéke, m_b_corr a 3.2 fiiggvényre mért adat, és m_b_corr_err az ehhez tartozo hiba.
Ez 6sszesen 1701 mérést jelent.

Az la tipusi szupernévak latszélagos fényességéhez tartozé Y%y ;" statisztika
[8]-ban megjelend definicid szerint

X%Ne[a = ADTOtZtIalAD- 3.3)

oz

Szembetiin, hogy ennek a statisztikdnak eltérd az alakja a hagyomanyos y2-t6l.
Ennek okt azonnal tisztazzuk.

A AD egy vektor, ami a mért és szamolt adatok kozti eltérést tartalmazza

AD = LL(ZI) — Mmodell(zi> )

ahol p(z;) a tavolsigmodulusz, azaz a ldtszélagos és abszolit fényesség kozotti

kiilonbség

u(z) = m(z) — M.

Ezen adathalmaz esetén a mérési hibdk statisztikai’ jellege mellett szisztematikus®
torzitdsok is megjelennek, ami a hibdk Kkorreldcigjit eredményezi. Ennek
figyelembevétele lehetséges a C}; kovarianciamatrix bevezetésével, melynek diagondlis
elemei tartalmazzdk a teljes hibatagot - a statisztikai és szisztematikus hibdk négyzetének
Osszegét - nem-diagonalis elemei pedig meghatdrozzak, hogy a hibdk miképp korreldlnak
egymadssal.

Konnyen beldthaté, hogy amennyiben csak statisztikai hiba jelentkezik, a Cliyy

®SNela: Type Ia supernovae roviditése.

TVéletlenszerfi, pl. zaj vagy széras, dtlagoldssal megsziinik.

8Irz’myl’tott, a teljes adathalmazt eltolja valamerre, pl. kalibraci6, modelltorzitds, eszkozhiba,
atlagolassal nem sz{inik meg.

14
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diagondlis és a teljes hibatag pusztdn a statisztikai hiba négyzete. Ebben az esetben a
X% Nera alakja megegyezik a 3.1 alakjaval.

A x? 3.3 szerinti felirdsa tehét val6jadban egy 4ltaldnosabb képlet, ami nemcsak a
statisztikai, hanem a szisztematikus hibdkat is figyelembe veszi, tovdbba az ezek éltal
eldidézett korrelacidkat.

A Pantheon+SHOES.dat adathalmazhoz tartozé kovarianciamatrixot [10]-en a
Pantheon+SHOES_STAT+SYS.cov f4jl tartalmazza.

Megadtuk a két adathalmazhoz tartozd x% és Xx%n.s, Statisztikdkat. A teljes 2,

statisztika ennek a kettének az 6sszege

Xiot = X1 + XeNela - (3.4)

Ennek optimalizalaséra sziikség lesz egy algoritmusra, ami megtaldlja a kozmol6giai
modell azon paramétereit, melyre y? , minimalis. Mieltt azonban erre ratérnénk, el3szor

levezetjiik a modell kulcsat jelenté Hubble-fiiggvényt.

3.3. Friedmann-egyenletek

A Hubble-fiiggvényt a Friedmann-egyenletekbdl hatdrozzuk meg. El6szor tehit ezek
meghatédrozdsa sziikséges az Uj geometridra épitve.

A Friedmann-egyenletek levezetésénél reprodukaljuk Csillag és tarsai [2] eredményeit
kiegészitést nydjtva néhany kihagyott részletnél.

A luminozitdsi tdvolsdg definicidja megelSlegezte, hogy a modellben egy izotrép,

homogén és lapos FLRW metrikdval leirt geometridji univerzumot tekintiink

(Sij dl‘zdl']

ds? = —dt* + a*(t) L ——
( ) ]_ + %(SijZEZZL‘]

. i=1,2,3.

Megéllapodds szerint a latin betlis indexek kizdrélag a térbeli komponensekre
vonatkoznak, mig a gorog indexek az id6beli és térbeli komponenseket egyardnt lefedik.

Az univerzumban taldlhat6 anyagot tokéletes fluidumnak tekintjiik

T;w = puyly +p (uuuu + gm/) .

Az egyenleteket a kozmikus nyugalmi vonatkoztatdsi rendszerben vizsgéljuk,

amiben az anyag nyugalomban van, tehdt a térid6é kinematikdjat leiré nyégyessebesség

15
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térkomponensei zérusak

w’ =(1,0,0,0) < wu,=(—1,0,0,0).

Kikotjiik tovabbd, hogy a Ricci-tenzorban megjelend 7 kovetkormezd megadhaté a

kovetkezd egyszer(, szimmetrikus formaban

7 = (11(t),0,0,0) < 7, =(-II(t),0,0,0),

ahol I1(¢) a térid6 geometridjat jellemzd, idSben fejlédo fiiggvény.
A Friedmann-egyenletek levezetéséhez felhaszndljuk a mdar ismert riemanni

Ricci-tenzor sziikséges komponenseit

o a o o o
ROO = -3- R Rll = R22 = R33 = aa + 2@2 s
a

a riemanni Ricci-skalart

.. .2
R:6(9+a—2),
a a

valamint a megmaradé Levi-Civita Christoffel-szimbélumokat

a4
o _ - T 7
Yij = aa5ij ) Yo; = 55]‘ )

melyek az iméntiek szerint elegdnsan 0sszefoglalhatdak.

3.3.1. Elso Friedmann-egyenlet

Az elsd Friedmann-egyenletet a téregyenletek 00 komponenseibdl vezetjiik le

. 1 = 5 1 /e o 5 1
Roo — EgQOR — Zggovoﬂro‘ +7 (Voﬂ'g + Voﬂ()) + ggooﬂaﬂa — oo = 8110 - (3.5)
A ki nem fejtett tagok expliciten

7TO:]~_‘[7 T‘-O:_Hv T(]O::OJ
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° B ° o
V()TFO = 8071'0 - FOOWO = H,

Var® = Oam® + 1,74 = dyr® + T2r° = —T1 — 3211,
a

Behelyettesitjiik a tagokat a 3.5 egyenletbe

i 1/a @\ 5/ - _a 1/.N 5., 1
3% 2 (6% 46 )+ 2 (—r1—3%n —(211) oMz o2 =
3a+2(6a+6a2)+4< 3a)+4 $om e s,

ami algebrai egyszer(isitések utan a kovetkezd alakban irhat6 fel

a> 3. 154 3
—3= 4+ "I+ —-—I1 — =II* = 8np.
3a2 + 1 + 1a 3 8mp

Bevezetjiikk a Hubble-fiiggvényt H = %, majd atrendezve a tagokat a jobb oldalra,

megkapjuk az elsd Friedmann-egyenletet

3. 15 3
3H?> =38 ST+ —HI— =112,
Tttty 8

Ezzel levezettik az elsé Friedmann-egyenletet a non-metricitds jarulékokat is
figyelembe véve, ami miatt a klasszikus energia-siirlis€ég mellett a II fiiggvény is

megjelenik.

3.3.2. Masodik Friedmann-egyenlet

A maésodik Friedmann-egyenletet a téregyenletek nyomabdl vezetjiik le. A szimmetria
miatt a tér-komponensek ugyanazok lesznek minden i-re, ezért az egyszerliség kedvéért

nem foglalkozunk csak az 7 = 1 komponenssel

. 1 ) o 1 /- o 5 1
Ry — 5911]‘3 - Zguvoﬂro‘ + 1 <V17T1 + V17T1> + ggnﬂa% — M= 8Ty . (3.6)

A ki nem fejtett tagok expliciten

m =0, Tnzpaza

17



Sebesi Maté-Péter Kozmoldgia a Yano-Schrodinger elméletben

Vim = oym — My, = 1m0 = —2aall.

Behelyettesitjiik a tagokat a 3.6 egyenletbe

a?

1 .. .2 5 . . 1 5
ai +24* — a® (5 <6% + 6a—> -1 (—H — 3%11) + 3 (—2aan)> — §a2H2 = 8mpa’.

Kibontjuk a zardjelet

5 .,. 15 1 5
ai + 26 — 3aid — 3a* + Il + —aall — —aall — =a*11% = 871pa? ,
4 4 2 8
5 .,. 13 5
—2ad — a® + ZaQH + ZaaH - gCLQHQ = 8mpa’®.

Osztunk a?-el

2  a* 5. 13a 5
4TI+ —-II—=II’=28
a a2+4 + 4 a 8 e

és bevezetjitkk a Hubble-fiiggvény derivéltjat

Az egyenlet igy a kovetkez6 alakban frhat6

: 5. 13 5
—2H—2H2—HH+ZH+ZHH—§H2:87rp,

amit atrendezve hozzajutunk a masodik Friedmann-egyenlethez

. . 1
3H2+2H:—87rp+ZH+Z3HH—gH2,

mely hasonléan az els6hoz a non-metricitdsbol szdrmazé korrekcids tagokkal boviil.

A Friedmann-egyenletek tehdt a kovetkezdek

3. 15 3
3H? = 8mp + ZH + ZHH - §H2 = 8m(p+ poE) (3.7)
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: 5. 13 5
3H?>+2H = —8mp + ZH + ZHH — gH2 = —8m(p + ppE) - (3.8)

Lathatd, hogy formadlisan eltérnek klasszikus alakjuktdl: a kozmoldgiai dlland6tél
fliggd tagok eltlintek, €s helyiikre 4j kifejezések 1éptek, amelyek a Hubble-fiiggvénytdl
és a geometridt jellemzd 11 fliggvénytdl fiiggnek. A valasztott geometria tehét lehet6séget
nyujt arra, hogy kivéltsuk a kozmoldgiai alland6 szerepét, ezaltal a hozza kapcsol6dd
probléma is potencidlisan kezelhetdvé valik.

Az 1j tagokat a kovetkezdképpen lehet 6sszefoglalni

1 . 3 1 . 5
= — (311 + 15HTII — =117 = — ( —5II — 13HII + =11 | .
PDE = oo <3 15 2 ) PpE 327r( g sHll+ 3 )

v 7

Az 1) tagok fizikai értelmének a sotét energia slirliségét és nyomadsat tulajdonitjdk
[2]. Ezen értelmezés szerint a s6tét energia — ezdltal az univerzum gyorsuld tdguldsa —

természetes mdédon, geometriai effektusként jelenik meg.

3.3.3. Energiamegmaradas

A kovetkezOkben sziikségiink lesz az energiamegmaradds egyenletére is, melyet
az els6 Friedmann-egyenlet id6 szerinti derivaltjabol kapunk meg. Ha elvégezziik a

derivéldst és csoportositjuk a tagokat, a kovetkezd egyenlethez jutunk

p'+,bDE+3H(p+pDE+p+pDE) =0.

Az egyenlet a kovetkezd - a kés6bbiekben még hasznos - alakra irhat6 4t

1 d /. 3 3l .
S+ 3H % 3T+ 15HTI — 2112 —(—2H 2 HTI H2)= @
p+3 (p+p)+327rdt (3 + 15 5 )+327T + + 0. (3.9

Jelenleg harom differencidlegyenletiink van, melyek a H,II -t6] és ezek derivaltjait6l
fliggenek. A kovetkezOkben olyan alakra hozzuk a differencidlegyenleteket, hogy
Osszehasonlithatéak legyenek a mérési adatokkal, illetve konnyen implementalhatdéak

legyenek.
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3.4. Dimenziotlan Friedmann-egyenletek voroseltolodas-reprezentacioban

Annak érdekében, hogy az elméletet Ossze tudjuk hasonlitani a megfigyelési
adatokkal, a kovetkezd valtozdcserékkel elGszor dimenzidtlan alakra hozzuk a
Friedmann-egyenleteket

3H? B 3H?

H = Hyh, 7=Hyt, II=HU, p=g-T p—S—P,
T v

ahol H, egy dimenziéval rendelkezd paraméter, amire sziikségiink lesz a
Hubble-fiiggvény meghatdrozdsihoz.

Ezeket felhaszndlva a 3.7, 3.8, 3.9 egyenletek a kovetkez6 format oltik

1d¥ 5 1

h2:r+ZE+Zh\If—§\D2, (3.10)
dh 5d¥ 13 5
3h2+252—3P+ZE+Zh\I’—§\IJ2, (3.11)

dr 1 d dv 3 h av

— +3h(r+P)+ ——(3— +15h¥ — —U? | + — ( —2— +2h0 + ¥? | =0.

——+3h(r+ )+12d7<3d7+5 5 )+4< T 200 ) 0
(3.12)

Ezek utdn attériink voroseltolédas-reprezentacidba, amiben a megfigyelési adatok

vannak megadva. Az 4ttérés a kovetkezd transzformaciokkal torténik

1 d d
142=- Y ()
+ z - p (1+2) (Z)dz

Y

ahol az 1d0 szerinti derivalt dimenzidtlan alakban
d d
—=—(1 h(z)—.
dr (1+2)h(z) dz
Voroseltolédas-reprezentdcioban  az immdr dimenziétlan 3.10, 3.11, 3.12

Friedmann-egyenletek

h*(z) = r(z) — =(1 + 2)h(2)
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3h%(2) —2(1+z)h(z)d};<j> = —3P(z)— —(1+z)h(z)d d,(zZ) + Zgh(z)lll(z) ——U%(2),
(3.14)
— (14 2)h(z) d?;l_(zz) +3h(2) (r(z) + P(2))
() <—3(1 +one) T L ashe) we) - gqﬂ(z)>
+ @ (2(1 + 2) h(z) d\IC/liz) +2h(2) ¥(z) + \I/Q(z)) =0. (3.15)

Ezek azonban az éltalanos egyenletek. A kovetkezd szekcidban figyelembe vessziik
azokat a feltételeket, amelyek a mérésekkel valo 6sszehasonlitdshoz sziikségesek, illetve

az egyenleteket fizikailag értelmezhetdbb alakra hozzuk.

3.5. Mérési adatokhoz hasznalt egyenletek

A mérési adatokkal valé Osszehasonlitds sordn az anyagot nyomdsmentes pornak
tekintjiik, tehat p = 0.

A differencidlegyenletrendszeriink elobbi formdjdban hatdrozatlan, mivel nem
tartalmaz egyenletet a 1) vdltozdsdra vonatkozdan. Keresniink kell tehat egy i)-re
vonatkozo egyenletet.

Ehhez feltételezziik, hogy az anyag megmarad

p+3Hp=0. (3.16)

A 3.16 egyenlet dimenziétlan alakja voroseltolédds-reprezentdciéban

dr(z)
dz

—(1+2) h(z) +3h(z)r(z) =0. (3.17)

Ezt behelyettesitve 3.15 egyenletbe az energiamegmaradds nyomdsmentes por esetén

dimenzidtlan alakban, vordseltolodas-reprezentacidban
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— (14 2)h(z) diz (—(1 + z) h(z) %EZ) +5h(2) d\IC][,<22> B %\I}Q(z)) (3.18)

+2h(z) (1+2) %iz) + 2h%(2) U(2) + h(z) ¥*(2) = 0.

Felintegrdlva 3.17-t kifejezést kapunk az r(z)-re

r(z) = r(0)(1 +2)°,

ahol 7(0) paraméter az univerzum jelen anyagsirdiségére vonatkozik. Ezt
behelyettesitjiik a 3.13-be, az elsd Friedmann-egyenletbe.

Az elsé Friedmann-egyenlet igy

P e - e, 619

h2<z):r(o)(1+z>3—}1(1+z)h(z) L

A 3.14-es, méasodik Friedmann-egyenletbdl - mivel nyomdsmentes poranyagunk van
- eltlinik a nyomadsért felelds tag.

A mésodik Friedmann-egyenlet igy

3h2(2) — 2(1 + 2) h(2) df;(j) - —2(1 +2) h(z)

d¥v(z) 13 5
7 + Zh(z) U(z) — g‘lf (2).

Végiil felirjuk az energiamegmaradast, ami egyszerlibb alakra hozhat6, ha 3.18-t
atirjuk a 3.19 segitségével.

Az energiamegmaradas igy

—(142) h(z2) j

z

(4h(2)? — 4r(0)(1 + 2)*) —8h*(2)+8r(0) (142)*h(2)+12h%(2)¥(z) = 0.

Végs6soron a Yano-Schrodinger kozmoldgia evolicios egyenletei nyomasmentes por

esetén a kovetkezdek
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(4h(2)? — 4r(0)(1 + 2)*) —8h*(2)+8r(0) (142)>h(2)+12h%(2) ¥ (z) = 0.
(3.21)

—(142) h(2) j

z

Bevezetjiik 7(0) = r¢ jelolést, és a konnyebb implementdlas érdekében a 3.20, 3.21

egyenleteket a kovetkezd ekvivalens alakba fogalmaztuk &t

dV(z)  12h(z)  8dh(z) 13¥(z) U2 (2)
= h(t2) 5 dr Ta+s) 2tomp) O
dh(z)  5ro(1+ z)? _ h(z) 3V(2) (3.23)

dz  2h(2) 142z 2(1+2)’

amib8l mdr meghatdrozhaté h(z) alakja. A h(z) pontos megaddsihoz hiarom

paraméter ismerete sziikséges: Kett6 a kezdeti feltételek az egyenletrendszer valtozoéira

vonatkozéan W(0) = Wy, h(0) = hg. Viszont hg-t rogzitjik: hy = 1. Egy pedig az
univerzum jelen anyagstirtisége 7.

A h(z) ismeretében a Hubble-fiiggvény meghatirozasdhoz Hy-t kell megadnunk.

Az m(z) latszolagos fényességet leird fiiggvényben a Hubble-fiiggvény ismeretében
pedig az M abszolit fényesség meghatdrozasa marad hétra.

A kozmoldgiai modellhez tehdt 6sszesen négy paraméter meghatarozasa sziikséges:
Hy, Wy, r9 és M. Ezeket az optimalizal6 algoritmus keresi meg gy, hogy a 3.4 statisztika
minimalis legyen.

Reményeink szerint a taldlt paraméterek esetén az elméletbdl szdmitott gdrbék jol

fognak illeszkedni a megfigyelési adatokhoz.
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4. Optimalizalo6 algoritmus

Miutédn az elméletet kell§ részletességgel ismertettiik, attériink az optimalizacids
algoritmus bemutatdsdra. Ezen szekciéban a koéd kozponti fiiggvénye - a
chi_squared() - kerill bemutatisra, amit optimalizdlni szeretnénk. A teljes
kéd megtaldlhat6 a D fiiggelékben.

A kéd implementéldsara a Julia nyelvet valasztottam, és a Pluto.jl interaktiv notebook
kornyezetben dolgoztam. A Julia nyelvben a fiiggvények €s tipusok kezelése szdmomra
sokkal konnyebb, mint példdul Pythonban, illetve a Pluto lehet6séget kindl a kod
blokkokban torténé megfogalmazdsara, ami jocskdn meggyorsitja a hibakeresést, illetve
segiti az algoritmus részeinek vildgos szétvalasztasat ezzel ndvelve az atldthatosagot.

A chi_squared () fiiggvényben a x?, értékéta calculate_chi_squared ()
fliggvény tériti vissza. Ezen értékek olykor problémadsak lehetnek, ugyanis a visszatéritett
érték konnyen lehet NaN vagy Inf. Ezeket kikeriilve a chi_squared () egy nagyon
nagy biintet6 értéket térit vissza, amit az otpimalizdlé fiiggvény biztosan nem fog
elfogadni, igy az algoritmus 4j paraméterkombinécidra ugrik.

A calculate_chi_squared (), mely tartalmazza a differencidlegyenleteket
oldo solvert, mas probléma is felmeriilhet. Kénnyen kaphat olyan paraméterkombinéciot,
melyre a solver példaul szingularitasba iitkozik. Ezek kikeriilésére szolgdl a try-catch
védelem. Ha a solver elhasal, és a try dgban hiba torténik, a fliggvény atugrik a catch
agba, ami szintén kiszabja a biintets értéket.

Térjiink 4t a calculate_chi_squared () miikodésére. Ez el6szor elfogadja a
megadott paraméterkombindcidt. Létrehozza a z_ span tartoményt, amiben megoldja a
differencidlegyenleteket, illetve a z__grid négyzetracsot, melynek pontjaiban kimenti a
megoldist.

A 322 é 323 alkotta  differencidlegyenletrendszer =~ megoldasara
DifferentialEquations.jl csomagbdl a Rodas5() ODE solvert vdlasztottam. A Rodas5()
egy implicit, 6todrendd Runge—Kutta mddszer, melyre a jé stabilitdsi tulajdonsdgai
miatt esett a vélasztas, illetve kifejezetten a merev rendszerek numerikus megoldasédra
hasznaljéak.

A 3.22,3.23 egyenletek olyan tagokat tartalmaznak, amelyek a h(z) és W(z) vdltozok

gyorsan valtozé hanyadosait €s hatvanyait tartalmazzak, mint
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5ro(1 4 2)? U(2)?
2h(z) 2(14 2)h(z)

Ezek a kifejezések jelentdsen megnovelhetik az egyenletek érzékenységét a kezdeti
feltételekre, és a megoldds sordn egymdastdl nagyon eltérd idéskdldkon véltozé tagokat
eredményezhetnek. Ez a viselkedés a merevség tipikus jele, ahol az explicit numerikus
modszerek lassiak és instabilak lehetnek.

A numerikus megolddsb6l a H(O paraméter segitségével elddllitjuk a
Hubble-fiiggvényt, majd az Interpolations.jl csomag LinearInterpolation ()
fliggvényével interpoldljuk azt, hogy a mérési adatok z-pontjaiban - amelyeket a
z_Hubble vektor tartalmaz - kiértékelhetd legyen. Az interpoldlt elméleti értékek
alapjan meghatarozzuk a Hubble-adatokra vonatkoz6 x? statisztikat.

A kovetkezGkben - ismerve a Hubble-fiiggvényt - 1étrehozzuk az m(z) latszdélagos
fényességet megadd fliggvényt. Ehhez el6szor kumulativ trapezoidos mddszerrel
kiértékeljiik az integrdlt minden a z_grid-ben szerepld pontig. Mivel a Julia nem
tartalmazott beépitett fliggvényt, sziikkséges volt egy sajat implementicio.

A kapott integralértékek kozott ismét interpoldlunk, hogy az integrdl eredménye
kiértékelhet6 legyen a mérési adatok z-pontjaiban, amelyeket a z_supernova vektor
tartalmaz. Ezt kovetGen a d; luminozitdsi tdvolsdg valamint az abbdl szdrmazé m(z)
latszolagos fényesség elméleti értékeinek meghatdrozasa maér trividlis. Innen kiszamitjuk
a XZNop, Statisztikat.

Ismerve a két adathalmazhoz tartoz6 statisztikat, a calculate_chi_squared ()
visszatériti a y2 ,-t.

Az optimalizdlashoz az Optim.jl csomag Nelder-Mead modszerét hasznaltam,
mivel a célfiiggvény numerikusan bonyolult, nem differencidlhatd, és akar instabil is
lehet. A Nelder-Mead egy megbizhaté mddszer ilyen esetekre, mert nem igényel
derivaltakat.

Az optimalizdlé fiiggvény egy kezdeti paraméterkombindciét is kér, amibdl
elindulhat. A kezdeti értékeket trial-and-error alapon, tapasztalati szempontok alapjan
hatdroztuk meg.

Ezen elemek jelenetik az optimaliz4l6 algoritmus torzsét. Minden emlitett €s kimaradt

implementéci6 a D fiiggelékben megtaldlhato6.
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5. Eredmények

Az optimalizdciés algoritmus futdsa utdn a kovetkezd eredmények keriiltek

visszatéritésre:

HO \PO To M X%ot
kms~! Mpc™! — — - —
67.0237 0.366018 0.416598 —19.4316 1764.77

1. tablazat. Paraméterértékek és x 2,

A kovetkez6kben az ezen paraméterekre kapott gorbéket vizsgaljuk.

MelderMead fit
@ cc 31

300 r

200

H(z)

100

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Z

5.1. abra. Hubble-illesztés

Az 5.1-en dbrdn a Hubble-adathalmazhoz tartoz6 31 mérési pont mellett tobb gorbét
is feliintettiink a NelderMead mddszerrel végzett illesztés mellett.

A szaggatott gorbék [2]-ben Csillag és kollégai éltal optimalizalds nélkiili, szemre
végzett illesztések. Ezek dlland6 HO0 = 67.3, ro = 0.3166 paraméterértékekre végzett
abrazolasok, ahol a W,-t valtoztattak. A W, értéke az abran fentrdl lefelé haladva: ¥y =
0.55 (pontozott barna gorbe), ¥y = 0.54 (szaggatott barna gorbe), Wy = (.53 (pontozott
€s szaggatott sarga gorbe), ¥, = 0.52 (pontozott sarga gorbe), Wy = 0.51 (szaggatott
sarga gorbe).

Az 5.2 abran 1701 mérési pont van feltiintetve, melyek a szupernva-adathalmazhoz
tartoznak. Az ) elmélettel ezen adathalmazra kordbban semmilyen illesztés és
optimalizacié nem tortént.

Mivel a mérési pontok siirtin helyezkednek el az abrdn, az illesztett gorbe
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tanulmdanyozdsa nehézséget okoz. A pontokhoz tartozé mérési hibdk ismeretében minden
adatponthoz &dbrazoltuk azt az intervallumot, amelyen beliil a valédi érték vérhatéan
megtaldlhatd. Ezek az intervallumok - ahogy 5.3 dbran lathato - egy egységes hibasavot

rajzolnak ki, amin beliil elfogadjuk az illesztett gorbét.

25

20 +
N
£
15+
——NelderMead fit
10 - © pantheon+
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Z
5.2. abra. Szuperndva-illesztés
25+
20+
N
£
15+
10+ 0_supernova
—— NelderMead fit

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Zz

5.3. dbra. Szuperndva-illesztés hibasdvval
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6. Kovetkeztetések

A dolgozatban bemutattuk a Schrodinger geometria matematikai alapjait, és ennek
felhasznaldsaval rekonstrudltuk Csillag és tarsai eredményeit. Ennek keretében levezettiik
a Friedmann-egyenleteket, melyben a kozmoldgiai alland6tdl fiiggd tagok helyett az uj,
altaldnosabb geometriabdl szdrmazé kifejezések jelennek meg. Ez lehetOséget biztosit
arra, hogy a kordbban a kozmoldgiai édllandé segitségével magyardzott jelenségek
— példaul az univerzum gyorsulé tdguldsa - intuitiv modon, geometriai effektusként
legyenek értelmezhetdk.

A modell kozmoldgiai alkalmazhatésdgat kvantitativ médon is vizsgéltuk: a
megfigyelési adatokkal torténd Osszehasonlitdst a y? statisztika minimalizdldsdval
végeztiik el. Az optimalizacid olyan paramétereket eredményezett, amelyekre a modell
altal josolt gorbék jol illeszkedtek a megfigyelési adatokkal. Ebbdl azt a kovetkeztetést
vontuk le, hogy a Schrodinger-geometridn alapulé elmélet nemcsak matematikailag
konzisztens, hanem képes pontosan leirni a kozmoldgiai megfigyeléseket is.

A dolgozat eredményei tehat amellett érvelnek, hogy a bemutatott geometriai
megkozelités életképes alternativat nydjthat a kozmoldgiai dllandé problémédjara.

A dolgozat sordn vizsgéltak azonban tobb irdnyban is lehetséget nyidjtanak a tovabbi
kutatdsokra. Mindenekel6tt érdemes lenne egy fejlettebb optimalizdldsi algoritmus
implementdldsa. A jelenlegi algoritmus bar hatékony, de nem garantdlhatd, hogy
megtaldlja a x? statisztika globdlis minimumét. Ennek biztositdsdra robusztusabb
numerikus mddszerek — példdul globdlis minimum-keresd eljardsok vagy akdr sajat
fejlesztést algoritmusok — alkalmazdsa indokolt lehet.

Tovédbba az elmélet tanulmanyozdsdnak szempontjdbol célszeri lenne ujabb
adathalmazok figyelembevétele is — példdul galaxisok rotdcidés gorbéi. Ezek tdj >
tagokat vezetnének be a teljes statisztikaba, lehetové téve egy még atfogobb illesztést.

Végiil, a dolgozat eredményei is megerdsitik azt az irdnyt, amely az 4ltaldnos
relativitidst a nem-Riemanni geometridkon keresztiil igyekszik kiterjeszteni. Ezen
elméletek nemcsak matematikailag konzisztens alternativak, hanem bizonyos problémdk
megoldasdra is igéretes lehetdségeket kindlnak. Az egyik elérhetd és kiilondsen érdekes
példa a Csillag Lehel, Harké Tiberiu és Himanshu Chaudhary éltal tanulméanyozott
Szemi-szimmetrikus geometria [8]. Ez a megkozelités szintén sikeresnek bizonyult a

Hubble- és szuperndva-adatokkal val6é Osszehasonlitdsban, azonban mds megfigyelési
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adatokkal, példdul a galaxisok rotacids gorbéivel valé 0sszehasonlitis még varat magéra

— gy e teriilet tovabbi vizsgalata kiilonosen indokolt.
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A. Altalanos relativitas

A.1. Metrika

A metrikus tenzor a téridot leirdé geometria tulajdonsdgait hatdrozza meg, igy teljesen
fiiggetlen a téridot leiré valasztott koordindtdktdl. Ennek segitségével értelmezhetd az

invarians tavolsdg vagy masnéven ivhossznégyzet

ds® = Guv datdz” .

A tavolsdg mérésére - és hogy ez miképp fligg az adott geometriatdl - intuitiv példa

lehet egy gomb felszinén mért tdvolsdg (1asd még a A.1 dbrén; forras: [11])

r? 0
i =
’ 0 r2sin’6
dz' = (df, dyp),

dl = Vds? = \/r2d92+7’281n20dg02.

AZ
dl = /r2d8? + rZsin?0dp?
r 5}"6 / rd@
rsind do
= i
i Vi ;y

A.1. dbra. GOmb metrika

Az egyik legegyértelmiibb példa a klasszikus 3D Euklidészi tér, ahol a metrika maga

az egységmatrix, az invaridns ivhossznégyzet pedig a pitagoraszi tdvolsag

1 00
g5;=10 1 0],
0 01
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ds® = dz® + dy* + d2* .

A 4D tavolsdgok mérésére, ahol a térbeli tdvolsigok mellett megjelenik az
id6szerliség és az oksag is, els6korben a specidlis relativitds keretén beliil bevezették a

Minkowski-metrikat

-1 0 0 O

0 1 00
Guv = )

0 010

0 0 0 1

ds* = —dt* + da* + dy* + d2*.

A vegyes elgjelek biztositjdk, hogy az ivhossznégyzet -eldjelét vizsgédlva
megkiilonboztethetéek legyenek az idGszer(, fényszert €s térszerli események.

Erdemes megfigyelni, hogy mind a 3D euklidészi és Minkowski metrika teljes
mértékben fiiggetlen attdl, hol tartézkodunk a térben. Eszerint ezen metrikdk mindenhol
egyforma, masszéval lapos teret definidlnak. Ez elegend6 a specidlis relativitds leirdsara,
azonban 4ltaldnos relativitdsban, gorbiilt téridében mar elégtelen.

At kell térniink tehdt egy olyan metrikdra, amelyben szerepet kap a gorbiilet, tehat
szamitani fog, hogy a téridének melyik pontjan tartézkodunk. Olyan metrikdra van tehdt
sziikség, amely komponenseiben megjelennek a koordinatdk. Az egyik leggyakrabban

2o 2 2

haszndlt ilyen metrika az 4.n FLRW metrika, melyben £ tag felel a gorbiilet jelenlétéért
* k = 0: sik (lapos) geometridju vildgegyetem (euklideszi tér),
e k = +1: pozitiv gorbiiletl vilagegyetem (zart, gdmbszerd tér),

e k = —1: negativ gorbiilet vilagegyetem (nyilt, hiperbolikus tér),

-1 0 0 0
2
a(t)
0 (1+§ (x2+y2+22)) 0 0
Guv = 0 0 alt) 2 0 s
at)
0 0 O <1+§(x2+y2+22)>
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da? + dy? + dz?
(1452 +y2+22)"

ds® = —dt* + a(t)?

A metrikdban megjelend a(t) tag az d.n skédldzdsi tényez8, ami az univerzum idSbeli

taguldsat veszi figyelembe.

A.2. Kapcsolat

Az éltalanos relativitds elméletének kovetkezd épit6kove a V kapcsolat vagy
kovaridns derivélt, ami egy olyan leképezés, aminek bemenete egy vektor(mezd) és egy
(p, q) tenzormezd pér, kimenete pedig egy (p, ¢) tenzor(mez4).

Legyenek X,Y vektormezdk, ebben az esetben

VxY = X' (9,Y? +10.Y")0,.

AV meghatdrozdsdnak szabadsdgat a I'),, Christoffel-szimbolumok megvalasztdsa
adja. Ez azért fontos, mivel ennek segitségével definidlunk két kulcsfontossdgii geometriai

miiveletet.

A.2.1. Vektormezok parhuzamos eltolasa

Pdrhuzamos eltolds: Legyen 7 egy gorbe, v, pedig a gbrbe minden pontjdban
értelmezett érintévektorok vektormezdje. Az X vektormezd parhuzamosan eltolt a

gorbén, ha teljesiil

Vo X =0.

sz

Egyszer( példa egy lapos geometridban torténd parhuzamos eltolds, mely az A.2 dbrén

lathatd. Forras: [12].

A.2. abra. Parhuzamos eltolas
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Onmagdval valé pdrhuzamos eltolds: Ez egy specidlis eset, amikor az X vektormezd
a gorbe értintdvektoraibdl 4ll. Ebben az esetben a kritérium, hogy barmely pontban

vagyunk, a gorbe érintévektora sosem valtozik. A v, dnmagaval parhuzamosan eltolt,

ha teljesiil, hogy

Vo, vy =0,

mely lapos geometridban szintén intuitiv, €s az A.3 dbran lathat6 (sajat dbra).

/
/
/
/

A.3. dbra. Onmagdval valé parhuzamos eltolds

Ez egy lényeges definicid, mivel ennek segitségével tudjuk definidlni azokat a
gorbéket, melyeken haladva a sebességvektor nem véltozik meg. Madasszéval ezen

definici6 segitségével azonositjuk azokat a pédlydkat, melyeken leheteséges az egyenes

vonalud egyenletes mozgés.

A.2.2. Egyenes vonali egyenletes palyak egyenlete

Kiindulunk az 6nmagaval pdrhuzamosan eltolt vektorterek definicigjabdl

Vo, vy =0.

Felhasznéljuk, hogy egy ~ gorbén értelmezett vektormezd egy (U,z) helyi

leképezésben felbonthatd, mint v., = 4™ - (%), tehat

0
— SN
Vet = Ve (30) ['y (835“)}
oy* 0
= AY - P ARV __— .
7 ox? Oxt T oxr
Az els6 tag komponensére igaz, hogy 4" := 7”%. Az els6 tagban tovdbba a p
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indexeket p indexre véltva az egyenlet

. ey O
VUA,UV = (7’”+FZV7“7 )@ :O,

amibdl azonnal kovetkezik, hogy az egyenes vonald egyenletes mozgést biztositd

palydk egyenlete

i+ 0,405 = 0.

Vizsgilva a konkrét esetet, amikor I'f,, = 0, a y gbrbére A paraméterez€s esetén igaz,

hogy

d?~P
=0
d\? ’

tehat a gorbe egyenlete

VP(N) = APX + B

A ~?(\) gorbekomponensek a A-al linedrisan valtoznak, a gorbe egy egyenes mentén
halad allando6 ,,sebességgel”, azaz a lapos téridGben értelmezett egyenes palydnak felel
meg természetes paraméterezéssel.

Lathat6 tehat, hogy a I'/, jelenléte a gorbiilethez kotodik. Amennyiben I' ) elttinik,
az egyenes vonalu egyenletes gorbék értelmezése trividlissd vélik, hiszen a geometriank
lapos. Ellenben ez gorbiilt geometria esetén nem egyértelmi, és ahhoz, hogy ezen
gorbeket meghatarozzuk, sziikkség van a I'f, dltal hordozott korrekciokra. Erre még a

késGbbiekben visszatériink.

A.3. Geodetikus gorbék

A kovetkezOkben arra vagyunk kivdncsiak, hogy melyek az 4ltaldnos
relativitdselmélet tdvolsdgainak széls6értékei. Ehhez varidcidselvet alkalmazunk,
ahol a hatdst a kovetkezd Lagrange-fiiggvény segitségével értelmezziik

1 5

L(v,%) = 5 G (V) A

A Lagrange-fiiggvény alakja konnyen indokolhat6, hiszen ez egyszerlien az
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ivhossznégyzetet jelenti, és éppen ennek keressiik a sz€ls6értékeit. A konstanssal valé
szorzas nem valtoztatja meg az Euler-Lagrange egyenleteket, ez pusztdn a kényelmesebb

szamitasok miatt van bevezetve. Az Euler-Lagrange egyenletek

d (9L _aL_O
d\ \ 94 oy

Az elsé tag

oL .,
8;}/0-_.90'1/7 9

d b e ey
ﬁ(gou'y):augcw/y'ufy + Gor Y -

A madsodik tag

oL 1

:_80 v Yy
5o = 3 On9 '

A teljes Euler-Lagrange egyenlet tehdt, mely a geodetikus gorbék egyenletét adja meg

ey ., 1 ey
0uGor "V + Gou —5009W’V“7 =0.

Kihaszédlva a metrikus tenzor szimmetridjat és alkalmazva egy indexcserét, a végsd

egyenlet

o 1 . N
:L‘p + 5 gPU (augo-y + a}/ggu —_— aa'guy) xlux- = O .

Itt 1ép érvénybe az dltalanos relativitaselmélet egyik egyszerisitése. A

Christoffel-szimbolumot gy valasztjuk meg, hogy

1 g
’Yﬁu = 5 gp (a,ugazx + augo,u - 8(79#1/) .

Ebben az esetben ldthatd, hogy a geodetikus gorbék lesznek azok a gorbék,
melyeken haladva egyenes vonali egyenletes mozgds lehetséges. Az ehhez tartozé
Christoffel-szimbolum a Levi-Civita nevet viseli, és a dolgozaton belill ezt v/, -al fogjuk

jelolni.
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VY = X (9,Y7 ++0,Y") 0,

az ehhez tartozé kapcsolat, a Levi-Civita kapcsolat, melyet az el6z6eknek megfeleléen

tiintetiink fel a dolgozatban.

A.4. Riemann-tenzor

Mostméar minden eszkoziink megvan arra, hogy tovabblépjilink az dltalanos relativités
egyik legfobb elemére, a téridd gorbiiletére, €s ennek detektdlasara. Az elgondolds
egyszerl. Legyen X és Y egymasba zar6d6 vektormezdk, V' pedig egy p pontban 1évo
vektor. A V segitségével V' vektort pdrhuzamosan eltoltjuk p pontbdl el6szor X majd YV
utvonal mentén. Ezutdn ugyanezt elvégezziik forditott sorrendben, és eltolunk elébb Y
majd X mentén, ahogy az A.4 abrén lathat6. Forrés: [12].

Az eltolasok utdn vizsgéljuk a rezultdns vektort az eredetihez képest. Ha a geometria
gorbiilt, a vektor az eltoldsok kozben elhajlik, miel6tt visszakeriilne a kiindul6pontba.
Ezért a végso és kezdeti vektor kozotti kiilonbséggel detektdljuk a gorbiiletet.

A Riemann-tenzor alakja

V., V, ]V =V,V,VF -V, V, V7,
ahol V, =V 5, ahol 52 az X vektormezd bézisa.

A tenzor hatdsa egy V' vektorra

[V, V, VP =RP VI,

uov

A.4. dbra. Riemann-tenzor
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A Riemann-tenzort fel lehet irni a Christoffel-szimb6lumok segitségével is, ha
kibontjuk a kapcsolatot.

Az elsd tag

Y,V VP =V, (8,VF + T2,V
= 0,0,V" + 0,T}, V" + T7, 0,V + T, 0,V + T0\I), VF = T5,00V7 = T3, T4 V*.

A madsodik tag

Vo,V VP =V, (0,V* +T2,V*)
= 0,0,V° + 0,15 V' +T2,0,VF +T0,0,V* + 0,15 VI —=T7,0,V* =T, T4 V*

A kett6t kivonva egymdasbol

Vo, V,V? = (0,0,V° — 0,0,V*)
+ (agrguw — ayrgﬂw)
+ (T2,I;, v — rf;krguw)
re 0,V =10 8,V*)

v ou

(
+

+ (12,0, = 1%,0,V?)
+ (=T5,0,V? +T;,0,V7)
+

+ )

Vo,V VP = (0,1, - 0,10, +T0, T, —T0 T, )V

g

A Riemann-tenzor alakja tehat

— A A
Re,, =09,1%, — 9,18, + T2, —T°T

nov op

€s a gorbiilet mértékének pontos matematikai leirdja.
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A.5. Ricci-tenzor

A kovetkezdkben egy olyan mennyiséghez igyeksziink eljutni, mely invaridns és
adott pontban képes jellemezni a geometria gorbiiletét. A Rimemann-tenzor szimmetria
tulajdonsdgaibdl belétni, hogy az egyetlen lehetséges kontrakci6

Ry = By

7 2

ami a Ricci-tenzort eredményezi. Ez egy egyszerlsitett objektum, ami tovabbra is

tartalmazza a geometriat jellemz6 informdaciok egy részét.

A.6. Ricci-skalar

Az invaridns mennyiség innen magétdl értet6dd. Tekintjiik a Ricci-tenzor nyomat,
amit a metrikus tenzorral valé kontrakciébdl kapunk meg. Ez egy invaridns mennyiséget,

egy skaldrt eredményez, ami adott pontban egy 0sszegzd jellemzése a gorbiiletnek,

R=g¢g"R,, .

Ezt nevezziik Ricci-skalarnak.

A.7. Einstein-Hilbert téregyenletek

Minden épitéelem adott ahhoz, hogy felirjuk a graviticiés hatasfiiggvényt,
melybdl hozzdjutunk a téregyenletekhez. Hilbert a legegyszer{ibb hatdsfiiggvényekkel

prébalkozott, és vizsgalta, melyek a helyesek. Végs eredményként a kovetkez6hoz jutott

Sulg] = /M V-gR.

A variéci6s elvet elvégezve a gravitdcios hatds vikuumban minimdlis, ha teljesiil

1
Gul/ = ij — §guuR =0.

Ez lesz tehat az Einstein-tenzor. Vdkuumban - anyag hidnydban - tehdt a
gorbiilet zérus. A gravitdcids hatdst kiegészitjik az anyag jelenlétéért felelés L,

s

Lagrange-stirtiséggel
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Slo. Lo = 5 [ V=GR L),

ahol k = 87° a koreszpondencia elvbdl szdrmazd konstans. A varidcids elvet
elvégezve immdron hozzdjutunk a graviticiés mez6 és anyag kolcsonhatdsat leird

Einstein-Hilbert téregyenletekhez

1
R, — §QWR = 8nT,,,

mely kapcsolatot teremt a térid6 és az anyag kozott.

B. Schrodinger geometria

B.1. Onmagaval parhuzamosan eltolt vektorok

A Schrodinger kapcsolat megdrzi az dnmagdval parhuzamosan eltolt vektorok
hosszét, amely feltétel ekvivalensen megfogalmazhat6 gy is, hogy hatdsa a metrikdra,
melynek bemenetei X =Y = A vektormezdk ugyanaz, mint a Levi-Civita kapcsolatnak,

melyrdl tudjuk, hogy metrika-kompatibilis

Vi (9(A, A)) = Vi (9(A, A)) = Vag(A, A) + g (Vad, A) +g (A, Va4)

— 9 (%AA,A> = 29 (U(—, A, A), A) = —2U (A", A, A) .
A Schrodinger kapcsolat hatdsa tehat

Va(g(A A) = —2U (A, A, A) .

Annak feltétele, hogy a Schrodinger kapcsolat hatdsa ugyanaz legyen, mint az L.C-é
az, hogy U (4", A, A) = 0. Ez konnyen beldthat6. A 2.2 egyenletbe behelyettestjiik,
hogy X =Y = A, w=A

U (A AA) +U (A A A) +U (A A A) =0 < U (A, AA)=0.

9, — 8

Z4G ha a fénysebességet és a gravitacids dlland6t nem egynek tekintjik.

39



Sebesi Maté-Péter Kozmoldgia a Yano-Schrodinger elméletben

Ezzel beléttuk, hogy annak ellenére, hogy a Schrédinger kapcsolat non-metricitdsa
nem eltind mennyiség, az 6nmagdval parhuzamosan eltolt vektorok hossza az U tenzor

tulajdonsdgaibdl kifolydlag megmarad.

B.2. Torzid

A Schrodinger kapcsolat masik fontos tulajdonsdga, hogy torziomentes. Egy kapcsolat

torzidja X, Y vektor- és w kovektormezdk esetén

T(w,X,Y) =w(VxY — Vy X — [X,Y]) .

Behelyettesitjiik a Schrodinger kapcsolatot

T(w,X,Y) = w (%XY LU X,Y) = VyX — U(—, Y, X) — [X, Y]) ,
ami egyszer( algebra utan felirhat6, mint

T(w,X,Y)=U(w,X,Y) - Uw,Y, X).

Mivel az U a 2.1 szerint utolsé két bemenetében szimmetrikus,
T(w,X,Y)=0,
a torzi6 eltlinik, tehat a Schrodinger kapcsolat torzidmentes.

C. Yano-Schrodinger kozmolégia

C.1. A Ricci-tenzor és Ricci-skalar

Kiindulunk a Yano-Schrodinger kapcsolat U tenzorabodl

Uw, X,Y) = = (X" (7)Y — 7(Y)w) + V" (7(wh) X — 7(X)w?)) .

N | —
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Attériink lokalis koordinatarendszerbe, ahol a kovektor- és vektorterek bazisai w =

dz®, X = 0,,Y = 0,. Az U tenzor koordindtdkkal kifejezve

1
Udz®,, = =(gu,dz’ (m(9*°0,)0,) — m(0,)9°“0,)

A2 2

1
+ §(gz,pdx'° (W(gwaa)au) - W(au)gaaao)
1

= §(gupgaa7T055 — Gup9” 7, 08)

1 Qo o
+ §<gllpg Waéz — GuvpTug 5g)
1
— §(gm,7ro‘ - 557@ + gy, — 6om,,)
« 1 o «
= g — 5(%7@ + 0y m,) .

Tehét U(dz®, 0, 0,) = U, alakja

1
Up = gur® = 5 (Opm +00m,) -

Ezt felhaszndlva felépithet6 a Ricci-tenzor

By = oy + YV (gum® = 3 (05m, + 827,)) = Vo (guan® — & (83ma + 031,))

+ (9pam™ = 5 (570 + 9a7,) ) (7" — 3 (9 + Of )
— (9o = 3 (857, 4+ 057,)) (guam — & (8070 + 057,))

= Ry + g Vam® — AV,m, — IV, 1, — V.7, + iV, 1, + 2V, 7,
+ (7, — 376 — 27,) (gur” — 5 (00m, + 60m,))
— 9T GuaT + 3 (g 0T + T 00T, + 00T GuaT + 00T pGuaT”)
— 1 (60m, 00 mo + 00, 08m, + 65 m,00 e + 00,00,

= Ry + g Vam® — iV, 7, + V1, — 3gum,m? + 31,1, + 3w, — mm,
+ 1 (T TaGu + Ty + Ty + Gum,m?) — L (mym, + dmym, + momy + mmy)

- = o 1y v 1 a 1
= RMV + gul/vaﬂ- - §VM7TV + vl/ﬂ-,u — 99w T Mo — 3T Ty,

ahonnan a Ricci-skalar

R=R+4V 1% — %V,ﬂr“ +V, 1" — 27,7 — %17'(',,71'”
=R+ %V,ﬂr“ — %Waﬂ'a.
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Ezzel definialtuk a téregyenletekhez sziikséges Osszes matematikai strukturat.

D. Optimalizalo algoritmus

begin
using
using
using
using
using
using

using

DifferentialEquations
Plots

PlutoUI
Interpolations

Optim

DelimitedFiles

LinearAlgebra

end

function cumulative_trapezoid(y, x)
n = length (y)
result = zeros (Float64, n)

for 1 in 2:n

result[i] = result[i-1] +

0.5 = (yl[i] + y[i-11) * (x[i] - x[i-1])
end
return result
end
function equation(dy, y, params, z)
h,psi =y
HO, PsiO, r0, M = params
dhdz = (5 » rO * (1 + z)?2) / (2 = h) — h / (1 + z) +
(3 x psi) / (2 = (1 + z))
dpsidz = —-(12 = h) / (5 (1 + z)) + (8 / 5) % dhdz +
(13 = psi) / (5 « (1L + z)) — (psi”2) / (2 = (1 + z) * h)
dy[1l] = dhdz
dy[2] = dpsidz

end
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function calculate_chi_squared (params)

HO, PsiO, r0, M = params

#Hubble data

yO0 = [1.0, PsiO]
z_span = (0.0, 2.5)
z_grid = range (0.0, 2.5, length=1500)

prob = ODEProblem(equation, y0, z_span, params)

sol = solve (prob, Rodas5(), reltol=le-8, abstol=1le-10,
saveat = z_grid)

h_vals = sol[1l, :]

H_vals = HO .x h_vwvals
H _interp = LinearInterpolation(z_grid ,H_vals)

#Interpoldlom a megoldast

H_model = H_interp. (z_Hubble)

chi_h = sum(((H_model .- H_Hubble) ./ _Hubble )."2)

#Pantheon data

integral = cumulative_trapezoid(1.0./H_vals,z_grid)

integral_interp = LinearInterpolation(z_grid, integral)

dL = (3e5 .x (1 .+ z_supernova)) .x integral_interp (z_supernova)

m = 5.0 . logl0.(dL) .+ 25.0 .+ M

D = m_supernova .— m

chi_ p= D ' % inv_cov * D

Chi = chi_h + chi_p
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return Chi

end

function chi_squared (params)
try
chi2 =
if isnan(chi2) ||
return 1lel0
end
return chiz2
catch
return 1lelO
end

end

calculate_chi_squared (params)

isinf (chi?2)

function plotparams (params)

HO, PsiO, r0, M = params

#Hubble data

yO0 = [1.0, PsiO]

z_span = (0.0, 2.5)

z_grid = range (0.0, 2.5, length=1500)

prob = ODEProblem(equation, y0, z_span, params)
sol = solve (prob, Rodas5 (), reltol=le-8, abstol=1le-10,
saveat = z_grid)

h_vals = sol[l, :]

H_vals = HO .x h_vwvals

H_interp = LinearInterpolation(z_grid ,H_vals)

H model = H_interp. (z_Hubble)

#Pantheon data

integral =

cumulative_trapezoid(1.0./H_vals,z_grid)
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end

integral_interp = LinearInterpolation(z_grid, integral)
dL = (3e5 .x (1 .+ z_supernova)) .x* integral_interp(z_supernova)
m = 5.0 . loglO.(dL) .+ 25.0 .+ M

D = m_supernova .— m

chi p= D ' % inv_cov * D

return z_grid, H_vals, m

begin

#Hubble data

data_Hubble = readdlm("cc_31.txt")

z_Hubble = data_Hubble[:, 1]
H_Hubble = data_Hubble[:, 2]
__Hubble = data_Hubble[:, 3]

#Supernova data

data_supernova = readdlm("pantheon_data.txt")
Z_supernova = data_supernoval:, 1]
m_supernova = data_supernoval:, 2]
_supernova = data_supernoval:, 3]

N_supernova length (z_supernova)

#Covariance matrix

cov = readdlm("Pantheon_cov_all.cov")
cov_mat = reshape (cov, (N_supernova, N_supernova))
inv_cov = inv (cov_mat)

end

begin

45




Sebesi Maté-Péter Kozmoldgia a Yano-Schrodinger elméletben

initial_guess = [70.0, 1.0, 1.0, -19.0]

result = optimize (chi_squared, initial_guess, NelderMead())

best_params = Optim.minimizer (result)

best_chi2 = Optim.minimum (result)

z_grid, H_vals, m = plotparams (best_params)

end

begin
test_paramsl = [67.3,0.51,0.3166,-19.4316]

z_grid_1, H vals_1, m_1 = plotparams (test_paramsl)

test_params2 = [67.3,0.52,0.3166,-19.4316]

z_grid_2, H_vals_2, m_2 = plotparams (test_params2)

test_params3 = [67.3,0.53,0.3166,-19.4316]

z_grid_3, H_vals_3, m_3 = plotparams (test_params3)

test_params4 = [67.3,0.54,0.3166,-19.4316]

z_grid_4, H_vals_4, m_4 = plotparams (test_params4)

test_params5 = [67.3,0.55,0.3166,-19.4316]
z_grid_5, H_vals_5, m_5 = plotparams (test_params)5)

end

begin

plot ()

plot! (z_grid, H_vals,
xlabel="z", ylabel="H(z)",
lw=2, color=:blue,
xlims=(0, 2.5), ylims=(0, 350),
label="NelderMead fit",
yticks=0:100:300,
tickfont=font (12),

guidefont=font (14))

plot! (z_grid_1, H vals_1, color=:orange, linestyle=:dash,

lw=1.5, alpha=0.7,label=:false)
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plot! (z_grid_2,
1lw=1.5,
plot! (z_grid_3,
1lw=1.5,
plot! (z_grid_4,
1lw=1.5,

plot! (z_grid_5,

H _vals_2,

alpha=0.7, label=:

H_vals_3,

alpha=0.7, label=:

H_vals_4,

alpha=0.7,label=:

H_wvals_5,

color=:orange,
false)
color=:orange,
false)
color=:brown,
false)

color=:brown,

lw=1.5, alpha=0.7,label=:false)

scatter! (z_Hubble, H_Hubble,

ylabel="H(z)", markersize=4, label =

end

yerror= _Hubble

linestyle=:dot,

linestyle=:dashdot,

linestyle=:dash,

linestyle=:dot,

, xlabel="z"

"CC_31")

begin
plot ()
plot! (z_supernova, m,
xlabel="2z", ylabel="m(z)",
markersize=1.5,
label="NelderMead fit",
lw=1.5,
guidefont=font (14),
tickfont=font (12),
legendfont=font (12),color =:blue)
scatter! (z_supernova, m_supernova,

markersize=1.5, label="pantheonplus2022")

end

xlabel="2z"

ylabel="m(z)",

begin
plot ()
ribbon =

plot! (z_supernova, m,

xlabel="2z", ylabel="m(z)",
markersize=1.5,

_supernova ",

label="
1lw=1.5,
guidefont=font (14),
tickfont=font (12),

legendfont=font (12),color=:orange)
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12 plot! (z_supernova, m, color =:blue,label="NelderMead fit")

13 |end
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani Csillag Lehelnek, akinek munkdja és
kutatétarsainak eredményei az dllamvizsga dolgozatom alapjaul szolgaltak. Halas vagyok
érte, hogy bevezetett a teriiletbe, és hogy irdnymutatdst nyujtott abban, milyen elméleti
alapok elsajatitdsa sziikséges a moddositott elmélet mélyebb megértéséhez. Kiemelten
koszonom a dolgozat elkészitésében nyujtott segitségét, szakmai hozzdjaruldsat és

tdmogatdsat.
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