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“l certainly do not claim that error analysis is the most (let alone the only)
important part of such a course (n.a. experimental physics), but | have found that
it is often the most abused and neglected part. In many such courses, error
analysis is “taught” by handling out a couple of pages of notes containing a few
formulas, and the student is then expected to get on with the job solo. The result
is that error analysis becomes a meaningless ritual, in which the student adds a
few lines of calculation to the end of each laboratory report, not because he or
she understands why, but simply because the instructor has said to do so.”

Calculul erorilor, asa cum va fi prezentat mai jos, are ca sursa de inspiratie o excelenta
carte: "An Introduction to Error Analysis; The study of Uncertainties in Physical
Measurements”, de John R. Taylor (de unde aveti citatul de mai sus), si experienta
autorului acestor notite. Avand in vedere ca acest curs se adreseaza in principal
studentilor din primii ani ai facultatii de fizica, voi prezenta aici doar notiuni elementare
de calcul al erorilor. Aceste notiuni le vor fi necesare (si suficiente) pentru a rezolva
sarcinile din cadrul lucrarilor de laborator pe care le au de efectuat. O analiza mai
detaliata, care sa foloseasca cunostinte elementare de statistica si functii de distributie
va face obiectul unei alte prelegeri, care va fi prezentata studentilor la unul din cursurile
de metode experimentale din anii superiori.

Introducere.

Fizica, dar nu numai, se bazeaza pe experiment (si deci pe masuratori ale unor marimi
fizice) pentru a verifica:

e prezicerile teoriilor existente;

e prezicerile teoriilor noi care apar, pentru a putea compara prezicerile acestora
cu cele ale teoriilor existente.

In fizica, cuvantul "marime” are sens de cantitate, deci ceva ce poate fi evaluat si
exprimat printr-un numar. Evaluarea se face prin calcule, in urma masuratorilor. A
masura, inseamna a compara cantitativ doua marimi de acelasi fel (una dintre ele este
admisa in mod conventional ca si unitate de masura) pentru a constata de céate ori
unitatea de masura se cuprinde in marimea pe care vrem sa o0 masuram. Rezultatul
masuratorii este valoarea numerica a marimii respective. Acest rezultat (valoarea lui
numerica) depinde de alegerea unitatilor de masura.

Exemplu: lungimea unei mese este de 1.20 m sau 120. cm sau 120x10" mm. Marimea
fizica nu se modifica (lungimea mesei ramane aceeasi indiferent de unitatile de masura
pe cale le folosim pentru ca s& o exprimdm: 1.20 m = 120. cm = 120x10" mm), doar
valoarea ei numerica poate fi diferita, in functie de unitatile de masura alese. Cu rosu
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am indicat valoarea numerica a lungimii mesei iar cu albastru, unitatile de masura
folosite. Conventiile folosite pentru scrierea valorilor numerice vor fi explicitate mai jos.

Cursul acesta va incerca: 1) sa va convinga ca nici o masuratoare, oricat de grijuliu ar
fi efectuatd, nu va va oferi VALOAREA EXACTA a marimii fizice masurate si 2) sa va
invete cum puteti obtine, din datele masuratorilor voastre, o VALOARE PROBABILA a
marimii masurate si cum sa estimati EROAREA, adica INCERTITUDINEA
MASURATORII. Atentie la semnificatia termenului eroare: EROARE =
INCERTITUDINEA MASURATORII si nu greseala.

Sa presupunem ca dorim sa masuram lungimea unei mese (vezi Figura 1). Mai
presupunem ca folosim instrumente de masura bine calibrate si ca
experimentatorii stiu sa le foloseasca.

a) Folosind un metru de croitorie (cu gradatii din centimetru in centimetru), putem
afirma ca masa are o lungime de aproximativ 110. cm, pentru ca marginea
mesei de gaseste mai aproape de diviziunea 110 a instrumentului de masura,
decéat de diviziunea 111 a acestuia (vezi Figura 1). Aceasta inseamna ca am
presupus ca putem sa identificam mintal jumatatea segmentului 110-111 daca
putem separa ce este mai aproape de diviziunea 110 de ce este mai aproape
de diviziunea 111. In acest caz, experimentatorul ar putea spune ca
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Figura 1. Ma&surarea lungimii unei mese cu o rigla
gradata in centimetti.

incertitudinea masuratorii este 0.5 cm.

b) Un experimentator cu mai multa experienta (si ochi mai buni), ar putea spune
ca lungimea mesei este de aproximativ 110.2 cm, si ar da o incertitudine a
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masuratorii de 0.1 cm. Adica lungimea mesei este intre si 110.1 si 110.3 cm
(intervalul de incredere), cea mai probabila valoare fiind 110.2 cm.

c) Daca experimentatorul foloseste o rigla gradata in milimetri (metru de croitorie
sau de tdmplarie) va putea spune ca lungimea mesei este 110.2 cm, daca liniile
de pe instrumentul de masura sunt suficient de fine iar marginile mesei sunt
suficient de bine delimitate (colturi drepte, ...). In acest caz, el ar putea spune
ca incertitudinea masuratorii este de 0.05 cm. Pentru acest experimentator,
intervalul de incredere este intre 110.15 cm si 110.25 cm, cea mai probabila
valoare fiind 110.2 cm.

Observam ca folosind instrumente din ce Tn ce mai precise putem sa micsoram
incertitudinea masuratorii. Am putea folosi un micrometru gigant sau chiar un
interferometru cu laser (incertitudine de 10* cm) pentru a reduce si mai mult erorile.
Ajungem insa la o problema de principiu: cantitatea de masurat nu mai este bine
definitd: masa a carei lungime vrem sa o masuram nu are exact aceeasi lungime
peste tot si, chiar incercand sa masuram in acelasi loc vom vedea ca lungimea mesei
depinde de umiditate, temperatura, si o multime de alti factori. Pe de alta parte,
masurarea lungimii mesei poate deveni un procedeu foarte complicat si costisitor
(costul interferometrului, al sistemelor de control a umiditatii si temperaturii, etc.,) daca
il raportam la scopul masuratorii, de exemplu: sa vedem daca putem sa punem masa
respectiva in bucatarie, intre frigider si soba sau o mutam in camera mare, unde este
loc destul.

Exemplul experimentului masurarii lungimii mesei, prezentat mai sus, evidentiaza doua
aspecte:

1) Metoda si instrumentele pe care le folosim intr-o masuratoare trebuie sa fie adaptate
scopului masuratorii (pentru a face economie de resurse: timp si bani).

2) Oricat am incerca, si orice fel de instrumente de masura am folosi, nu putem sa
masuram valoarea exacta a unei marimii fizice (lungimea mesei in exemplul de mai
sus). Folosind instrumente de masura mai precise, putem doar sa diminuam
incertitudinea masurétorii (eroarea) dar nu sa o eliminam in totalitate. In plus, cresterea
preciziei inseamna de obicei cresterea timpului alocat masuratorii precum si a
costurilor acesteia.

Pentru experimentul de mai sus, cu scopul enuntat: "sa vedem daca putem sa punem
masa respectiva in bucatarie, intre frigider si soba sau o mutam in camera mare, unde
este loc destul”, o masurare folosind metrul de croitorie gradat in milimetri (sau chiar
centimetri) ar fi fost suficienta.

Estimarea erorilor (incertitudinii masuratorilor) pentru o singura masuratoare.

Dacé prin repetarea masuréatorilor unei marimi fizice obtinem acelasi rezultat (de ex.
maé&surarea lungimii mesei folosind rigla gradata in centimetri) sau dacé dintr-un motiv
oarecare efectuam o singurd masuratoare pentru mdrimea fizica de interes, atunci
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incertitudinea masuratorii (eroarea) este data, de cele mai multe ori, de eroarea de
citire a scalei instrumentului folosit. Pentru doua contraexemple, vezi C1 si C2 mai jos.

Exemplele de mai jos arata modul de estimare a erorilor in cazul masurarii
lungimilor cu o rigla, Figura 2, sau a diferentei de potential, cu ajutorul unui
voltmetru, Figura 3.
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Figura 2. Masurarea lungimii cu o rigla divizata in
milimetri

volti

Figura 3. Citirea scalei unui voltmetru.

La masurarea lungimii creionului trebuie sa suprapunem diviziunii 0 a riglei peste unui
capat al creionului iar apoi sa citim valoarea lungimii acestuia, la celdlalt capat.
Valoarea citita, in acest caz, este mai apropiata de 36 mm decat de 37 (sau 35 mm).
Tindnd cont de erorile date de dimensiunea finita a liniilor pe rigla folosita si cele de
suprapunere a diviziunii zero a riglei peste un capat al creionului, putem estima, fara sa
gresim prea mult, ca eroarea in aceasta masuratoare este de 0.5 mm. Deci avem:
Valoarea estimata a lungimii = 36 mm; intervalul de incredere: de la 35.5 mm la 36.5
mm. VALOAREA REALA a lungimii creionului se afla, cu o mare probabilitate, in acest
interval de incredere, cel mai probabil aproape de 36 mm. Vom vedea mai jos ca, in
anumite conditii, efectudnd mai multe masuratori putem reduce incertitudinea
masuratorilor.

Scala voltmetrului prezentata in Figura 3 are diviziunile mai rare. Se poate clar vedea
ca indicatia este mai mica de 5.5 V. La o examinare atenta, o estimare buna a
diferentei de potential ar fi: 5.3 V cu un interval de incredere dela5.2Vla 5.4 V.

In ambele exemple de mai sus, rezultatul masurétorii ar putea fi scris ca:

/=36cm+0.5cm,/=(36+0.5)cm, /=36cm+14% (100x0.5/36 = 1.4) sau
/=36+£0.5cm pentru masurdtoarea de lungime si AV =53V+0.1V,
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AV =(53+0.1)V, AV =53V+19% sau AV =53+0.1V pentru masurarea

diferentei de potential (subliniate cu rosu, notatiile folosite in continuare). O astfel de
notatie ne indica atat valoarea cea mai probabila cat si intervalul in care se gaseste, cu
mare probabilitate, valoarea reala (inaccesibila masuratorii) a marimii fizice masurate.
ATENTIE! Unitatea de masura a incertitudinii masuratorilor trebuie sa fie aceeasi cu a
maé&rimii masurate, pentru a facilita comparatia valorii numerice a incertitudinii cu
valoare numerica a marimii masurate.

C1. Se poate intampla ca alte surse de incertitudine sa fie mai importante decat
cele legate de citirea unei scale. De exemplu, intr-un experiment de optica, vrem sa
masuram distanta g dintre centrul unei lentile la imaginea focalizata, vezi Figura C1.
Lentila este de cativa milimetri grosime iar localizarea centrului acesteia se face cu o
oarecare imprecizie (micsoratd de montura speciala a lentilei care permite localizarea
centrului acesteia). Imaginea pe ecran apare clara pe un interval de céativa milimetri.
Chiar daca bancul optic pe care sunt montate ecranul si lentila poseda o rigla gradata
in  milimetri incertitudinea

masuratorii distantei dintre ecranul pe care e

lentila si ecran poate sa fucalizaié imaginea lentila
depaseasca cativa

milimetri.  Aceasta  se — "—// bac
numeste o problema de i
definitie i.e. punctele intre - q .
care se masoara distanta

nu sunt bine definite. in
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experimentala este estimata

de experimentator, n

functie de datele concrete  Figura C1. Imaginea filamentului becului este focalizata,
ale experimentului sau. cu ajutorul lentilei, pe un ecran.

Folosirea instrumentelor de masura cu afisaj digital diminueaza erorile de citire a
scalei. In plus, un astfel de instrument (daci nu este defect) afiseazd numai cifre
semnificative. Tn lipsa manualului de utilizare al instrumentului de md&surd, putem
estima ca valoarea incertitudinii masuratorii este de ordinul ultimei cifre semnificative.
Insa si aici pot aparea discutii: De exemplu: Diferenta de potential, afigata de un
voltmetru digital este V = 83 uV. Deci putem considera ca AV =1 uV , dar la fel poate
sa fie si 0.5 uV sau mai mare (mica). Se observa ca estimarile incertitudinii masuratorii
pot diferi print-un factor 5 sau mai mare (intre valorile extreme posibile). De aceea cel
mai bine ar fi s consultdm manualul instrumentului de masura. In lipsa acestuia o
buna estimare este ca imprecizia este + 1 la ultimul digit. In cazul nostru V=83 + 1 pV.

C2. Instrumentele digitale pot da o impresie falsa a acuratetei masuratorilor. S
presupunem ca un student masoara timpul in care un mobil ce se deplaseaza cu viteza
constanta parcurge o distanta d, dintre doua repere. Folosind un cronometru electronic
el citeste pe ecranul acestuia 8.01 s. Folosind informatiile de mai sus am putea
presupune ca t = 8.01 £ 0.01 s. Daca ne-am limita la aceastd masuratoare am
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subestima mult eroarea experimentului, punand-o de ordinul sutimilor de secunda. Sa
presupunem ca studentul repeta experimentul in aceleasi conditii si obtine o a doua
valoare: t = 8.41 £ 0.01 s. Care este explicatia diferentei dintre cele doua valori
masurate? Diferente de ordinul zecimilor de secunda pot ugor sa& apara la
pornirea/oprirea cronometrului pentru ca masuratoarea se bazeaza pe reactia noastra
la trecerea mobilului prin punctele de start si stop. De fapt, pe baza celor doua
masuratori, o valoare mai realista a timpului si a erorii ar fi: t = 8.2 £ 0.2 s. Se observa
ca incertitudinea este cam de 20 ori mai mare decat cea pe care am fi estimat-o la o
singura masuratoare.

ORI DE CATE ORI ESTE POSIBIL, O MASURATOARE TREBUIE REPETATA DE
MAI MULTE ORI. imprastierea valorilor experimentale oferd o buna indicatie despre
incertitudinea masuratorii i, cu siguranta, media valorilor masurate este mai aproape
de incredere decét oricare din masuratorile individuale.

Estimarea erorilor in cazul in care repetam masuratoarea.

Discutia despre repetarea masuratorii se referd la méasuratori repetate de céatre acelasi
experimentator, in aceleagi conditii, folosind aceleagi instrumente.

Sa presupunem acum ca ne-am confectionat un pendul gravitational (un fir de
ata suspendat la un capat de care am legat un corp la capatul celalalt) pe care I-
am pus in oscilatie intr-un plan vertical. Vrem sa masuram perioada pendulului iar
pentru aceasta folosim un cronometru electronic, care indica zecimile de secunda.
Perioada pendulului reprezinta intervalul de timp dintre doua treceri succesive ale
corpului, in acelasi sens, prin acelasi punct. Masuratoarea decurge in felul urmator: ne
alegem punctul de referintd pe traiectoria pendulului, pornim cronometrul cand corpul
trece prin acel punct iar apoi oprim cronometrul cand corpul trece din nou prin acel
punct, in aceeasi directie.

Sa presupunem ca am masurat de patru ori perioada pendulului cu acel cronometru si
ca am obtinut urmatoarele valori: T4 =23 s, T, =24 s, T3=25s, T4 = 2.4 s, fiecare
valoare masurata cu o incertitudine de 0.1 s.

De ce sa efectuam mai multe masuratori? De ce obtinem mai multe valori?
R:

n acest experiment este dificil s& apreciem corect momentul in care pendulul trece prin
dreptul punctului ales (pentru pornirea sau oprirea cronometrului). Céateodata
pornim/oprim cronometrul mai repede, cateodatd mai tarziu. Valorile masurate sunt
uneori mai mici (erori negative), alteori mai mari (erori pozitive) decét valoarea exacta,
necunoscuta, a marimii fizice masurate (in cazul nostru, perioada pendulului). O
judecata simpla ne spune ca efectuand mai multe masuratori si apoi calculand media
acestora, erorile pozitive vor compensa erorile negative iar valoarea numerica a mediei
valorilor masurate va fi cea mai apropiata de valoarea exacta.
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Ce facem cu aceste valori?
R:

O privire asupra datelor experimentale ne spune ca, probabil, valoarea exacta a
perioadei pendulului este undeva intre 2.3 s si 2.5 s, valoarea cea mai probabila fiind
valoarea mediei, adica 2.4 s. Daca am cunoaste valoarea exactd a perioadei
pendulului, am putea calcula incertitudinile fiecdrei mé&suréatori calculand diferentele
dintre valoarea exacta (necunoscuta) si valorile individuale ale masuratorilor. Noi stim
inséd doar valoarea cea mai probabild (media aritmeticd a mdsuratorilor). Vom putea
calcula deci doar incertitudinile fatd de medie ale masuratorilor individuale. Valoarea
medie a acestor incertitudini reprezintd, cu o buna aproximatie (vezi mai jos)
incertitudinea masuratorilor individuale. Rezultatele masuratorilor se noteaza de obicei
intr-un tabel de forma:

Tabelul 1. Masurarea perioadei unui pendul.

Nr. Ti T AT, AT
Crt. (s) (s) (s) (s)
1 2.3 0.1
2 24 0.0

2.4 0.05
3 2.5 0.1
4 2.4 0.0

4
L+T,+T,+T, Zl:T' i

4 4 ®
reprezintd valoarea cea mai probabilda a perioadei pendulului, din masuréatorile
efectuate. AT; reprezinta valorile absolute ale erorilor individuale, iar AT, este valoarea

unde: T este valoarea medie a perioadelor masurate T =

4
AT.
AT1+AT2+AT3+AT4_Zl: !
4 4

medie a acestor valori AT =

Rezultatul experimentului se poate scrie:
T=240+0.05s

Aceasta inseamna ca daca mai repetam masuratoarea inca o data, avem 68% sanse
(vezi paragraful: erori accidentale, la pag. 14) ca valoarea obtinuta sa fie in intervalul
dintre 2.35 s si 2.45 s, adica T £+ AT (ceea ce nu prea putem verifica cu ajutorul
cronometrului folosit deoarece acesta are o scala divizata in 0.1 s) sau 95% sanse ca
valoarea nou masurata sa fie intre 2.3 s si 2.5 s, adica T + 2AT , ceea ce este usor de
verificat.
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In general, la repetarea a unui experiment de cdtre acelasi experimentator cu
aceleasi instrumente gi in aceleagi conditii experimentale, imprastierea valorilor
mé&surate ne oferd o buné indicatie asupra valorii incertitudinii rezultatului masuréatorii
iar un calcul de forma celui prezentat mai sus ne da o estimare a incertitudinii
masuraétorilor, adica a erorilor experimentale.

Cu céte cifre scriem rezultatul masuratorii si valoarea incertitudinii? Conventie:
CIFRE SEMNIFICATIVE.

Valoarea numerica a marimii fizice masurate trebuie sa contina atatea cifre, cate sunt
semnificative pentru masuratoarea efectuata. Cum s-ar traduce asta? Sa presupunem
ca am masurat de trei ori lungimea mesei si ca am obtinut valorile: /y = 110.2 cm, /,
=110.3 cm, 5 = 110.2 cm, fiecare masurata cu o incertitudine de 0.1 cm. Valoarea cea
mai probabila a lungimii mesei este valoarea medie a celor trei masuratori. Daca
folosesc calculatorul meu de buzunar voi obtine | = (l1+hL+/5)/3 = 110.2333333 cm.
Ultima cifra 3 (cea albastra) corespunde nanometrilor. Pare ciudat sa vorbim de
nanometri (stiu sigur ca-i 3 si nu 4 sau 9?) cand incertitudinea fiecarei masuratori este
0.1 cm. Avem vreun control asupra acelei cifre? Avand in vedere ca incertitudinea
fiecarei masuratori este de ordinul a 0.1 cm, toate cifrele pe care le scriem in valoarea
numerica dupa cifra rosie nu au nici o semnificatie, adica nu avem nici un "control”
asupra lor. Daca notam valoarea finala / = 110.2 cm, cititorul va trebui sa inteleaga ca
INCERTITUDINEA MASURATORII ESTE DE ORDINUL DE MARIME A ULTIMEI
CIFRE (SEMNIFICATIVE). In acest caz, rezultatul contine 4 cifre semnificative iar
incertitudinea masuratorii este de ordinul de marime al ultimei cifre, adica a zecimilor
de cm. Altfel spus, NUMARUL DE CIFRE SEMNIFICATIVE folosit la scrierea
rezultatului  unei masurdtori ESTE DAT DE VALOAREA INCERTITUDINII
MASURATORII si nu de numérul de cifre de pe ecranul calculatorului folosit la calcule.
Pe de alta parte, fara informatii suplimentare referitoare la valoarea incertitudinii,
cititorul nu va sti daca incertitudinea este 0.1 cm sau 0.9 cm (tineti cont ca este un
factor 9 fintre aceste doua valori). deci informatiile cuprinse in incertitudinea
masuratorilor (calculata) sunt mult mai precise decat cele din cifrele semnificative
(estimata).

Va prezint mai jos conventia care se foloseste pentru cifrele semnificative.

e Daca nu exista zerouri, toate cifrele sunt semnificative. Exemplu: 349.4 are 4
cifre semnificative; 2892.5 are 5 cifre semnificative.

e Zerourile aflate intre alte cifre sunt semnificative. Exemplu: 3049.4 are 5 cifre
semnificative; 208902.5 are 7 cifre semnificative.

e Zerourile aflate la dreapta numerelor intregi sunt nesemnificative. Exemplu:
3490 are trei cifre semnificative, adica incertitudinea masuratorii respective
afecteaza ultimele doua cifre; 10000 are o singura cifra semnificativa, adica
incertitudinea masuratorii afecteaza ultimele 5 cifre (aceasta ar fi o masuratoare
foarte imprecisa). Daca dorim sa specificam ca toate 5 cifrele sunt
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semnificative, punem un punct dupa ultima. In scrierea 10000. se intelege ca
toate cifrele sunt semnificative (incertitudinea o afecteaza pe ultima, cea a
unitatilor).

zerourile din stdnga unei cifre nu sunt semnificative. Exemplu: 0.00046 are
doua cifre semnificative; 0.12304 are 5 cifre semnificative.

Pentru numerele scrise cu zecimale, zerourile din dreapta cifrei sunt
semnificative. Exemplu: 0.1230400 are 7 cifre semnificative (adica
incertitudinea masuratorii este atat de mica incat afecteaza doar a 7 cifra din
rezultat); 2.00 are trei cifre semnificative.

Deci atentie!

1.

Daca intr-un articol, sau pentru valoarea vreunei constante, incertitudinea
masuratorii nu este data explicit, putem ESTIMA ca ea afecteaza ultima cifra
semnificativa a rezultatului masuratorii marimii fizice respective. Exemplu:
Lungimea = 200 cm (o cifra semnificativa, a sutelor de centimetri) ne spune ca
incertitudinea masuratorii este de ordinul de marime a marimii masurate (sute
de cm). Lungimea 200. cm (trei cifre semnificative, ultima este a centimetrilor)
ne spune ca incertitudinea in aceasta masuratoare este de ordinul centimetrilor.
De exemplu: pentru n = 3.14 incertitudinea este 0.01 iar pentru n= 3.1415
incertitudinea este 0.0001.

Daca scopul final al masuratorilor a fost masurarea lungimii mesei, atunci:

a) rotunjim valoarea erorilor (de exemplu: 0.04444444 — 0.04, 0.124444 —
0.12, 34.4566 — 30, 124.456 — 120). Conventie: daca prima cifra semnificativa
a erorii este 1, atunci pastram 2 cifre semnificative in scrierea erorilor. Daca
prima cifra semnificativa este mai mare decat 1, pastram o singura cifra
semnificativé pentru scrierea erorii. in unele lucrari veti gasi erorile specificate
cu doua cifre semnificative (chiar daca prima nu este cifra 1). Este doar o alta
conventie.

b) Valorile medii trecute in tabel trebuie sa aiba ultima cifra semnificativa
afectata de erori. Vom scrie deci: 110.23 + 0.04 si nu 110.233 + 0.04 sau 520 +
100 si nu 500 + 100 sau 123.45 + 0.12 si nu 123.5 £ 0.125. Exceptia o
identificati singuri.

Tabelul 2. Masurarea lungimii mesei

Nr. I; / Al; Al
Crt. (cm) (cm) (cm) (cm)
1 110.2 0.033333333
140:2333333 0044444444
2 110.3 0.066666666
110.23 0.04
3 110.2 0.033333333
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3. Daca scopul final al masuratorilor este aria sau volumul tabliei mesei
respective, atunci masurarea lungimii mesei este doar un pas in realizarea
scopului final. In acest caz, rezultatele calculelor se pot trece in tabel cu 2-3
cifre semnificative pentru erori si cu un numar corespunzator de cifre
semnificative pentru valoarea medie. O trunchiere mai drastica ar putea afecta
rezultatul final (prin acumularea trunchierilor). Doar in rezultatul final vom folosi
conventiile de mai sus (punctele 2.a si 2.b).

De ce trebuie sa stim
valoarea incertitudinii
masuratorilor (erorilor)?

Sa presupunem ca avem de
rezolvat o problema similara
cu cea despre care se spune
ca ar fi rezolvat-o Arhimede:
suntem intrebati daca o
coroana este fabricata din aur
de 18 carate (cum spune
fabricantul) sau dintr-un aliaj
mai ieftin, de densitate
cunoscutd. pa, = 15.5 glem®;
paiay = 13.8 g/lem®. Mé&surand
densitatea coroanei, vom putea
decide daca coroana este sau
nu fabricata din aur, comparand
densitatea masurata p cu
densitatile celor doua materiale

Paur §| Paliaj-
Doi studenti au masurat

densitatea coroanei. Studentul
A, a efectuat o masuratoare

17

16

«—— dur

student A -

— - 15

student B + - 14

~—— alia

- 13

Figura 4. Dousd mésurétori ale densitétii (g/cm’).
Punctele corespund valorilor cele mai probabile,
barele vertical corespund intervalului de incredere,
adica intervalului in care se poate afla VALOAREA
REALA a densitétii masurate.

rapida si ne spune c& estimarea lui pentru p este 15 g/cm® cu o incertitudine a
masuratorii de 1.5 g/cm?® (adica rezultatul "real” este pe undeva intre 13.5 g/cm? si 16.5
g/cm?®. Acest interval mai e numit interval de incredere. Valoarea cea mai probabild a
densitétii, pentru studentul A este 15 g/cm®). Studentul B lucreaza ceva mai atent si ne
spune ca estimarea lui pentru p este 13.9 g/cm® cu o incertitudine a mé&suratorii de 0.2
g/cm® (adicd rezultatul “real” este pe undeva intre 13.7 glcm® si 14.1 glcmd).
Rezultatele obtinute de cei doi studenti sunt prezentate in Figura 4 pentru o mai ugoara

analiza a acestora.

e Primul aspect care poate fi remarcat este ca desi masuratoarea studentului B
este mai precisa (intervalul de incredere este mai mic), si masuratoarea
studentului A poate fi considerata corecta. Fiecare student are un interval de

10
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incredere (adica intervalul in care el crede ca se afla valoarea "reala” a marimii
fizice masurate: densitatea coroanei) care se suprapune cu una din cele doua
valorile ale densitatii, paus $i paig. Mai mult, cele doua masuratori sunt in
concordanta (vezi mai jos), pentru ca intervalele lor de incredere se suprapun.

e Al doilea aspect care poate fi remarcat este ca incertitudinea masuratorilor
studentului A este atat de mare incat rezultatele sale nu sunt deloc relevante
problemei propuse. Ambele densitati, atat cea a aurului céat si cea a aliajului
sunt in intervalul sau de incredere. Deci chiar daca rezultatele sale pot fi
considerate corecte, ele sunt total nefolositoare.

o Pe de alta parte, masuratorile studentului B indica clar faptul ca coroana este
fabricata din aliaj si nu din aur. Valoarea densitatii aliajului este in intervalul de
incredere al masuratorilor sale iar densitatea aurului este departe de acest
interval de incredere. STUDENTUL B A GASIT SOLUTIA PROBLEMEI (vezi
mai jos).

Concluzie:

e Experimentul (alegerea metodei, a instrumentelor de masura, ...) trebuie
efectuat astfel incat incertitudinea rezultatului sa fie rezonabil de mica pentru
scopul propus. Pare vaga aceasta exprimare Tnsa o voi justifica tot printr-un alt
exemplu care arata ca
scopul experimentului — 17
este cel care ne indica [
marimea acceptata a
incertitudinii
masuratorilor. Daca in
experimentul de mai sus
scopul ar fi fost de a student A
identifica daca coroana —
este fabricata din (aur
SAU aliaj) si nu din alt
material de densitate 12 student B _ 14
glcm®, de  exemplu, ~—— alig
masuratorile studentului B
A ar fi fost suficient de -
precise si ar fi aratat ca, — 1 3
intr-adevar coroana este
fabricata din (aur sau
aliaj) si nu dintr-un
material cu densitatea de 12 g/cm?.

—
o))

aur

—
an

Figura 5. Rezultatele masuratorilor fara indicarea
incertitudinii rezultatelor.

e Daca nu am cunoaste valoarea incertitudinii masuratorilor, ci doar valorile
estimate ale densitatilor masurate, vezi Figura 5, rezultatele ambelor
experimente ar fi complet inutile. Nu numai ca nu am fi fost in stare sa
extragem vreo concluzie corecta, dar am fi putut fi dirijati spre una incorecta,

11
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avand in vedere ca valoarea densitatii, masurata de studentul A, ar indica faptul
ca materialul din care este confectionata coroana este aur.

Suntem cu totii de acord ca studentul B a gasit solutia problemei? INCA NU. De ce?
Pentru ca, Tnainte de a trage o concluzie, trebuie ca studentul B sa explice detailat cum
a obtinut rezultatele sale experimentale, in ce mod a calculat valoarea cea mai
probabila si incertitudinea masuratorilor. Altfel, nici rezultatul sau nu are nici o valoare.

EXERCITIU. Scrieti corect urmatoare rezultate experimentale:
v =6051.78 30 m/s.

v =8.123456 + 0.0321 m/s.
x =3.1234x10* +2 m.

m =5.6789x107" +3x10~° kg.

Erori-clasificare.

Pentru simplitate, vom folosi de acum inainte termenul de eroare, pentru a desemna
incertitudinea masuratorii.

Atentie! Valorile numerice obtinute din mé&surarea maérimilor fizice contin erori.
Obtinerea in practica a valorii exacte a unei mérimi fizice este imposibila. Valoarea
reald poate fi doar aproximatd, acuratetea acestei aproximari fiind datd de
sensibilitatea instrumentelor de masurd, a metodei si nu in ultimul réand de
indeméanarea experimentatorului. Cunoasterea posibilelor cauze ale aparitiei erorilor,
identificarea surselor de erori, calcularea si inlaturarea acestora este o problema de
baza in tehnica masuratorilor de precizie.

O clasificare a erorilor le-ar imparti in trei categorii:
1. erori accidentale.
2. erori sistematice.

3. erori grosolane.

1. Erorile accidentale
e sunt erori ale caror valoare si semn sunt aleatoare.

e se datoreaza unui complex de cauze greu de identificat si inlaturat. Fiecare
dintre aceste cauze are un efect slab (imperfectiunea organelor de simt,
deplasarea sau deformarea imperceptibila a pieselor aparatelor de masura,

12
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fluctuatii accidentale ale conditilor exterioare de lucru, ale atentiei
observatorului).

e se supun legilor calculului probabilistic adica, daca numarul de masuratori este
foarte mare:

o erorile de o anumita marime, pozitive, apar la fel de des ca si erorile de
aceeasi marime, negative.

o erorile mari (pozitive si negative) au o probabilitate mica de aparitie
comparativ cu erorile mici.

¢ Din formularea de mai sus rezulta in mod natural ca, efectuand un numar foarte
mare de masuratori si calculand media aritmetica a rezultatelor acestora, erorile
pozitive si erorile negative se vor compensa (0 compensare totala ar avea loc
pentru o infinitate de masuratori) iar valoarea medie va fi foarte apropiata de
valoarea reala. Aceasta apropiere este cu atat mai mare (si deci erorile cu atat
mai mici) cu cat numarul de masuratori este mai mare. Sa presupunem ca
avem mai multe masuratori ale unei marimi fizice (efectuate de acelasi
experimentator, in aceleasi conditii experimentale) iar valorile obtinute sunt:

Vi, .., Vn. Valoarea cea mai apropiata de valoarea realda este:
N
V.
V,+...+V, ,Z:“’

= N = N adica valoarea medie a masuratorilor individuale.

Erorile individuale ale fiecarei masuratori sunt: AV, =|V+\/,.| iar eroarea in

N

AV +..+AV, ;AV’

N N
Reamintim ca acest AV inseamnd cad daca mai efectuam incd o datd
masuratoarea (! Atentie, repetam masuratoarea nu experimentul-adica cele N
masuratori) valoarea nou masurata are aproximativ 68% sanse sa fie in
intervalul V £ AV, 95% sanse sa fie in intervalul V +£2AV si 99.7% sanse sa
fie in intervalul V £3AV . Vom vedea in partea “avansatd” a cursului ca un
calcul al erorilor ca media valorilor absolute a erorilor individuale
supraestimeaza valoarea erorilor experimentale. Forma lui simpla il recomanda
insa pentru calcularea erorilor la lucrarile practice introductive.

masurarea lui V, AV o calculdm ca: AV =

o Reprezentarea grafica a frecventei de aparitie f (probabilitatea de aparitie) a
valorii unei erori accidentale (¢) are forma prezentata in Figura 6 (dependenta
de tip clopotul lui Gauss i.e. Gausiana). Integrala curbei respective (aria de sub
curba) efectuata de la — infinit la + infinit este 1, ceea ce inseamna ca
probabilitatea ca valorile marimii fizice masurate in experimentul nostru sa fie
afectate de erori este 1 (sau 100%), ceea ce noi stiam deja (toate rezultatele
masuratorilor sunt afectate de erori). Se observa ca:

13
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o0 curba este simetrica,
adica erorile cu valori
pozitive  au aceeasi
probabilitate de aparitie
ca si erorile cu valori
negative.

o erorile de valori mici au o
probabilitate de aparitie
mai mare decét erorile de
valori mari.

o Probabilitatea de a obtine
o eroare foarte mare este

foarte mica O é
o Semnificatia lui AV o
Figura 6. Curba probabilitatatii de aparitie a

stiti deja: sa& presupunem
ca am terminat
experimentul
(experimentul a constat
din 8 masuratori ale
marimii de interes, V) si i
ca am obtinut V si AV. f(g)
Daca repetam o]
masuratoare,
probabilitatea ca
valoarea erorii acestei
masuratori sa fie 1in
intervalul V + AV este de
68%. Atentie, existd o
probabilitate de 32% ca
valoarea nou masurata
sa fie finafara acestui
interval. Daca largim
intervalul de Tincredere,
probabilitatea ca
valoarea nou masurata
sa fie in intervalul
V+2AV este 95% si
ajunge la 99.7% % £
pentru V £3AV . O

erorilor accidentale (clopotul lui Gauss).

0 Cu cat AV este mai mic, Figura 7. f(e) pentru doua valori: AV > AV,

cu atadt Tincrederea in
rezultatele experimentale

14
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este mai mare (se restrange intervalul de valori in care ar putea sa fie
valoarea reala a marimii fizice masurate), vezi Figura 7.

2. Erorile grosolane.

De obicei, in cadrul lucrarilor practice din laboratoarele de fizica, efectuam un numar
mic de masuratori (3 sau 5) a marimilor fizice. Daca in sirul valorilor experimentale
inregistrate exista una care are o valoare mult deosebita de valoarea celorlalte, avem
dreptul sa o privim cu suspiciune din mai multe motive:

e Daca o folosim in calculul mediei s-ar putea ca valoarea acesteia sa fie mult
afectata iar rezultatele experimentului sa fie compromise.

e eroarea experimentului va fi si ea mare, avand in vedere ca o calculam ca
valoare medie a erorilor individuale (luate in valoare absoluta).

Ce facem? In primul rand repetdm méasuratoarea.

Daca repetédnd de céteva ori masuratoarea obtinem o valoare “normala”, adica
apropiata de ce am masurat Tnainte, tragem o linie peste valoarea “excentrica”, si
scriem in dreptul ei, eroare grosoland. NU VOM FOLOSI ACEASTA VALOARE LA
CALCULAREA MEDIEI, vezi mai jos pentru o explicatie. in cazul in care analizand
conditiile in care am efectuat masuratoarea care s-a dovedit purtatoare de erori mari
(s-a luat curentul, am vorbit cu cineva in timpul masuratorii, ...) putem sa ne dam
seama de cauzele acestei erori, le trecem si pe acestea in caietul de laborator. In nici
un caz nu stergem masuratoarea din caiet, nu trecem mai departe fara sa re-masuram
si sa analizam cauzele care ar fi putut produce acea eroare, pentru a le putea evita in
continuare. Exista descoperiri stiintifice care au pornit de la ne-neglijarea unor valori
experimentale care ar fi putut fi considerate ca fiind afectate de mari erori

experimentale.

Daca obtinem tot o valoare “excentrica” ne putem gandi ca sau s-a intamplat ceva cu
experimentul sau ca, de fapt, valoarea considerata excentrica este cea normala si
viceversa. O analiza mai detailata a experimentului se impune.

Cine/ce ne permite sa NU FOLOSIM VALORILE AFECTATE CE ERORI GROSOLANE
in calculul mediei? Tot statistica: Probabilitatea ca in experimentul nostru (care consta
in 3 - 5 masuratori) sa avem o eroare experimentala mare (grosolana) este mica (vezi
curba din Figura 6). Daca in experimentul nostru AVEM o eroare grosolana,
probabilitatea ca in acelasi experiment sa avem inca o eroare grosolana de semn
opus, care sa o compenseze pe prima la calcularea mediei este foarte mica. Asa
stand lucrurile, valoarea medie calculata folosind toate valorile masurate ar fi deplasata
mult fatd de valoarea medie "reald”. In consecinta, cu aceastd argumentatie, putem
renunta la valoarea afectatd de erori grosolane, repeta masuratoarea si continua
experimentul fara sa folosim la calculul mediei valoarea afectata de erori grosolane.

Erorile sistematice.
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Pana acum am considerat ca toate instrumentele functioneaza corect, sunt bine
calibrate iar experimentatorii stiu sa le foloseasca. Dar daca nu este asa? Imaginati-va
ca folositi un liniar din care lipsesc cativa milimetri, fiecare valoare pe care o veti
masura va fi mai mare decat cea reala cu acel numar de milimetri. Exemple din
acestea pot continua. Ceea ce au comun aceste exemple este ca, erorile care sunt
introduse Tn valoarea marimii fizice masurate au o singura directie (sunt, de obicei, fie
pozitive, fie negative). Aceste erori, care apar intr-o singura directie (de obicei cu
aceeasi valoare) in fiecare masuratoare se numesc erori sistematice. Pot fi erori
sistematice constante (exemplul cu liniarul, la fiecare masuratoare masuram o valoare
mai mare cu exact acelasi numar de milimetri) sau erori sistematice variabile: de
exemplu in cazul in care diferenta dintre doua diviziuni ale scalei este mai mare, sau
mica decat cea nominala. Tn acest caz valoruile mici vor fi mai putin afectate de erori
decat valorile mari.

Cauzele erorilor sistematice sar fi:

o defecte ale aparatelor de masura (metru incorect divizat, balantd cu brate
inegale, ...).

e conditii de mediu, in cazul in care acestea sunt incompatibile cu functionarea
aparatelor.

e experimentatorul, depinzand de particularitatile acestuia sau de pozitia lui fata
de scala aparatului in momentul citirii valorilor experimentale.

Daca valoarea erorilor accidentale poate fi redusa prin efectuarea unui numar mare de
masuratori, erorile sistematice sunt mai greu de depistat. La inceputul experimentului
trebuie s& Tncercdm sa identificdm eventualele surse de erori sistematice. In cazul in
care exista, trebuie sa incercam sa diminuam efectul acestora asupra rezultatelor
experimentului fie prin inlocuirea metodei de masura sau a instrumentului de masura,
fie efectuand corectile necesare la sfarsitul masuratorilor. O verificare atenta a
aparatelor gi a conditiilor de lucru ne permite sa diminuam mult contributia erorilor
sistematice in valoarea rezultatului final.

Concluzie: Efectul erorilor sistematice poate fi inlaturat daca sursa acestora este
cunoscuta. Erorile accidentale nu pot fi inlaturate. Contributia lor poate fi diminuata
doar marind numarul de masuratori.

Acuratete si precizie.

Sa presupunem ca am masurat o lungime cu o eroare de 1 cm si o0 alta lungime cu o
eroare de 1 mm. Care din cele doud masuratori este mai precisa? Ati fi tentati sa
spuneti ca marimea masurata cu o eroare de 1 mm este mai precisa decat marimea
masurata cu eroare de 1 cm. GRESIT. Daca va spun acum ca: am masurat lungimea
unei cladiri (20.00 m = 2000. cm) cu o eroare de 1 cm si latimea unei gume de sters
(2.0 cm) cu o eroare de 0.1 cm, care din cele doua masuratori vi se pare mai precisa?
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Prima masuratoare are o parte din 2000 afectata
de eroare (0.05%), in timp ce In a doua
masuratoare, o parte din 20 este afectata de
eroare (5%). Este clar ca prima masuratoare este
mai precisa. Precizia unei masuratori este data
de EROAREA RELATIVA, adicd de raportul

. L . AV
dintre valoarea medie si valoarea erorii, 7 Cu

cat aceasta valoare este mai mica (valorile
experimentale sunt mai grupate in apropierea
valorii medii), cu atat precizia masuratorii este
mai mare. Precizia se exprima in procente. Vom
folosi notiunea de precizie a masuratorii la analiza
contributiei erorilor intr-un experiment.

De cele mai multe ori, in experimentele din
laboratoarele didactice de fizica, avem de
masurat marimi fizice si constante fizice a caror
valoare este cunoscuta din literatura de
specialitate. Cu cat valorile obtinute 1in
experimentul nostru sunt mai apropiate de valorile
din literatura, spunem ca acuratetea rezultatelor
noastre este mai mare. Aceste notiuni: precizie si
acuratete, sunt de obicei ilustrate prin rezultatele
unei trageri la tinta (mijlocul tintei = valoarea
"reald”), vezi Figura 8.

Concordanta si dezacord.

Daca doua rezultate experimentale (masuratori
ale aceleiasi marimi fizice efectuate de doi
experimentatori) se suprapun, in limita erorilor
experimentale, spunem ca cele doua rezultate
sunt in concordantd. Daca diferenta dintre cele
doua rezultate experimentale este mare, fata de
valoare erorilor experimentale spunem ca este o
un dezacord intre cele doud rezultate
experimentale. Pentru a denumi diferenta dintre
valorile medii ale celor doua rezultate se mai
foloseste si termenul discrepanta.

Exemplul 1.

Studentii A si B au masurat rezistenta electrica a
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Figura 8.

a) Acuratete mare, precizie mare;
b) Acuratete mica, precizie mare;
c) Acuratete mica, precizie mica;
d) Acuratete mare, precizie mica.
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unui material si au obtinut valorile:

Studentul A: R=15+1Q; studentul B:
R =25+2 Q. Masuratorile sunt in concordanta
sau in dezacord? Discrepanta este mare sau
mica? Raspundem cel mai simplu la aceste
intrebari daca reprezentam grafic informatiile de
mai sus, vezi Figura 9. Discrepanta dintre cele
doua masuratori este de 10 Q si este mare,
deoarece barele de erori sunt departe de a se
suprapune. Mai precis, valorile masurate de
studentul A sunt la mai mult de 3xARg (3x2 = 6
Q), deci probabilitatea ca o masuratoare a lui B
sa cada peste intervalul rosu (masuratorile lui A)
este de sub 0.3 %. Altfel spus, nu exista o
valoare a de pe axa rezistentei care sa fie
compatibila cu ambele masuratori. Concluzie:
masuratorile sunt in dezacord una cu cealalta,
cel putin una din cele douad masuratori este
incorectda, probabil din cauza wunor erori
sistematice neidentificate.

Exemplul 2.

Sa presupunem ca doi studenti, C si D au
masurat si ei valoarea aceleasi rezistente.
Rezultatele lor sunt: Studentul C: R=16+8Q;
studentul C: R=26+9Q, vezi Figura 10. Se
observa ca rezultatele lor sunt mai putin precise
decat cele ale studentilor A si B. Discrepanta a
ramas aceeasi (10 Q) insa masuratorile
studentilor C si D sunt in concordanta (barele de
erori se suprapun destul de mult, astfel incat
ambele masuratori s-ar putea sa fie corecte,
desi cam imprecise.

e
, student B
SN
¥ Y- studentA
R
o =
o =

Figura 9. Masuratori ale aceleiasi
rezistente efectuate de studentii A
si B. Discrepanta = 10 Q.

& F | studentD
g—* & n student C

© E

o E

Figura 10. Masuratori ale aceleiasi
rezistente efectuate de studentii C
si D. Discrepanta = 10 Q.

Compararea marimilor masurate cu cele din literatura.

31

"Efectuarea unui experiment fara extragerea unei concluzii este inutila” scrie R Taylor
in cartea "An Introduction to Error Analysis; The study of Uncertainties in Physical
Measurements”. In principiu in laboratorul de fizicd, RAREORI scopul m&suratorii este
aflarea valorii marimii fizice, punct. Din fericire, de cele mai multe ori scopul este

aflarea valorii marimii fizice pentru ca ...:
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e sa incercam sa reproducem un rezultat experimental deja cunoscut, cu scopul
de a ne verifica instalatile, metoda, instrumentele (intr-un cuvant, pentru

calibrare), etc.

e sa incercam sa reproducem un rezultat experimental deja cunoscut pentru a ne
verifica abilitatile Tn efectuarea unui experiment, analiza datelor si calculul

erorilor.

e sa verificAm daca este materialul care ne intereseaza;

e sa verificam daca raspunde unor norme de fabricatie, pozitionare, calitate

e sa verificdm daca proba masurata are proprietatile care ne intereseaza sau pe

care am incercat sa le obtinem atunci cand am preparat-o;

deci de obicei avem de comparat doua numere: cel obtinut din experiment gi asa

numita "valoare acceptata”.

De exemplu, sa presupunem ca s-a masurat viteza sunetului in conditii normale
de presiune si temperatura. Studentul A a masurat v = 329 + 5 m/s iar studentul B a
masurat v = 325 £+ 5 m/s. Valoarea acceptata este 331 m/s. Pentru a ne da seama
daca masuratorile celor doi studenti sunt in concordanta cu valoarea acceptata,
reprezentam grafic aceste rezultate, vezi Figura 11. Studentul A, poate afirma ca
rezultatul obtinut este in concordantd cu valoarea acceptatd, deoarece aceasta
(valoarea acceptatd) se gaseste intre barele de erori ale valorii masurate, vezi Figura
11. Daca cumva ati uitat: semnificatia erorii este ca valoarea corecta (reald) a lui v se

afla cu mare probabilitate undeva intre v - Av
si v + Av dar este de asemenea posibil ca
aceasta sa se gaseasca putin Tnafara
acestui interval. Si studentul B poate spune
ca masuratorile sale sunt in concordanta cu
valoarea acceptata. Valoarea acceptata este
doar putin Tnafara barelor de erori ale valorii
masurate de studentul B. Sa presupunem ca
un student C a efectuat si el masuratorile si
a obtinut v = 345 + 2 m/s. Diferenta dintre
valoarea masurata si valoarea acceptata
este de 7 ori mai mare decat valoarea
acceptata. Chiar daca precizia masuratorii
este mai mare, se pare ca studentul C are o
problema cu masuratorile sale si ca va trebui
sa-si analizeze cu atentie conditiile
experimentale. ldentificarea cauzelor care
duc la aparitia unor astfel de diferente poate
fi o munca dificila:

340

C

valoarea

v {m/s)
330

SRR RN AR AR

320

|III|I'|II|I

B

acceptzta

Figura 11. Trei masuréatori ale vitezei

sunetului.
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e poate ca a calculat gresit valoarea finala

e poate a calculat gresit valoarea erorii experimentale. Daca raspunsul lui ar fi
fost v = 345 + 15 m/s, acesta ar fi fost acceptabil.

e poate ca compara rezultatele sale experimentale cu o valoare acceptata
incorecta. Adica poate ca studentul C a efectuat masuratorile la temperatura
camerei (nu la 0°C), sau la o alta temperatura, diferitd de 0°C. Daca a efectuat
masuratorile la temperatura camerei (valoarea acceptata a vitezei sunetului in
aer este 343 m/s), masuratorile sale ar fi fost in concordanta cu valoarea
acceptata.

e probabil ca masuratorile studentului C sunt afectate de erori sistematice.
Detectarea acestor erori necesitd o analiza a metodei si instrumentelor de
masura (calibrare, aliniere, ...).

Propagarea erorilor.

Am vazut pana acum modul in care se calculeaza erorile in cazul in care rezultatul final
al experimentului este chiar marimea masurata (aceste marimi se numesc marimi
direct masurabile). Tnsa de cele mai multe ori nu avem un instrument de masura pentru
marimea fizica de interes (marime indirect masurabild) si o obtinem pe aceasta in urma
calculelor, dupa masurarea unor marimi fizice direct masurabile. De exemplu: pentru
ca sa masuram impulsul unui mobil (p = mv), trebuie sa masuram masa si viteza
mobilului gi apoi sa efectuam produsul lor. Pentru masurarea acceleratiei gravitationale
cu ajutorul unui pendul matematic (g =47%1/T?), trebuie s masurdm lungimea
pendulului si perioada de oscilatie a acestuia si apoi, folosind formula din paranteza, sa
calculdm valoarea Iui g. Exemplele ar putea continua. Intrebarea este: cum calculam
erorile Tn acest caz. Sa luam situatiile pe rand:

Suma: V =a+ b : marimea fizica de interes este obtinuta prin adunarea a doua marimi
fizice direct masurabile. Marimea fizica a este masuratd cu eroarea Aa iar b este
masurat cu eroarea Ab. Eroarea AV a lui V este AV =Aa+ Ab. Justificare: Trebuie
sa calculam, date fiind a si b si erorile acestora, care este intervalul AV intre care se
poate gasi valoarea V. Una din extreme o obtinem pentru a+Aasi b+ Ab, rezultand
V+Aa+Ab (deci AV =Aa+Ab) iar cealaltd extremd o gasim pentru a-—Aasi
b-Ab, adica V-Aa—-Ab (V—-AV ). Deci daca V=a+b, atunci AV =Aa+Ab.
Vom vedea in partea a doua a acestui curs ca acest calcul al erorii supraestimeaza
valoarea erorii marimii V pentru ca leaga valoarea erorii de situatia cea mai
defavorabila, cand valorile maxime ale ambelor erori se suprapun. Scriem deci:

V+AV =(a+Aa)+(b+Ab)=(a+b)+(Aa+Ab); AV =Aa+Ab

Diferenta: V =a—-b= AV =Aa+Ab. Justificare: Valoarea maxima posibild a lui V
(tindnd cont ca a este intre a—Aa si a+Aa iar b este intre b—Ab si b+Ab) este
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Vimax = @—b+ Aa+ Ab iar valoarea minima posibila este V., = a—b—Aa—Ab. Deci
V se gaseste intre V —(Aa+Ab) si V +(Aa+Ab), adicd AV =Aa+Ab, unde Aa si
Ab sunt modulele erorilor.

AV _Aa

Produs: V=a-b= —+A—b. Justificare:
74 a b

V+AV =(a+Aa)-(b+Ab)=a-b+(a-Ab+b-Aa+Aa-Ab). Ultimul termen din
paranteza poate fi neglijat (in cazul in care erorile relative sunt mici) si rezulta:
AV _AV _Ab Aa

AV =a-Ab+b-Aa,adich —=—=—+ )
ab 74 b a

N - . a AV Aa Ab :
In mod similar se calculeaza si pentru cazul V =E:> 7:—+?. O generalizare
a
a”-b’ AV Aa Ac

a acestor rezultate ne conduce la: Dacad V =

= oa—+ ﬂA—b+ y—
c’ v a b c
Cunoasterea modului Tn care se propaga erorile ne ofera o posibilitate suplimentara de

analiza a experimentului, pentru identificarea surselor cele mai mari de erori care
afecteaza precizia experimentului.

Sa presupunem ca masuram acceleratia gravitationala prin masurarea perioadei
unui pendul gravitational. Teoria ne spune c&, in anumite conditii, g =4z%//T?. S&

presupunem ca, respectand acele conditii, am efectuat experimentul pentru masurarea
lui g. Am masurat lungimea pendulului matematic cu o eroare de 1 cm: /= 1.20 £ 0.01
m si 0 perioada de oscilatie a acestuia cu o eroare de o zecime de secunda: T=2.2 +

A_g:A_4+2ﬂ+£I+2£_

0.1 s. Calculand g, obtinem g = 9.788 m/s® si
g 4 z | T

A9 =0.10559 iar Ag =1.033m/s?. Avand in vedere valoarea erorii vom putea scrie ca
g

g = 9.8 + 1.0 m/s?. Valoarea masurati este in concordanta cu valoarea acceptata
pentru g, Tnsa precizia experimentului este cam mica (eroarea relativa este foarte
mare, 10%).

O analizd a ultimei expresii ne ofera informatii precise despre ceea ce trebuie
imbunatatit in experimentul nostru i.e. ce trebuie sa facem pentru a creste precizia
rezultatului masuratorilor.

AT4 =0; ZH = 2%= 0.00636 (eroarea unei constante este data de ultima zecimala
Vd :
a constantei respective); AT/ :% =0.00833; ZAT—T = 20—';= 0.0909 . Ce observam?

A AT A . I . , .
e Termenii 2— si T au cam aceeasi contributie la precizia experimentului.
V4
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e 1n suma acestor termeni (suma care ne va permite calcularea preciziei
: . : _— . AT
experimentului, Ag/g ), cea mai mare contributie o are ultimul termen, ZT.

Daca vrem sa scadem eroarea in acest experiment, i.e. sa crestem precizia
acestuia, primul lucru pe care trebuie sa-l facem ar fi sa crestem precizia in
masurarea perioadei (sa micsoram erorile de masurare a perioadei).

e O crestere a preciziei de masurare a lungimii afecteaza foarte putin precizia
experimentului si este, In aceasta faza, inutila.

e O crestere a preciziei in n afecteaza putin precizia experimentului si este, in
aceasta faza, inutila.

Cum sa crestem precizia masurarii perioadei (a timpului)? Cea mai simpla varianta
este sa masuram un interval de timp mai mare, de exemplu prin masurarea timpului n
care pendulul efectueaza 50 oscilatii (in loc de una). Sa presupunem ca dupa
aceasta analiza am reluat experimentul masurand nu doar o perioada ci un
numar de 50 de perioade. { = 109.9 + 0.1 s (am folosit acelasi cronometru deci putem
considera ca eroarea in masurarea timpului nu s-a modificat - sunt aceleasi erori de

pornire-oprire a cronometrului). T = %= 2.198 iar AT :g—ct) = 0.002 s, calculat din:

AT _ AL ASQ_ At o ap_7AL_p AL _ A
T t 50 t 50T 50

AT AT
Termenul ZT din precizia masuratorii are acum valoarea: 2——= 0.00182 si a

devenit cea mai mica contributie la eroarea relativa (Ag/g ) a experimentului. Acum

constanta © si masuratorile de lungime reprezintd sursele majore de erori. Pentru
A

aceasta configuratie a experimentului obtinem a9 0.0167iar Ag =0.1637 m/s?, adica
g

g = 9.80 + 0.16 m/s?, o masurdtoare mult mai precisd decat cea anterioard. Putem
creste in continuare precizia experimentului:

e folosind un fir de lungime mai mare, masurat tot cu o precizie de centimetri i.e.
crescand numitorul in Al/].

e masurand lungimea firului cu o precizie de milimetri i.e. scdzand numaratorul Tn
Alll.

e crescand numarul de zecimale pentru mi.e. scdzand numaratorul in Ax/rx.
Daca n = 3.141, Az =0.001 samd.

Rezultatele masuratorilor, impreuna cu toate observatiile noastre, se trec in caietul de
laborator in tabele si grafice. Despre acestea in capitolul urmator.
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Un caz mai special sunt masuratorile asa numite ”de numarare”: unele
experimente necesita numararea unor evenimente care apar aleatoriu insa cu o viteza
medie bine definita.

Exemplul 1. Intr-o maternitate nasterea copiilor se produce aleatoriu in timp insa pe
intervale de timp mai lungi sa presupunem ca numarul de nasteri este constant. Sa
presupunem ca am calculat un numar mediu de 351 de nasteri in fiecare an. Avand in
vedere ca este vorba de numar de nasteri pe un interval de timp, denumim aceasta
marime viteza de crestere a populatiei. S& presupunem ca un demograf care doreste
sa calculeze aceasta viteza numara nasterile dintr-un interval de doua saptamani si
obtine 14 nasteri in doua saptamani. Daca nu a facut nici o greseala la numarare, 14
este numarul EXACT de nasteri din ACEL interval de dou& sdptdmani. ins& avand in
vedere ca nasterile au loc la momente de timp aleatoare, s-ar putea ca acest numar sa
fie diferit de numarul de nasteri din alte doua saptamani si diferit de viteza de crestere
a populatiei (351 nasteri pe an = 351/52 = 6.75 nasteri saptamana = 13.5 nagteri pe
doua saptamani). in plus, dupa cum se vede, aceasta viteza de crestere a populatiei,
masurata pe un interval mai mare de timp si raportata pe un interval de timp mai mic
poate sa nu fie un numar intreg, i.e. 13.5 nasteri/ doua saptamani.

In mod evident, incertitudinea in acest tip de experimente nu este legata de numararea
evenimentelor (sa presupunem ca demograful nu are probleme cu asta) ci de felul in
care numaratoarea pe un interval de timp mai scurt aproximeaza (sau nu) valoarea
medie (reala). Care este incertitudinea in acest tip de masuratori? Raspunsul este
simplu, si o discutie mai detaliatd va fi prezentatd in cursul de erori de la metode

experimentale: Daca N este numarul de evenimente masurate, eroarea este \/N Deci
demograful, daca doreste sa-gi generalizeze rezultatul, ar trebui sa-si prezinte datele

sale sub forma: Numarul mediu de nasteri in doud saptamani este N + JN .

Exemplul 2. Acelasi tip de masuratori apar in laboratoarele de fizica la masuratori care
implica dezintegrarea radioactiva. La dezintegrarea radioactiva fiecare nucleu se
dezintegreaza aleatoriu in timp insa, Tn medie, numarul de nuclee care se
dezintegreaza in unitatea de timp este constant. Pentru a afla aceasta viteza de
dezintegrare (se numeste: activitate) masuram, cu ajutorul unui contor de particule,
numarul de nuclee care se dezintegreaza intr-un interval de timp . Sa presupunem ca
un student masoara activitatea unei probe radioactive timp de doua minute si obtine un
numar de 33 evenimente. El poate spune ca activitatea probei este de 33 * 6
dezintegrari pe doua minute.

Exercitiu: Ce va scrie n raportul sdu acelasi student, care a masurat activitatea probei
radioactive si a numarat 907 dezintegrari in 50 min. Calculati preciziile rezultatelor
celor doua masuratori (cea din Exemplul 2 si cea din Exercitiu) si comparati-le. Ce
concluzie putem extrage?.
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Exercitii

1.

Scrieti urmatoarele rezultate in forma corecta:
a)h=5.03+0.04329 m

b)t=1.5432+1s
c)q=-3.21x10"+267x10%°C

d) A = 0.000000563 + 0.00000007 m

e) p =3.267 x 10° + 42 g-cm/s

f) L =3.323 £ 1.4 mm

g)t= 1234567 +54.31s
hyA=5.33x10"+3.21x10°m

Doi studenti masoara lungimea aceleiasi bare gi obtin rezultatele: 135 £ 3 mm
si respectiv 137 £ 3 mm. Masuratorile lor concorda sau sunt in dezacord?

Doua grupuri anunta descoperirea a cate unei particule elementare. Masele
particulelor, obtinute in urma experimentelor sunt:

m, = (7.8+0.1)x10 7 kg iar m, =(7.0+0.2)x10*". Reprezentati grafic aceste
valori si spuneti daca ele pot reprezenta masele a doua particule diferite sau, la

fel de bine, masa aceleiasi particule. Care este discrepanta intre cele doua
masuratori (presupunand ca reprezinta masuratori ale aceleiasi mase)?

Un student masoara densitatea unui lichid si obtine urmatoarele valori (in
g/cm3): 1.8, 2.0, 2.0, 1.9, 1.8 . Calculati valoarea cea mai probabila a densitatii
si eroarea acesteia (intervalul de incredere). Valoarea acceptata a densitatii
este 1.85 g/cm®. Valoarea pe care ati calculat-o este in concordantd sau
dezacord cu valoarea acceptata?

F 3 A
Pentru a masura distanta intre punctul de suspensie si centrul
de masa al unui pendul gravitational (o biléd suspendatd de un
fir), un student masoara distanta x de la punctul de suspensie ™ E'S
la baza bilei si apoi raza diametrul d al bilei calculand apoi / = x
—d/2. S$tiind ca x =95.8 £ 0.1 cmiar d = 4.60 + 0.04, care este
valoarea lui / si eroarea acesteia, AI? L

Intr-un experiment care verificd conservarea momentului cinetic un student
obtine urmatoarele valori:
Tabelul 1. Momentul cinetic initial si final (in kgmZ2/s)

Nr. | Lingiai | AL initial | Lnat | AL final
Crt.

1 3.0 0.3 2.7 0.6

2 |74 0.5 8.0 1

3 | 143 1 16.5 1
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4 25 2 24 2
5 32 2 31 2
6 37 2 41 2

Verificati daca rezultatele studentului sunt in concordanta cu legea de conservare a
momentului cinetic. Pentru aceasta mai adaugati doua coloane tabelului, in care sa
calculati Linia — Liinat Si €rorile acestei diferente.

7.

10.

11.

Convertiti erorile (exprimate in procente) din exemplele de mai jos in valori
absolute.

a)x=543.2m £ 4%

b) v=65.9 m/s £ 8%

c) L =671x107 + 4%

O rigla este gradatad in mm iar un gubler in 0.1 mm. Presupunem ca doriti sa
masurati o lungime de 2 cm cu o precizie de 1%. Care din cele doua
instrumente le veti folosi?

Pentru a calcula acceleratia unei masini, un student masoara viteza acesteia la
doua momente de timp, v; si vs si apoi calculeaza (v - v;). Valorile masurate sunt
prezentate in Tabelul 2.

Tabelul 2. Vitezele initiale si finale ale masinii (in m/s, toate £ 1%).

Nr. Vi Vi
Crt.
1 [14.0|18.0
2 |19.0|19.6

Toate masuratorile au precizia de 1%.

a) Calculati eroarea fiecarei masuratori

b) Calculati (v - vi), precizia si eroarea fiecarui rezultat.

c) Discutati rezultatele: efectele unei diferente mici asupra preciziei rezultatului,
in special pentru cea de-a doua masuratoare.

a) Calculatorul afiseaza pentru x valoarea calculata: 6.1234 dar eu stiu ca x a
fost masurat cu o precizie de 2%. Scrieti rezultatul masuratorii sub forma x *
Ax, cu valorile rotunjite corespunzator. Cate cifre semnificative are rezultatul?

b) Aceeasi intrebare pentru y = 1.1234 masurat cu precizia de 2%

c) Aceeasi intrebare pentru z = 9.1234 masurat cu precizia de 2%.

a) Un student masoara doua marimi fizice a si b si obtine rezultatele: a = 11.5
0.2 cm si b =25.4 £ 0.2 s. Studentul calculeaza apoi produsul g = a-b. Calculati
valoarea g si eroarea acestuia (atdt valoarea absoluta cat si in procente
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(precizia)).
b) Aceeasi intrebare folosind a=3m + 8% si b =4 kg + 2%.

Bibliografie:

John R. Taylor, "An introduction to error analysis”, Ed.: University Science Books
Sausalito, California, 1997

C. Corega, M. Marinciuc, D. Andreica, K. Brandusa, "Probleme si lucrari practice de
fizica”, Ed.: Studium Cluj-Napoca, 1995

26



