MECANICA 4. CINEMATICA SI DINAMICA MISCARILOR RELATIVA SI ABSOLUTA.

4. CINEMATICA $SI DINAMICA MISCARILOR RELATIVA S1 ABSOLUTA.

4.1. MISCAREA RELATIVA.

in capitolul 3 am descris miscarea unui punct material, asa cum se vede ea dintr-un
sistem de coordonate fix S, si din unul mobil S’, care se deplaseaza rectiliniu fata
de S, cu viteza v, si acceleratia a,, si am dedus relatile dintre vitezele si
acceleratiile masurate din cele doua sisteme de referinta. Migcarea punctului material
fata de S (fix) am numit-o migcare absoluta; miscarea punctului material fata de S’
am denumit-o migcare relativa iar migcarea lui S’ fatd de S am numit-o migcare de
transport. Am aratat atunci ca migcarea absoluta (a PM fata de S) = migcarea relativa
(a PM fata de S’) + miscarea de transport (S’ fata de S), relatie vectoriala, valabila

pentru vectorii viteza i acceleratie.
Am avut r =1, +r"' unde prin r, am notat

vectorul O—O )

I = Xi+Yyj+zk este un vector masurat in

sistemul S (fix), T, = x,i +y,j + 2k este de

asemenea masurat de observatorul din S

(fix) iar "= x"i'+y' j'+z'k' este masurat de
observatorul din sistemul de referinta
mobil, S’.

Orientarea versorilor celor doua sisteme de referintd nu se modifica in timp deoarece

S este fix iar S’ are doar migcare de translatie (se migca rectiliniu fatd de S).

Calculand 2—2 aflam viteza punctului material fata de sistemul fix S (viteza absoluta).

3—2 :%+z—rt = V =V, +V' unde v, este viteza de transport (viteza cu care se misca
S’ fatd de S) iar V' este viteza relativa (viteza masurata de observatorul din S’).

Derivand inca o data, vom avea:
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a=a,+a', unde a, este acceleratia de transport (acceleratia cu care se misca S’ fata

de S) iar a' este acceleratia relativa (acceleratia masurata de observatorul din S’).

Daca F este rezultanta fortelor reale (greutate, frecare, reactiuni, tensiuni, alte forte

de interactiune) care actioneaza asupra punctului material, observatorul din sistemul
S (fix, deci inertial) va putea scrie. F =ma iar a=F/m.

Presupunem ca S’ se deplaseaza cu viteza constanta fata de S (este si el un
SRI).

a, =0 (acceleratia de transport este nuld) iar a =a', acceleratia absoluta si cea
relativa sunt identice. Fiecare din observatori va putea scrie ca acceleratia masurata
este raportul dintre rezultanta F a fortelor reale si masa corpului (legea a Il a lui
Newton este valabila in toate SRI). a=F/m, a'=F/m.

Presupunem ca S’ se deplaseaza cu acceleratie constanta fata de S (S’ este un
SRNI).

In cazul acesta: a=a, +a'. Adica: daca punctul material asupra caruia actioneaza
fortele F se misca cu acceleratia a' (acceleratie relativa) fatd de un sistem de
referintd S’ care la randul sau se misca cu acceleratia a, (acceleratie de transport)
fatd de sistemul fix S atunci acceleratia a a punctului material fata de S (acceleratie

absoluta) este a =&, +a'. lar aceastd acceleratie a este data de a=F/m.

Daca, in schimb, vrem sa studiem problema din sistemul de referinta S’, atunci
acceleratia pe care o masuram este a'=a-a,. Fortele reale sunt aceleasi, in orice
sistem de referintd ne-am. Daca scriem legea a Il a lui Newton din sistemul S’:
F'=ma' vedem cd ea este valabild F'=ma'=ma—-ma, =F —ma, doar dacd pe
langa fortele reale F, mai adaugam o forta egala cu minus masa corpului
inmultita cu acceleratia sistemului de referinta in care ne-am urcat. Aceasta
forta, care apare doar cand studiem migcarea din SRNI mai e numita si forta de
inertie. Fortele de inertie sunt forte fictive, care apar doar pentru ca SR este un

SRNI. Fortele de inertie nu sunt de interactiune.
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Exemplul 1: Sa presupunem ca corp atarnat de
un fir este in repaus in S. Presupunem ca S’ se

migca accelerat de-a lungul axei y, cu acceleratia LLLL
a, spre dreapta. @, =a,j . Cum aratd miscarea

vazuta din cele doua sisteme de referinta?

Observatorin S:

—>
Fortele care actioneaza asupra corpului sunt y mg
greutatea si tensiunea din fir. Corpul este in
repaus. a = (0,0,0). Singurele forte sunt pe directia
z.T-mg=0.
Observatorin S’.
Observatorul din S° (SRNI) vede 2

pendulul deplasandu-se spre stanga cu

acceleratia a;. Deci acceleratia relativa

a'=-a,j . Dacd nu am adauga forte A

suplimentare (forte de inertie) nu am « 8§ S

putea sa justificam sub actiunea caror mg y
forte se migca pendulul inspre stédnga cu X’

acceleratia a;.

Se observa ca fortele reale sunt tot
greutatea si tensiunea din fir, care se
anuleaza una pe cealalta pe directia z* A
iar pe directia y' nu avem forte reale

care sa justifice acceleratia a; a

pendulului. Avand in vedere ca ne aflam F

>

intr-un SRNI care se deplaseaza spre 2 %
"k mg

dreapta cu a4, asupra corpului trebuie

1

sa adaugam o fortad de inertie Fi = may
orientata spre stanga, si care rezolva

problema.
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Vectorial: dacd SRNI se deplaseazd cu & =a,j, forta de inertie trebuie sa fie

F. =-ma, =-ma,j =-ma,j', adica of fortd ma; orientata spre stanga, ca in desen.
Putem verifica ci a=4,+a' pentruca a, =a,j iar a'=-a,j, de unde a = (0,0,0).

Exemplul 2:

Presupunem ca pendul din problema de mai sus se afla intr-o masina care se misca
accelerat cu acceleratia a (cunoscuta, acceleratie de transport) de-a lungul directiei y
si ca se afla in pozitia de echilibru. Ne intereseaza sa calculdam tensiunea din fir si

unghiul pe care il face firul cu verticala.

S este sistemul fix, in care pendulul se vede miscandu-se spre dreapta cu acceleratia
a; S’ este sistemul de referinta care se migca accelerat cu acceleratia a spre dreapta,

in care pendulul se afla in repaus.
Observatorin S:

Fortele care actioneaza asupra corpului sunt greutatea
si tensiunea din fir. Corpul se misca spre dreapta cu

acceleratia a. Vom avea:

pe directia z: T cos6—-mg =0

iar pe y: T sin® =ma
= Tsi0.
Observatorin S’.

Suplimentar, in SRNI S’ mai actioneaza o forta de
inertie, egala si de sens contrar cu produsul dintre masa
corpului si acceleratia a a lui S’. Acceleratia lui S’ fiind

orientatd inspre dreapta, forta de inertie va fi orientata

inspre stanga. in acest sistem de referinti pendulul este

in repaus, a’ = 0. Vom avea: pe directia z:

Tcos6—mg =0 iarpey"

Tsin6—-ma=0
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= T si 0, la fel ca si mai sus.

Se observa ca, in functie de alegerea noastra, daca scriem ecuatiile fata de sistemul
fix vom avea compunere de acceleratii, iar daca scriem ecuatiile fata de sistemul
mobil, acceleratia sistemului mobil dispare din ecuatie insa apare o forta de inertie (-

ma) in partea cealalta.

Cazul in care stim migcarea punctului material (r',v',a') fata de S’ si migcarea
lui S’ fatd de S (miscare combinata, de translatie (v,si a,) si rotatie (® si €)) si

vrem sa calculam migcarea punctului material fata de S.

Rezolvam la fel ca si inainte:

F, = X,i +Y,] + 2Kk este de asemenea masurat de observatorul din S (fix);

r'= x'T'+y']'+z‘R' este masurat de observatorul din sistemul de referinta mobil, S'.

Daca S’ se roteste fata de S, atunci orientarea versorilor lui S’ nu mai este constanta

in timp si vom avea:

== = 6xj, (31_t = ®xk'. Trebuie s& tineti cont de asta la derivarea Iui r'

Calculand (cjl_t aflam viteza punctului material fatd de sistemul fix S (viteza

absoluta).

dr dr, dr'
_— = —
dt dt dt

V=V, +V'+OXT

unde v' este obtinut din derivata coordonatelor lui r'= x'T'+y']'+z'R', iar oxr' este

obtinut din derivarea versorilor lui r'=x"i'+y'j'+z'k'. Se observa ca la derivarea

unui vector din S’ obtinem doua componente, una din derivarea coordonatelor iar alta

din derivarea versorilor.
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V' se numeste viteza relativa iar v, + ®xr'se numeste viteza de transport.

Am obtinu din nou: viteza absoluta = vitezarelativa + viteza de transport

A . : . . - dv
Derivand din nou, obtinem acceleratia absoluta, a = T
a=a, +(@+oxv')+oxr+ox(V'+oxr).
regrupand termenii:
a=a, +a+2dxV'+Exr'+mx (6)>< F').

a, este acceleratia cu care se misca originea lui S’ fatd de originea Iui S; a'este

acceleratia masurata in S’ (derivata a doua a coordonatelor din S’); 2oxVv' se
numeste acceleratia Coriolis (vezi mai jos); €xr'are de obicei rolul unei acceleratii
tangentiale (apare din cauza rotatiei cu viteza unghiulara variabila a lui S’, faté de S);

o X (Gax r ) , veti vedea in probleme, este o acceleratie centripeta.

acceleratia absoluta =acceleratiarelativa + acceleratia de transport + acceleratia Coriolis
unde prin acceleratie de transport am indicat termenii &, + & x '+®x (@ xr").

Acceleratia Coriolis este o contributie la acceleratia absoluta care apare atunci cand
punctul material are migcare relativa v' in sistemul S’ care se roteste cu .

Acceleratia Coriolis este nula daca v' si ® sunt paralele.

Originea acceleratiei Coriolis este

o X (r+vdt)

usor de intuit, sa presupunem ca in S’
mobilul se misca radial, cu viteza

v constanta, intr-un plan
perpendicular pe ® care este
constant si el: o parte a acceleratiei
apare din cauza rotatiei vectorului v'

constant ((jj—\::éxﬁ' ), iar cealalta
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parte din viteza tangentiala suplimentara pe care o are punctul material care se

deplaseaza de-a lungul razei cu v', vezi figura din dreapta. Acceleratia suplimentara

B x (F7'dt)-ax T
dt

in cel de-al doilea caz este:

=uxV', vezi figura.

Exemplul 1: Un corp de masa m prins de un fir ideal este rotit cu viteza unghiulara
constanta intr-un plan orizontal, pe 0 masa, fara frecari. Sa se calculeze care este
tensiunea din fir. Sa rezolvam problema dintr-un SR fix, S, si un SR mobil S’ cu

originea pe axa de rotatie si care se roteste odata cu corpul.
Observator in S:

Observatorul din S vede corpul efectudand o
migcare circulara, cu viteza unghiulara constanta
(viteza tangentiala constanta), sub actiunea fortei
de greutate, a reactiunii normale i a tensiunii din

fir. Miscarea fiind circulara cu viteza constanta,

acceleratia punctului material ar trebui sa fie doar

acceleratie centripeta (din cauza variatiei directiei vitezei, a

2 2 =
,» =V /R=0°R ). Sa

c
aratdm asta: a=4a,+a+2oxV+Exr+ox(®xr') iar 4 = 0, pentru ci originea
sistemului S’ nu se misca; a'= 0 pentru ca in S’ punctul material (pm) este in repaus
la distanta r fata de origine; 26xv'= 0 pentru ca pm nu are viteza relativa in S’;
Exf'= 0 pentru ci @ este constant. Ramane: a = x(®xr"') adica a=a, (daca

efectuati produsele vectoriale veti obtine marimea, directia si sensul acceleratiei

centripete).

Pe directia normala: N-mg =0;

Pe directia tangentiala, atat forta cat si acceleratia sunt nule;
Pe directia radiala: T =ma,, .

Observator in S’:

Observatorul din S’ (care se roteste odata cu corpul) vede corpul in repaus. Fortele

care actioneaza asupra corpului sunt cele trei de dinainte + forta centrifuga de inertie
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—max(a)x F'):—mécp, egala si de sens contrar

cu masa corpului inmultitd cu acceleratia

centripeta. Vom scrie:

Pe directia normala: N-mg =0;

Pe directia tangentiala, atat forta cat si acceleratia sunt nule;

Pe directia radiala: T -F; =T -ma_, =0.

Ecuatiile sunt identice cu cele scrise de observatorul din S. Singura diferenta este ca
observatorul din S (fix) vede acceleratii (dar nu vede forte de inertie) iar cel din S’

vede mai putine acceleratii (dar vede egal mai multe forte de inertie) = mutam

termeni dintr-o parte in cealalta a ecuatiei de miscare.

Exemplul 2: Sa presupunem ca intr-un sistem de referinta S’ care se roteste cu
viteza unghiulara constanta ® se misca un punct material:

a) uniform, cu viteza v’ || ®.

b) circular cu viteza constanta (in S’), in sens opus acelor de ceasornic.

c) radial cu viteza constanta.

Vrem sa gasim viteza si acceleratia absoluta.

a) uniform, cu viteza v’ || ®.

V=V, +V+oxr'. vi= 0 pentru ca originea lui S’
nu se misca fata de originea lui S. v =v'+@xr",
vezi figura. Miscarea pm fatd de S va fi de

rotatie cu S’ + translatie de-a lungul axei de

rotatie in S’ = migcare elicoidala.
a=a, +a'+2®xV'+E x F'+(73><((73>< F') . a1=0;a =
0O pentru ca pm are o miscare cu viteza

constanta in S’; e = 0 pentru ca o este constant;

20 xV' = 0 pentru ca cei doi vectori sunt paraleli. Rezulta:

a= a)x(a)x F') = acceleratie centripeta.
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b) circular cu viteza constanta (in S’), in

sens opus acelor de ceasornic.

V=V,+V'+®xr'. vi= 0 pentru ca originea

lui S’ nu se migca fata de originea lui S.
vV =V'+oxr', vezi figura. Miscarea pm fata de S va fi de “dubld” rotatie: rotatie cu S’

+ rotatie in S’.

5:5.1+§.'+26)x\7'+§xf'+€ox(€0xf') . a; = 0
'2 > » » >
a'=2—, centripetd in S’, pentru c& pm are o ® o x(oxr)
;
migcare circulara cu viteza constanta in S’; -="

e=0pentru cd ® este constant; 2oxVv'=a

cor ?

acceleratia  Coriolis; &x(@xf') o alta ~  ~T=-----

componenta centripeta. Rezulta:
a= é'+26)><\7'+63><(6)>< r ) . Se observa ca toate componentele acceleratiei sunt
centripete.

c) radial cu viteza constanta v' (in S’).

V=V, +V'+oxr'. v¢ = 0 pentru ca originea
lui S’ nu se migca fata de originea lui S.

vV =V'+oxr', vezi figura. Miscarea pm fata

de S va fi o spirala cu o raza care creste

uniform Tn timp.

d=a +a+20xV+Exr+ox (1) . a; = 0 -

> >

o X(oxr)

a'=0pentru ca in S’ miscarea e rectilinie cu

V' constant; ¢ =0 pentru cad ® este constant;

= i
oxV'=a,

N

este  acceleratia  Coriolis;

or

O X (a)x F') 0 acceleratie centripeta.

a = 20xV'+ox (@®x1")
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Exemplul 3: O furnica porneste din
varful unui con de deschidere 2a si
se misca uniform pe generatoarea

conului, cu viteza v' . Conul se

roteste uniform in jurul axei sale cu ., 4

viteza unghiulara ® , constanta.

Aflati acceleratia absoluta a furnicii. -
a=a,+a+20xV'HEx T +ox (Ox ") . Y
a; = 0; a'=0pentru ca in S’ miscarea e rectilinie cu v' constant; ¢ =0 pentru ca ®
este constant; 2oxv'=a, este acceleratia Coriolis; 60><(Cox F') o acceleratie

centripeta. Sa alegem originea lui S’ la varful conului.

a=26xV'+ox(®dxT"), vezi figura de mai sus.

2oxv'=a, este un vector tangent Ila con, ce are marimea:
20V'sin(t—a)=2mv'sina.

cTax(cTax F') este o acceleratie centripeta. (aax F') este un vector tangent la con, de
méarime or'sin(t—a)= or'sina. @ este perpendicular pe (®xF'), asa ca x(Gdxr")
este un vector pe directie centripetd de marime - or'sina-sin(n/2)= w?v'tsina .

Cele doua componente ale acceleratiei sunt constante iar marimea acceleratiei
absolute o obtinem din teorema lui Pitagora:

a’ =40v?sin’ a+w*v'?t?sin*a iar a = ov'sinov4 + o’t?

La seminar vom discuta efectele pe care ar trebui sa le simtim pe Pamant, din cauza
faptului ca pamantul este un sistem de referinta neinertial (se roteste in jurul axei

sale):
e Verticala terestra si dependenta greutatii corpurilor de latitudine
e Erodarea malului drept al raurilor din emisfera nordica.
o Caderea libera a unei pietre; deviatia ei.

e Pendulul Foucault: deviatia planului de oscilatie al pendulului.
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