MECANICA 5. DINAMICA SISTEMULUI MECANIC.

Centrul de masa.

Se observa ca ecuatiile pentru migcarea de translatie a sistemelor mecanice se

aseamana cu cele scrise pentru miscarea punctului material. Pentru un sistem

. d = - ~ 5 . . . L=
mecanic: d_l;:F unde p =) mV, =Y mr, este impulsul sistemului mecanic iar F
k k

este rezultanta fortelor externe. 2—? —F= Z mk'rj( .
k

Aceleasi ecuatii le-am scrie si pentru o particula de masa m :ka, aflata intr-un
k

mkrk
punct r, sub actiunea fortei F: F =mr, daca r =-*——. Numim centru de masa

m
(CM) acel punct.

2 Ml
— _k

m

,7
¢ m

kaxk zkak zmkzk
K _ % _

—_ _k
lycm_—’ Zcm

Descompunand pe axe, obtinem: x_, = *——
m m m

Exemplul 1: Centrul de masa al unui sistem de doua corpuri.

L mF+my
r, = :
m, +m,

Se arata usor ca centrul de masa al celor m
doua corpuri se afla pe dreapta care
uneste cele doua corpuri, mai aproape de r &

. . 'r2c
corpul mai greu. Pentru aceasta se r, \

calculeaza r,, =r,—r,, si se arata ca este m,

pe directia r, —r,, adica pe dreapta care

Sy

uneste cele doua corpuri. Daca cele doua
corpuri au mase egale, centrul de masa X

se afla la jumatatea distantei dintre ele.

114



MECANICA 5. DINAMICA SISTEMULUI MECANIC.

Exemplul 2: Centrul de masa al unui corp

omogen, de forma oarecare, de densitate

- dm
cunoscuta. In acest caz alegem un element de Z A iy it
r
volum dV, care va avea masa dm = pdV.
kai';( rcm
Daca dV este mic, suma r,=-*—— se
m >
— — ’y
Irdm J.I’pdV
transforma in integrala: r,, =¥ =Y
m m X

unde integrarea se face pe tot volumul corpului.

Daca un corp omogen are un plan de simetrie sau o axa de simetrie, centrul de

masa se gaseste in acel plan sau pe acea axa de simetrie.

Centrul de masa nu este obligatoriu sa apartina unui punct al corpului.

¢

Vom vedea intr-un capitol urmator ca, experimental, putem gasi centrul de

Exemplu:

masa al unui corp prin metoda suspendarii corpului in diferite puncte.

: Din punct de vedere al translatiei, sistemul de puncte materiale se comporta

ca si cum toata masa lui ar fi concentrata intr-un punct, centrul de masa, iar

fortele externe ar actiona acolo.

O intrebare care probabil va framanta pe multi: ecuatia de migcare a unui baston de
masa M si lungime L aflat sub actiunea unei forte F este aceeasi cu ecuatia de

migcare a unui mar (punct material) de aceeasi masa sub actiunea aceleiasi forte F ?
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MECANICA 5. DINAMICA SISTEMULUI MECANIC.

Raspunsul este "da”, daca este vorba de miscarea de translatie, si nu ne intereseaza
orientarea spatiala a corpurilor. Centrul de masé al bastonului si al marului vor avea

0 miscare identica.
Derivam mr,, = m,r, in raport cu timpul = mr, => mr, =p. Impulsul total al
k k

sistemului este egal cu masa sistemului inmultita cu viteza centrului de masa.

Derivam inca o data = mF:kaFk = F . Rezultanta fortelor externe, F, este
k

egala cu masa sistemului inmultita cu acceleratia centrului de masa.
Fortele interne nu pot schimba migcarea centrului de masa.

Exemplu: miscarea unui baston; centrul de masa al bastonului se migsca pe o
traiectorie parabolica; miscarea unui obuz; partile in care s-a rupt dupa explozie se
misca in asga fel incat centrul lor de masa igi pastreaza migcarea pe parabola initiala.
Cand una din parti atinge pamantul apar forte suplimentare iar miscarea obuzului

este alterata.

S S S S S S S TSSSSSSS7

Migcarea studiata din sistemul de referinta al centrului de masa.

Am vazut ca rezolvarea multor probleme este facilitatda de alegerea corecta a
sistemului de referintd (coordonate) din care privim acea problema. S& vedem cum
se "vede” migcarea unui sistem puncte materiale privita dintr-un sistem de referinta
legat de centrul de masa, SRCM care se migca prin translatie fata de un sistem de

referinta fix, numit sistem de referinta laborator, SRL.
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—

r,=r,+r' . r' sunt coordonatele particulelor masurate din SRCM (S’ din notatiile

anterioare).

kaflk
k

m

=0

pentru ca reprezinta coordonata centrului de masa masurata din SRCM. La fel:

ka?lk Zplk
k — 0=k

=0, suma impulsurilor relative (in SRCM) este zero. Informatia

m m
este foarte utila pentru sistemele de doua particule, cand, in SRCM, impulsurile celor

doua particule vor fi intotdeauna egale in modul si de sens contrar.

Impulsul in SRCM.

r,=r,+r', v,=v, +V' (viteza absolutd = viteza de transport + viteza relativa).

p=Y mv,=>mv, +>mv,=mv,+>mv', . Ultimul termen este nul.
k k k k

Impulsul relativ al sistemului de particule este nul in SRCM. Daca sistemul este
format din doua particule, impulsul lor trebuie sa fie egal si de sens contrar in SRCM.
p=mv,, . Impulsul sistemului este egal cu produsul dintre masa sistemului si

viteza centrului de masa.

Momentul cinetic in SRCM.

J :sz X M,V ZZ(ch +F'k)xmk(‘7cm+‘7'k)zfcm Xchm+zF|kxmk‘7'k
K K K

Primul termen, r, xp, descrie miscarea CM in sistemul de referinta laborator, se

numeste moment cinetic orbital, L . Cel de-al doilea termen, ZF'kxmkV'k descrie
k

momentul cinetic al particulelor sistemului, privite din SRCM, si se numeste moment

cinetic de spin S, sau moment cinetic relativ.

J=L+8S.
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. s dd . 3
Viteza de variatie a luiJ, ot este momentul fortelor externe care actioneaza asupra

sistemului de puncte materiale: J=M=>)FxF . = Z(ch +7' )xF, .. sau,
k k

desfasurat:

= - — = —
J = Zrcm ><Fk_ext +Zr kXFk_ext )
k k

—

Dar J=L+S , iar L=r, xF ceea ce inseamna ca S:ZF'kka o - Teorema
k

momentului cinetic are accesi forma si in SRL si in SRCM, oricare ar fi

migcarea de translatie a SRCM.
Energia cinetica.
Viteza particulei k de masa m se scrie: v, =v_, +V', .

2 2 12 — ]

; L myve myve, mv, kavcm Vi
Energia ei: = + + .
2 2 2 2

Cand Calculam energia cinetica totala prin insumare, ultimul termen dispare =

2 2 12
E=Y ’"kz‘/k - % 5 mkzv k. Teorema Kénig (1751). Energia cinetica total3, £, ,
k k

2
este egala cu energia cinetica de transport (orbitalda) a centrului de masa m;”” (Ecm

ca si cum toata masa ar fi concentrata in CM) + energia cinetica relativa (interna) a

R m V|2
componentelor, in SRCM E', = Z%
k

E -E,_+E".
Teorema energiei cinetice: dE, = Z(Ifk_ext + IEk_int)' dr,
k

2

12
dEC - d(mgcm " Z meV ; J - Z(ﬁk_ext + ﬁk_int)' (dfcm + dFlk).
k k
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dEc = ﬁext d,:;:m + Z(ﬁk_ext +,Ek_int)' dI_;'k .
k
Pe de alta parte stim ca:

— — 2
F -9p_dmve, o d(mvc’"Jﬂ: -dr,, =dE,, sidin:

ext — dt - dt 2 ext

dEc = ,Eext : chm + Z(ﬁk_ext + ,Ek_int)' dF'k si dEc = dEcm + dE’c rezulta:
k

dE' =S o+ Fi i) Oy

c k_ex
k

Teorema energiei cinetice totale se scrie la fel in SRL si SRCM, oricare ar fi
migcarea de translatie a SRCM fata de SRL.

! SRCM este sistemul de referinta ideal pentru sistemele de corpuri izolate (fara
interactiune cu exteriorul), pentru ca este un sistem de referinta inertial.

Exemplu: Un resort de

lungime nedeformata l,

constanta elastica k este

. , v,
legat de doua corpuri de
masa m, ca In figura. b j\/\/\/\/\/\/\_ a
Presupunand ca initial 7/ /7777777777 >
. rb .
resortul este nedeformat iar _— > r

a

\

corpului din dreapta i se
imprima o viteza v, spre
dreapta, sa se gaseasca dependenta de timp a vitezei corpurilor. Migcarea celor
doua corpuri se efectueaza fara frecare. Cel mai convenabil este sa descriem

i e mr,+mr, I+,
migcarea corpurilor din SRCM. r,, =—2 b=2_0b,

2m 2
, L Mmvy, +MVy, VvV . N
Viteza initialda a CM este v, =%:?°. Asupra CM nu actioneaza nici o
m

forta pe directia orizontala, deci CM se deplaseaza cu viteza constanta, v,/ 2 spre

dreapta (este SRI).
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Coordonatele celor doua corpuri, masurate in SRCM sunt:

ro=r,—r,, r,=>r—r,=-r

a a cm? cm a'-"

: o y . . .V
Viteza initiala a celor doua corpuri in SRCM, v', =-v';, = ?O

Alungirea instantanee a resortului este: r, —r, =/ =r',—r',—/ . Vom avea:
mi', = —k(r',-r',~1) si mi", = k(r',~r',~I). Le scddem si obtinem:

m(F',—F',)=—2k(r',—r',~I) . Dacd notdm cu u alungirea resortului, vom avea

u=r,—r,—I=r',—r',—l si

mu =-2ku adica U+%u:0. Notam %:wz si obtinem ecuatia oscilatorului:

i+o’u=0 care are ca solutie: u=Acos(ot+¢) . u(0)=0 = o¢=n/2 =>

u = Asin(ot). u(0)=v", (0)-v', (0)=v, = Aw. Vom avea:

u= ﬁsin(mt). Dependenta de timp a distantei dintre particule este sinusoidala.
®

ult)=v', (t)-v', (t). Stiind ca v', (t)=-v', (t) rezults: v', (t)=-v', (t)= %vo cos ot .
in SRL vom avea:

v,(t)=v,, +V'

o a=ﬁ+lvocoswt, vb(t):vcm+v'b:ﬁ—£vocoswt.
2 2 2 2

Ciocniri.

Majoritatea cunostintelor pe
care le avem despre atomi,
nuclee si particule elementare
provin din experimente de
imprastiere a  particulelor.
Daca identificarea interactiunilor
care apar intr-un proces de

imprastiere este o0 sarcina
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dificila, gasirea directiilor de imprastiere, a vitezelor si energiilor finale este mult
usuratd de existenta unor legi de conservare, pe care le vom discuta aici. Se
considerd céa initial particulele erau la distante mari una de cealaltdé si nu
interactionau intre ele. Forte de interactiune intre cele douéa particule apar pe masura
apropierii particulelor si duc la modificarea impulsului individual al acestora (impulsul
total se conserva pentru ca aceste forte sunt forte interne pentru sistemul format din
cele doué particule). Dupa imprégtiere particulele se afla iarasi la mare distanta si nu

mai interactioneaza.

Daca rezultanta fortelor externe este nula, impulsul sistemului se conserva si

my, + myv, =my',+my"',

Experimental, de obicei se cunosc v, si v,. Mai mult, de obicei una din particule se

afla in repaus (ciocnirea cu un perete, ciocnirea particulelor accelerate cu o tinta, ...).

Fenomenul de ciocnire a doua corpuri il asociem de obicei cu un eveniment care
implica contactul dintre cele doua corpuri (desi, principial, si imprastierea particulelor
despre care am vorbit mai sus este tot un proces de ciocnire, insa de durata mai
lunga — in sensul definitiei de mai jos). Se considerd ca cele douéd corpuri
interactioneaza doar pe timpul ciocnirii si c& durata ciocnirii este foarte mica astfel
incét variatia de impuls (si moment cinetic) datorat eventualelor forte externe este
nul. La fel ca si in procesul de imprastiere a particulelor descris mai sus, intr-o

ciocnire impulsul (si momentul cinetic) se conserva.
my, +my, =my' +my', .

In momentul ciocnirii, corpurile se deformeaza, viteza relativa devine zero iar energia
lor cinetica se transforma in alte forme de energie (deformatie, termica, ...). Imediat
dupa aceasta etapa, urmeaza etapa separarii, cand viteza relativa creste din nou si
energia inmagazinatd in deformatie este re-datd corpurilor. In cazul ciocnirilor
elastice, energia cinetica a corpurilor inainte de ciocnire este egala cu energia
cinetica a corpurilor dupa ciocnire (nu se inmagazineaza energie prin deformare si nu
se pierde energie prin incalzirea corpurilor). In cazul ciocnirii total neelastice

(plastice) cele doua corpuri fuzioneaza si se misca impreuna. Energia cinetica a
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ansamblului format este mai mica decat energia initiala a partilor. Diferenta de

energie a fost transformata in alte forme de energie.

in zona de contact apar forte tangentiale si normale foarte mari insa acestea nu pot
modifica impulsul sistemului ci doar redistribui impulsul intre partile componente.
Daca directia normalelor coincide cu directia de miscare a corpurilor inainte de
ciocnire, ciocnirea se numeste frontala. Daca directia normalelor trece prin centrele
de masa in momentul ciocnirii, ciocnirea este centrala (de ex. pentru sfere omogene,

ciocnirea este intotdeauna centrica, dar in general oblica).
Ciocnirea elastica.
- se conserva impulsul total si energia cinetica totala.

Exemplu: cazul 1 D.

2 2 12 12
myv, +myv, =mv'.+my' mlv1+m2v2_mlvl+m2v2
1¥1 2V 2 — 1v 1 2V 20 2 2 - 2 2

mv, =)= myv',=v,), mvi —vi)=m,vi-vi)

de aici v, +V'|=Vv',+v, ®» -V, +V'|, =+v,—v, adica v',=-v, = viteza relativa isi

schimba semnul.

myv, + myv . myv, + my
L1 22 _yijarv',=2—11 —22_y

Dupa calcule, obtinem: v', =2
m, +m, m, +m,

e Daca masele sunt egale: v',=v,, v',=v, (corpurile schimba vitezele la ciocnire)

e Daca una dintre mase este in repaus inainte de ciocnire, v, =0 atunci:

., m —-m, 2m,

H )
V= VisSlv,=

= v,. Daca m, > m,, m, continua migcarea, daca
m, +m, m, +m,

m, <m,, m, ricogeaza inapoi, daca m, =m,, m, se opreste.

Daca m, >> m, (ciocnirea cu un perete) atunci v',=2v, —v, si v',=v, (peretele nu

simte ciocnirea si isi continua miscarea cu aceeasi viteza).

Ciocnirea perfect plastica.

122



MECANICA 5. DINAMICA SISTEMULUI MECANIC.

myv, +my,v,
m, +m,

Impulsul se conserva: my, + m,yv, =(m, +m, ' iar v'= . Energia cinetica

nu se conserva —AE_, =Q (Q este pierderea de energie la ciocnire: deformare,

2 2 2
_mv, n myv, _ (ml + mz)v

caldura, ) Q care se poate scrie
2 2 2
Q= EM(\7l —V,f = 1pvf unde n este masa redusa iar v, este viteza relativa.
2m +m, 2

Ciocnirea inelastica.

Pentru descrierea ciocnirilor care nu sunt nici elastice si nici perfect plastice, si pentru
a avea o masura a caracterului elastic al unei ciocniri se foloseste notiunea de
coeficient de restituire. Coeficientul de restituire este definit ca si minus raportul

dintre viteza relativa normala - dupa ciocnire si viteza relativa normala - inainte de

. . 174 v, -
ciocnire. k=——m —_"1n " 2n
"4 V1 — V2

m

. Termenul “normala” se refera la componenta vitezei

n n

perpendiculara pe planul de contact din momentul ciocnirii (componenta vitezei pe

directia reactiunii normale).

Ciocnirile si SRCM.

Aproape intotdeauna este mai convenabil de studiat fenomenele de imprastiere din
SRCM decat SL. Miscarea corpurilor in SRCM este miscare relativa, miscarea
SRCM fata de SL este migcare de transport iar migcarea corpurilor fata de SL este

miscarea absoluta.

. omy, +m,V,
cm )
ml +m2
Vi=Ve, t Vi, Vo =V, + V.
Atunci
Vie =V1i—Vens Voo =V = Vi
RO m, YRRV Y] m, V. —V
Adica: v, = ( 1 —Vz), Vye =— (V1 _Vz)
m1.|_m2 ml +m2
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Se observa ca in SRCM cele
doua corpuri au vitezele coliniare.
Impulsurile corpurilor sunt egale si

de sens contrar in SRCM.

- mm,
m, +m,

Pic (\71 - \72) = u‘_jrel )

V,-V,)=-uv, . In plus, impulsul

sistemului, (m, +m, ), , se conserva, adica v, este

cm?

constant.

Daca in SL o ciocnire arata ca in desenul de mai sus,
in SRCM vedem corpurile apropiindu-se pe o
directie, iar dupa ciocnire le vedem indepartandu-se

pe alta directie, vezi desenul din stanga.

Miscarea corpurilor este mult mai

simpla in SRCM. Vitezele initiale N

si finale determina planul de .
imprastiere. In acest plan, fiecare particuld este deviata cu acelasi
unghi ®. ®depinde de natura interactiunilor dintre particule . o

iar masurarea lui ofera informatii despre aceste interactiuni.

Daca ciocnirea este elastica, atunci in SRCM scriem:
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2 2 12 12
my,, mv, —mVv. mv. . ,
121° 12 2 — 12 e+ 12 2 jar myv,, —-myv, =0 si myv'.,-myV', =0 deoarece

impulsul sistemului in SRCM este nul.

v, =V',, i v,, =V',, = in ciocnirea elastica, in SRCM, viteza fiecarei particule este
aceeasi inainte si dupa ciocnire = vectorii viteza se rotesc in planul de imprastiere.

Veti spune cad masuratorile unghiurilor de impragtiere (61 pentru particula 1 si 6.,
pentru particula 2) se efectueaza in SL. Corect. Sa gasim legatura dintre unghiul ® si

unghiurile de deflectie 61 si 6, masurate in SL.

C R N m ; m
Exemplu: Ciocnirea cu o particula aflata in o v N z
> L 4
repaus. ; Vie
Ve >
- myV. - my, - v,
ch: — ’ Vlc: — Vl ’ __T_)
m, +m, m, +m,

_ myv, -
Vye =—————V, ==V

2c ml + mz 1 cm

Diagramele vitezelor pentru cele doua particule sunt prezentate in figurile de mai jos.

>
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