MECANICA 6. MISCAREA SISTEMELOR CU MASA VARIABILA.

6. MISCAREA SISTEMELOR CU MASA VARIABILA.

Numim sistem cu masa variabila un corp a carui masa se modifica in timp. Acel corp
poate sa piarda masa (i.e. expulzeazd masa: rachete, comete, ...) sau sa castige

masa (probleme de incarcare: a vagoanelor, a satelitilor care trec prin nori de praf,

I Legile pe care le-am studiat pana acum se refereau la miscarea corpurilor cu masa
constanta. Pentru a aborda probleme in care masa corpurilor este variabila este

nevoie de putin mai multa atentie.

Sa presupunem ca la un moment dat masa corpului este m (m va depinde de timp) si

. dm . I . . y . i
ca Weste viteza de variatie a masei corpului (daca masa creste, viteza de variatie

este un numar pozitiv, daca masa corpului scade, viteza de variatie este un numar
negativ). Mai presupunem ca viteza corpului este v (viteza centrului sau de masa),

viteza masei dm este u (u este viteza absoluta) iar F este o forta externa.

Daca am face fotografii in rafala a sistemului in momentul in care masa corpului este
m, am vedea ceva de

genul figurii din dreapta.

%
m ——> m+dm
Sistemul de corpuri este :

format din corpul de /
masa m gi corpul de

dm

masa dm.
Impulsul initial: dm-u+m-v

Impulsul final: (m +dm)- (v +dv)

Din teorema impulsului stim ca: dp = F -dt. Vom avea:

(m+dm)-(V+dv) - dm-d-m-v=F-dt

Desfacand parantezele, neglijand termenii dm-dv, care sunt mici pentru intervale

dt — 0, si folosind m-dv +v-dm=dmv, vom obtine:

d(mv)—dm-ii=F -dt care se poate scrie ca:
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d(mv) _dm i=F sau
dt dt
mz—:—Z—T-(U—V):IE. v'=(i—V) este viteza relativd a lui dm fatd de m (viteza

relativa de expulzare a masei sau viteza relativa de acumulare a masei). Aceste

ecuatii se mai numesc ecuatiile lui Mescerski (1897). Z—T>O pentru captare si

C:j—T <0 pentru emisie de masa.

= _.dm dv = =

Variantda de scriere: F+v 5 =My s F+F =ma . Unde cu
F. :V'Z—T:(U—V)d—m am notat forta reactivd care actioneaza asupra lui m,

proportionala cu viteza relativa. La expulzare, dm <0 iar forta reactiva care

actioneaza asupra lui m este de sens opus vitezei de expulzare v'.

Desenul pe care l-am prezentat pentru exemplificarea sistemelor de masa
variabila este identic cu cel pe care I-am folosi pentru a exemplifica ciocnirile.
De ce la ciocniri am folosit legea de conservare a impulsului iar in cazul acesta

legea de variatie a impulsului?

Exemplul 1:

Un satelit care se migsca cu viteza am

constanta v (SL) trece printr-un nor u
de praf cosmic. Particulele de praf v v

m+dm p———

. dm . .
se depun cu viteza T iar viteza

particulelor de praf este u (SL). Care este forta necesara pentru a mentine satelitul in

miscare cu viteza constanta (forta produsa de motoare, de exemplu).
p,=mv +dm-u

p, =(m+dm)/ (am impus ca in final viteza satelitului sa nu se modifice).
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p,—p, =Fdt = (m+dml-mv—-dm-i=Fdt = ﬁ:(\?—ﬁ)%—T . Forta pe care

trebuie sa o aplicam asupra satelitului trebuie s& compenseze forta reactiva
(adica trebuie sa fie egala in modul gi de sens contrar fortei reactive).

Reamintim c& F. = (i —\7)dm

Exemplul 2:

Un incarcator de vagoane umple vagoanele

cu marfa (nisip, de exemplu) cu viteza (L—T

Care este forta necesara pentru a mentine

vagonul in miscare cu viteza constanta v, pe

directie orizontala?

Fie m, masa vagonului la un moment ¢. Pe directia orizontala vom putea scrie:

p; =mv

p; = (m+dm)v

B, —p,=Fdt = (m+dmy —mv=Fdt & (m+dm) —mv = Fdt, de unde F:Z—Tv.

La fel ca si in Exemplul 1, pentru ca vagonul sa continue sa se migte cu viteza
constanta, trebuie sa existe o fortd care s& compenseze forta reactiva pe directia x.
Altfel spus, presupunem ca masa dm pe care o adaugam (cu viteza pe directia x
egala cu zero) lui m in timpul dt, se misca cu viteza orizontala v, dupa timpul dt.
dma ajuns de la 0 la v in timpul dt, deci asupra lui trebuie sa fi actionat o forta pe

v-0
dt

directia x F =ma=dm

Miscarea rachetelor este una din principalele aplicatii ale ecuatiilor lui Mescerski. Sa

consideram o racheta de masa M (la un moment dat), care isi consuma combustibilul

, dM . y , < < , :
cu viteza o si arunca gazul cu viteza u fata de racheta. Ecuatia care descrie
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migcarea sistemului este ecuatia lui Mescerski, care scrisa cu variabilele din

problema noastra are forma: F = Md—v - 17%

dt dt

Exemplul 1: Racheta migscéndu-se liber (fara interactiune) in spatiu.
Presupunem ca viteza ei initiala este v, =0 si cad racheta arde o parte din

combustibil pentru a ajunge la viteza v.

in acest caz F =0iar M%:U% = Mdv = udM . Presupunem ca u si vsunt pe

dMm i tdM
aceeasi directie = Mdv =udM adica dv:uw. Integram, J‘dv:uj'w si vom
0 M,

M M, . .
avea: v=ulnM| = —ulnﬁo. Se observa ca:
0
¢ viteza rachetei este de sens opus vitezei relative de expulzare a gazelor;

e viteza finala a rachetei nu depinde de viteza de variatie a masei,%, ci doar
de masa initiala si finala;

e timpul in care ajunge racheta la viteza finala depinde de viteza de variatie a

masei.

Exemplul 2: Racheta in camp gravitational. Presupunem ca intensitatea cdmpului

gravitational este constanta.

In acest caz forta exterioara care actioneaza asupra rachetei este

v
F =mg . Mai presupunem ca racheta este lansata de la suprafata
Pamantului la t, =0, fara viteza initialda (v, =0), vertical in sus g
(vezi desenul din dreapta). u l

~ V - - . . . 7777777777
Mg = Mz—‘;—udd—l\: = gdt =dv — u%. Daca scriem ecuatia scalar

(axa pozitiva in sus) si integram, obtinem: —g(tf—to):(v—v0)+uln% adica
0

V= —uIn%—gtf sau v = uln%—gtf.
MO Mf
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viteza rachetei este cu atat mai mare cu cat cantitatea de combustibil care se

arde este arsa in timp mai scurt (fr este mai mic).

conditia ca racheta sa se desprinda de suprafata pamantului este ca forta

reactiva (produsa de combustibilul ars) sa fie mai mare decat forta de atractie

am
gravitationala care actioneaza asupra rachetei: u% >M,g .
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7. CINEMATICA SI DINAMICA SOLIDULUI RIGID.

Solidul rigid este un model folosit in mecanica pentru a descrie corpurile pentru care

distantele intre parti (particulele constituente) nu se modifica in timp.

Aflarea miscarii unui solid sub actiunea unor forte este problema de care ne vom
ocupa in continuare. Pentru rezolvarea acestei probleme ne folosim de o teorema
care spune ca orice deplasare a unui corp rigid poate fi descompusa in doua miscari

independente: o translatie a centrului de masa + o rotatie in jurul centrului de masa.

Migcarea rigidului este de translatie, daca un segment al rigidului se migca paralel
cu el insusi. in miscarea de translatie a rigidului toate punctele rigidului au traiectorii
paralele, aceeasi viteza gi aceeasi acceleratie = daca stim migcarea de translatie a
unui punct al rigidului, stim miscarea oricarui punct al rigidului (din punct de vedere al

translatiei, rigidul se comporta ca gi un punct material).

Centrul de masa al rigidului este un punct ale carui proprietati le cunoastem
(vezi Cap. 5. Dinamica sistemului mecanic; centrul de masa); miscarea de
translatie a oricarui punct al rigidului este identica cu migcarea de translatie a

centrului de masa.

Migcarea rigidului este de rotatie, daca punctele acestuia au o traiectorie circulara in
jurul unei axe de rotatie.

Aflarea migcarii rigidului sub actiunea fortelor se imparte in doué etape:

1. Gasirea migcarii de translatie a centrului de masa (problema pe care stiti deja

sa o rezolvati)

2. Descrierea migcarii de rotatie in jurul CM: problema de care ne vom ocupa in

continuare.
Migcarea de rotatie.

In miscarea de rotatie a rigidului, toate punctele
acestuia executa migcare pe traiectorii circulare, cu

aceeasi viteza unghiulara o (® ||axa de rotatie).

Viteza v cu care se roteste un punct in jurul axei este v =oxr .
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fnainte nsd de a aborda miscarea generald a rigidului,

>
o
Z A

L3

vom discuta un caz foarte particular, dar des intalnit in

practica, miscarea in jurul unei axe fixe.
Miscarea in jurul unei axe fixe

Daca directia axa de rotatie este fixa (migcare in jurul

unei axe fixe) sau se deplaseaza paralel cu ea insasi

V‘<

(migcare plan-paralelad), atunci directia lui ® nu se
schimba in timp = putem avea doar o variatie a marimii
lui © iar acceleratia unghiulara € (daca exista), este

paralela cu o, si deci paralela cu axa de rotatie.

Echivalentul acestui tip de migcare in migcarea de translatie este migcarea rectilinie

(doar marimea vitezei se poate modifica in migcarea rectilinie).
Exemple: scripete (fix sau mobil); disc (roata) in miscare rectilinie, ... .

Pentru analiza miscarii in jurul unei axe fixe, sa consideram axa respectiva ca axa z,

o||z . Atunci © = (0,0,co), iar pentru un punct k al rigidului aflat la distanta r, fata de

un sistem de coordonate cu originea pe axa de rotatie: v, =oxr, adica:

i j ok
V,=|0 0 o|=(oy,ox,0) ir v, =V, v, :wwlix,f +yfi:m p2 =wp, , unde
Xk yk Zk

p, este distanta de la punctul k la axa de rotatie, i.e. raza cercului pe care se roteste

punctul k in jurul axei fixe.

Momentul cinetic al particulei k se scrie ca L« =7 *MVi Vi |.am calculat deja:

i ik
v, = (- oy, 0x,0) siatunci: L, =F, xmy, =| X, Y o Z-
-moy, mwox, 0

Rezolvand determinantul obtinem: L, = (— wmkzkxk,—mmkzkyk,mmk(x,f + y,f))
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Momentul cinetic al rigidului in migcare in jurul unei axe fixe il obtinem prin

insumare:
L= ZEK = [_ mz mkzkxk’_(’oz mkzkyk’mz m, (th + Y;f )}
k k k k
Se observaca L, = mka(x,f +y?)= ®Y mp; .
k k

Suma kapi din ultimul termen se numeste moment de inertie al rigidului fata
k

de axa de rofatie, si se noteaza cu |.
2
I = kapk
k

I depinde de distributia masei rigidului in jurul axei de rotatie.
Putem scrie: L, = lo.

Daca distributia de masa este continua, suma prin care am definit momentul de
inertie se transforma in integrala: | = jrzdm. Integrarea se efectueaza pe tot volumul

corpului si am folosit r (in loc de p) pentru distanta de la elementul de masa dm la

axa de rotatie.

Din teorema momentului cinetic: %:I\?l iar pentru componenta z a momentului

cinetic vom avea: M, = dstZ = ddl—:) = le . Aceasta forma a ecuatiei pentru migcarea de

rotatie Tn jurul unei axe fixe seamana cu legea a doua a lui Newton pentru migcarea

de translatie (F = ma).
De ce ne intereseaza doar componentele de-a lungul axei z (®)?

Pentru ca calculam mai ugor, si in plus marimile de interes (viteza i acceleratie

unghiulara) sunt pe directia acestei axe.
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Energia cinetica a rigidului in rotatie Tn jurul unei axe fixe se scrie ca suma energiilor

cinetice ale partilor (toate punctele rigidului au o migcare de rotatie Tn jurul axei).

kavi zmk (O‘)pk )2 2
_ K K

E _ lo
2 2

= Analogia cu migcarea de translatie se pastreaza.

Teorema lui Steiner

Aceasta teorema ne va ajuta sa calculam

. . < < - X
momentul de inertie | fatd de o axa oarecare daca ¥
stim momentul de inertie fatd de o axa paralela cu

ea, si care trece prin centrul de masa, lo.

Presupunem ca z este axa de rotatie, vezi figura

din dreapta, si ca aceasta axa se afla la distanta

X

d de centrul de masa (linia punctata este o axa, g >
( P Px Pre ,* CM

paralela cu z, si care trece prin centrul de masa). ’

Cu px am notat distanta de la punctul k la axa de d/

rotatie iar px. este distanta de la punctul k la axa /

care trece prin centrul de masa. Distanta dintre

cele doua axe este d.
| =Y mp? =Y m,lp2, +d* +2dp,,).
k k

Ultimul termen ne-ar da pkccm, adica distanta pyc a centrului de masa, care este zero
deoarece centrul de masa se gaseste la pxc = 0 de linia punctata (adica pe linia

punctata).
| =Y mep =D mpi, +d>> . m, =1, +md?*.
k k k

Momentul de inertie fatd de o axa oarecare este egal cu suma dintre (momentul de
inertie fatd de o axa paralela cu prima si care trece prin centrul de masa) si (produsul

dintre masa corpului inmultita cu patratul distantei dintre cele doua axe).

Exemple de calcul: masa punctuala aflata la distanta d de axa, inel circular, disc,

tija, placa, ... .
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Exemplu: Sa calculam acceleratiile corpurilor si tensiunea din fir pentru sistemul de

corpuri din figura din dreapta, dacé scripetele este real (are moment de inertie). Daca

¥ AN

scripetele nu este ideal, tensiunile din
firele de-o parte si de alta a scripetelui nu

mai sunt egale.

Pentru migcarea de translatie
reprezentam fortele, alegem un sens

pozitiv de migcare si scriem ecuatiile
ZF:ma. A

Pentru migcarea de rotatie, reprezentam 1

;‘4

fortele, alegem un sens pozitiv de rotatie

si scriem ecuatile Y M, =1¢ (axa de m.g

rotatie, axa z este perpendiculara pe \/

planul hartiei). Vom avea sistemul de cinci ecuatii:

mg -T,=mga
T,-mg=m,a
TR-T,R=1¢
a=¢tR
N-T,-T,-Mg =0

cu necunoscutele a,g, T,,T, si N.

Pendulul fizic.

Reamintim descrierea pendulului matematic: un corp

punctiform de masa m atarnat de un fir ideal de lungime /.

Daca este scos din pozitia de echilibru (verticala), pendulul

are o migcare oscilatorie. Pe directia tangentiala vom putea
scrie: —mg sin® =ma, = mel =m@l . Pentru unghiuri mici,

sin® = 0 si rearanjand termenii ecuatiei vom obtine:

é+%sin6:0, ecuatie identica cu ecuatia unui oscilator
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armonic, cu ® = \/g si solutie: 6 = Acos(wt + ¢). Daca pendulul pleaca din repaus de
la unghiul 69, atunci:

0 = 0, cos(wt ). Perioada de oscilatie a acestui pendul este T = 2 _ Zn\/g.
(V)

Un pendul fizic este orice corp care poate oscila in jurul unei axe fixe.

Pentru migcarea de rotatie a pendulului in

jurul axei fixe vom avea: .
rotatie

M = Ig, calculate fatda de axa de rotatie fixa.
Sensul pozitiv este ales sensul de crestere a

lui 6.
Pentru situatia din desenul din dreapta:

—Mglsin6=10. Daca rearanjdm ecuatia i
consideram doar deplasari unghiulare mici

( sin6=0 ) vom avea é+@e:0 sau

0+w0’0=0 , ecuatie identicd cu cea a

oscilatorului armonic cu ® :@ (era % pentru pendulul matematic). Lungimea

unui pendul matematic de aceeasi masa care ar avea aceeasi perioada este numita

. o .
lungime redusa, /.. | =— iar o’ -9

Mi /

r

Momentul de inertie fatd de axa de rotatie putem sa-I calculam din teorema lui

I, +MI> 1

Steiner: 1 =1,+MI* si atunci: /| = V"I+I=I'+I, unde prin I’ am notat

' Mi
l':|—°. Se observaca I >1.
Mi

Sa presupunem ca suspendam pendulul in punctul definit de I’ si sa calculam

Mgl' Mg’
Il +mi?

perioada de oscilatie. Folosim ce am calculat pand acum: o” =
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Stiind ca /':% , vom putea rescrie ultima expresie ca:
o' Mgl -9 :g:o) = perioadele sunt identice = daca stim lungimea

TIMIAMIZ T+l

r
redusd a unui pendul fizic si perioada corespunzatoare, putem afla acceleratia

gravitationala (vezi lucrarea de laborator).

Exemplu: Unde trebuie asezat

opritorul de usa in figura din dreapta opritor

balama T
pentru ca forta in balamale sa fie €% * ]

FJJ
minima? ,
F Fr'mpac(

Presupunem ca in momentul in care

usa ajunge la opritor are viteza unghiulara o,iar ca distanta de la balama pana la

centrul de masa este [.

Asupra usii, dintr-un sistem de referinta inertial, actioneaza fortele: F,

impact

din partea

opritorului, si F si F’ din partea balamalei. F’ joaca rol de forta centripetd in

migcarea de rotatie a usii in jurul balamalei.

inal =0 Ly = 10

Fatd de axa de rotatie scriem: %:M adica dL=Mdt . L

M =—IF

impact ?

unde / este distanta de la opritor la balama. Atunci avem:

0- 102 = 1 Fipporidt , 58U [ Fipdt = '% _

Pe de alta parte, variatia impulsului sistemului este egala cu impulsul fortelor

exterioare care actioneaza asupra sistemului:
Pines — Pinitial = Iﬁdt. Pe directia perpendiculara pe usa (pe directia lui Fimpact $i F’) vom

avea: p;,, =0 iar p,.., =mo,/' unde [' este distanta de la balama la centrul de

masa al usii. Vom scrie:

lo,

0= Myl' =~ [ (F+F e Wit == [ F'dt = [ F, . dt =—[ Fdlt - =
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Rezulta ca IF'dt = mmol'—l% = mo[m/'—ﬂ. Se observa ca daca pozitia / la care se

plaseaza opritorul este / :L atunci componenta F'a fortei din balama va fi nula.
m

Lungimea astfel calculata se numeste centru de percutie. De fapt, opritorul ar trebui

plasat la inaltimea centrului de masa (si nu la nivelul solului).

Se fac astfel de calcule si pentru a afla cum trebuie lovitd mingea de baseball a.i.
jucatorul sa nu simta lovitura in palma, sau pentru a calcula lungimea cozii unui

ciocan pentru ca cel care-| folosegte sa simta cat mai putin lovitura, etc. .

Miscarea plan paralela.

in miscarea plan paraleld, axa de rotatie se deplaseazéa paralel cu ea insasi, directia
lui ® nu se schimba in timp = putem avea doar o variatie a marimii lui ® (nu si a
directiei sale) iar acceleratia unghiulara € (daca exista), este paralela cu o, si deci

paralela cu axa de rotatie.

Exemple: scripeti mobili, roata in migcare rectilinie (daca vehiculul ia curba, directia

axei de rotatie a rotii se modifica iar migcarea nu mai este migcare plan paraleld).

in miscarea plan paraleld, miscarea poate fi descompusa intr-o miscare de

translatie a centrului de masa + rotatie in jurul centrului de masa.

Stim ca J =L +S, adica momentul cinetic total este momentul cinetic al centrului de

masa + momentul cinetic dat de miscarea in jurul centrului de masa. Componenta pe

axa de rotatie (z) a momentului cinetic, J,, va fi:

J, = (7 xp), + (S F xmv,) . Marimile * din ultima paranteza sunt masurate fata de

centrul de masa, iar suma respectiva este tocmai 1,0. J, = (ch X ,6)2 +1l,0.
Din teorema momentului cinetic vom avea ca:
daJ, -

d_tzzMeX’—z =(rcm><Fext)Z+ l,€ . Ultimul termen il notam cu M, si reprezinta suma

momentelor fortelor calculate fata de centrul de masa.
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Exemplul 1: Un disc de masa M si raza R este tras cu o forta constanta cu ajutoprul
unui fir infagurat pe disc, ca in figura. Discul aluneca fara frecare pe gheata. Descrieti

miscarea discului.

In prima varianta de rezolvare, vom scrie ecuatiile ) N

fata de centrul de masa: Alegem un sens pozitiv mRL 1 N

pentru translatie si pentru rotatie; pentru translatie *) —+’
scriem (pe axe) ca suma fortelor este masa F
sistemului inmultitd cu acceleratie centrului de TITII >
masa; pentru rotatie scriem ca suma momentelor

fortelor, Mo, (calculate fatd de centrul de masa) vy M9

este egala cu .

mg—-N=0
F=ma,,
FR =14

Se observa ca centrul de masa al discului se deplaseaza spre dreapta cu acceleratia
aecm, produséd de forta F. in acelasi timp, discul se roteste spre stanga (sens

trigonometric), din cauza momentului fortei F.

Varianta 2.
Pentru migcarea de translatie avem A N
. . A . A mJRJIO
acelasi lucru ca si in varianta 1. A .
e
Pentru migcarea de rotatie putem ) >
alege sa nu o studiem fata de CM r. F
ci fatd de un referential oarecare, ST 777 > >
vezi figura din dreapta. Vom folosi
: mg
atunci: A4

dd_jtz = Mext_z = (ch x ,Eext )z + MO .

Deoarece forta trece prin originea axei, momentul acesteia va fi nul Momentul fortelor

N si mg se anuleaza pentru ca sunt forte egale si de sens opus. Deci M, =0. Pe

ext_z

ext

de alta parte, (chxlE )Z este un vector perpendicular pe disc, care intra in foaie
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(sens -), si care are marimea r,, F sin(ocrcmFeX[): RF . My este momentul fortelor externe

fatd de centrul de masa, iese din foaie (sens +) si are marimea RF. insumand cei doi

termeni vom avea:

M =—-RF + RF =0, rezultat pe care il stiam deja.

ext_z

Pe de alta parte, detZ =0= (ch x F )Z +1,€, adica —Rma,, + 1,6 =0, de unde rezulta

ext

ca e :%, rezultat identic cu cel obtinut in varianta 1. Se observa ca varianta 1,
0

scrierea ecuatiilor de rotatie fatd de CM, este mult mai usor de folosit si ofera

rezultatele mult mai rapid si mai simplu decat scrierea ecuatiilor de rotatie fata de un

referential oarecare.

Exemplul 2: Un disc de masa M si raza
R se rostogoleste fara alunecare pe un
plan inclinat de unghi a. Considerand
miscarea de rostogolire fara alunecare,

sa se calculeze acceleratia centrului de

masa, acceleratia unghiulara a corpului

si forta de frecare.
a

Miscarea fiind fara alunecare, inseamna
ca forta de frecare exista dar nu este cunoscuta (forta de frecare este egala cu pN
numai daca corpul aluneca) si este cu sigurantd mai mica decat uN. Daca este
necunoscuta, o putem reprezenta cum dorim noi (pe directia migcarii) iar din calcule
vom obtine si orientarea (dupa semnul rezultatului) insa o analiza rapida a desenului
problemei ne indica orientarea ei corecta. in plus, dacd miscarea este fira alunecare
inseamna ca punctul de contact dintre disc si plan este punct fix (altfel ar exista
alunecare) iar toate punctele discului se rotesc in jurul acelui punct fix. Aceasta
informatie ne permite sa calculdam ugor acceleratia (si viteza) oricarui alt punct de pe

disc, daca cunoagtem distanta de la acel punct la punctul de contact.
Vom avea:

pentru translatie: Mg sino.—F, =Ma_,,
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pentru rotatie: FR =1

Avem doua ecuatii cu trei necunoscute: a,,,f;,e. Ecuatia care ne lipseste este o

cm’

ecuatie de legatura intre acceleratii. Avand in vedere ca punctul de contact este un

punct fix, putem calcula a,, ca si a,, =¢R, $i avem si a treia ecuatie. Am fi putut

scrie gi 0 ecuatie pentru directia perpendiculara pe plan insa nu ne-ar fi fost de mare
folos pentru ca ar fi introdus inca o necunoscuta, reactiunea normala, care nu este

de interes in aceasta problema. Deci ecuatiile care rezolva problema sunt:
Mg sina - F, =Ma,_,

FR =1,

a,, =¢R

om
Sa vedem acum cum am judecat pentru
alegerea sensului fortei de frecare. Daca
ar fi fost plasata de-a lungul planului
inclinat si orientata in josul acestuia (in

sens opus cazului din desen), atunci,

fiind singura forta care produce moment

fata de centrul de masa, ar produce o Mg

rotatie in susul planului inclinat. Pe o

de altd parte, fiind fortd motoare,

impreuna cu componenta fortei de greutate, acceleratia centrului de masa va fi cu
siguranta orientata in jos iar punctul de contact fiind fix, ar trebui sa se si roteasca
in josul planului inclinat. O mica contradictie. Repet, problema reprezentarii
corecte a orientarii fortei de frecare trebuie sa ne preocupe doar daca avem
alunecare (atunci forta de frecare este cunoscuta si egala cu uN). in cazul ne-
alunecarii, orientarea corecta o obtinem din calcule. Sa verificam asta pentru

problema noastra:
Mg sina + F, = Ma,,
-FR=14.

a_=¢tR

cm
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Este ugor de observat ca obtinem aceleasi rezultat pentru a_,si €si unul cu semn

schimbat pentru forta de frecare (fata de cazul precedent).

Sa vedem ce am obtine daca am alege
alt sens pozitiv pentru rotatie. In principiu
ar trebuie sa obtine acelasi lucru pentru
ca orientarea axelor nu trebuie sa

influenteze rezultatele.

Mgsino +F, =Ma,_,

FR =1,

a,, =—¢R VMQ

Ceea ce ne conduce la aceleasi o

rezultate ca si in celelalte cazuri studiate

mai sus.
Teorema energiei cinetice.

Variatia energiei cinetice a sistemului este egald cu lucrul mecanic al fortelor

exterioare.

AEC = WF_ext .

+E

c _ rotatie

in miscarea plan paralela, E.=E unde primul termen se refera la

c _ translatie

translatia centrului de masa iar al doilea termen se refera la rotatia in jurul centrului

de masa:
2 2
E _MVen . Iy
¢ 2 2
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