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6. MIŞCAREA SISTEMELOR CU MASĂ VARIABILĂ.  

Numim sistem cu masă variabilă un corp a cărui masă se modifică în timp. Acel corp 

poate să piardă masă (i.e. expulzează masă: rachete, comete, ...) sau să câştige 

masă (probleme de încărcare: a vagoanelor, a sateliţilor care trec prin nori de praf, 

...).  

! Legile pe care le-am studiat până acum se refereau la mişcarea corpurilor cu masă 

constantă. Pentru a aborda probleme în care masa corpurilor este variabilă este 

nevoie de puţin mai multă atenţie. 

Să presupunem că la un moment dat masa corpului este m (m va depinde de timp) şi 

că 
t
m

d
d este viteza de variaţie a masei corpului (dacă masa creşte, viteza de variaţie 

este un număr pozitiv, dacă masa corpului scade, viteza de variaţie este un număr 

negativ). Mai presupunem că viteza corpului este v (viteza centrului său de masă), 

viteza masei dm este u (u este viteză absolută) iar F este o forţă externă. 

Dacă am face fotografii în rafală a sistemului în momentul în care masa corpului este 

m, am vedea ceva de 

genul figurii din dreapta. 

Sistemul de corpuri este 

format din corpul de 

masă m şi corpul de 

masă dm.  

Impulsul iniţial: vmum
rr
⋅+⋅d  

Impulsul final: ( ) ( )vvmm
rr

dd +⋅+  

Din teorema impulsului ştim că: tFp dd ⋅=
rr

. Vom avea: 

( ) ( )vvmm
rr

dd +⋅+  - vmum
rr
⋅−⋅d = tF d⋅

r
 

Desfăcând parantezele, neglijând termenii vm dd ⋅ , care sunt mici pentru intervale 

0d →t , şi folosind  vdmdmvvdm
rrs

=⋅+⋅ , vom obţine: 

( ) dtFudmvm ⋅=⋅−
rrr

d  care se poate scrie ca: 
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( ) Fu
t

dm
t
vm rr
r

=⋅−
dd

d  sau  

( ) Fvu
t

dm
t
vm

rrr
r

=−⋅−
dd

d . ( )vuv
rrr

−='  este viteza relativă a lui dm faţă de m (viteza 

relativă de expulzare a masei sau viteza relativă de acumulare a masei). Aceste 

ecuaţii se mai numesc ecuaţiile lui Mescerski (1897). 0
d

>
t

dm  pentru captare şi 

0
d

<
t

dm  pentru emisie de masă. 

Variantă de scriere: 
t
vm

t
mvF

d
d

d
d'

r
rr

=+  sau amFF r

rrr
=+ . Unde cu 

( )
t
mvu

t
mvFr d

d
d
d'

rrrr
−==  am notat forţa reactivă care acţionează asupra lui m, 

proporţională cu viteza relativă. La expulzare, 0d <m iar forţa reactivă care 

acţionează asupra lui m este de sens opus vitezei de expulzare v’. 

Desenul pe care l-am prezentat pentru exemplificarea sistemelor de masă 
variabilă este identic cu cel pe care l-am folosi pentru a exemplifica ciocnirile. 
De ce la ciocniri am folosit legea de conservare a impulsului iar în cazul acesta 
legea de variaţie a impulsului? 

Exemplul 1: 

Un satelit care se mişcă cu viteză 

constantă v
r

(SL) trece printr-un nor 

de praf cosmic. Particulele de praf 

se depun cu viteza 
t
m

d
d  iar viteza 

particulelor de praf este u
r

(SL). Care este forţa necesară pentru a menţine satelitul în 

mişcare cu viteză constantă (forţă produsă de motoare, de exemplu). 

umvmpi
rrr
⋅+= d  

( )vmmpf

rr
d+=  (am impus ca în final viteza satelitului să nu se modifice).  
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tFpp if d
rrr

=−     ( ) tFumvmvmm ddd
rrrr

=⋅−−+   ( )
t
muvF

d
drrr

−= . Forţa pe care 

trebuie să o aplicăm asupra satelitului trebuie să compenseze forţa reactivă 

(adică trebuie să fie egală în modul şi de sens contrar forţei reactive). 

Reamintim că ( )
t
mvuFr d

drrr
−= . 

Exemplul 2: 

Un încărcător de vagoane umple vagoanele 

cu marfă (nisip, de exemplu) cu viteza 
t
m

d
d . 

Care este forţa necesară pentru a menţine 

vagonul în mişcare cu viteza constantă v
r

, pe 

direcţie orizontală? 

Fie m, masa vagonului la un moment t. Pe direcţia orizontală vom putea scrie: 

mvpi =  

( )vmmpf d+=  

tFpp if d
rrr

=−     ( ) tFmvvmm dd =−+   ( ) tFmvvmm dd =−+ , de unde v
t
mF

d
d

= . 

La fel ca şi în Exemplul 1, pentru ca vagonul să continue să se mişte cu viteză 

constantă, trebuie să existe o forţă care să compenseze forţa reactivă pe direcţia x. 

Altfel spus, presupunem că masa md pe care o adăugăm (cu viteză pe direcţia x 

egală cu zero) lui m în timpul td , se mişcă cu viteza orizontală v, după timpul dt. 

md a ajuns de la 0 la v în timpul dt, deci asupra lui trebuie să fi acţionat o forţă pe 

direcţia x 
t

vmmaF
d

0d −
==  

Mişcarea rachetelor este una din principalele aplicaţii ale ecuaţiilor lui Mescerski. Să 

considerăm o rachetă de masă M (la un moment dat), care îşi consumă combustibilul 

cu viteza  
t
M

d
d  şi aruncă gazul cu viteza u faţă de rachetă. Ecuaţia care descrie 
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mişcarea sistemului este ecuaţia lui Mescerski, care scrisă cu variabilele din 

problema noastră are forma: 
t
Mu

t
vMF

d
d

d
d r
rr
−= .  

Exemplul 1: Rachetă mişcându-se liber (fără interacţiune) în spaţiu. 

Presupunem că viteza ei iniţială este 00 =v  şi că racheta arde o parte din 

combustibil pentru a ajunge la viteza v. 

În acest caz 0=F iar 
t
Mu

t
vM

d
d

d
d r
r

=  MuvM dd
rr

= . Presupunem că  u
r

 şi v
r

sunt pe 

aceeaşi direcţie  MuvM dd =  adică 
m
Muv dd = . Integrăm, ∫∫ =

Mv

0 0

dd
M m

Muv  şi vom 

avea: 
M
MuMuv M

M
0lnln

0
−== . Se observă că:  

• viteza rachetei este de sens opus vitezei relative de expulzare a gazelor;  

• viteza finală a rachetei nu depinde de viteza de variaţie a masei,
t
M

d
d , ci doar 

de masa iniţială şi finală;  

• timpul în care ajunge racheta la viteza finală depinde de viteza de variaţie a 

masei. 

Exemplul 2: Rachetă în câmp gravitaţional. Presupunem că intensitatea câmpului 

gravitaţional este constantă. 

În acest caz forţa exterioară care acţionează asupra rachetei este 

gmF
rr

= . Mai presupunem că racheta este lansată de la suprafaţa 

Pământului la 00 =t , fără viteză iniţială ( 00 =v ), vertical în sus 

(vezi desenul din dreapta).  

t
Mu

t
vMgM

d
d

d
d r
r

r
−=   

M
Muvtg ddd

rrr
−= . Dacă scriem ecuaţia scalar 

(axa pozitivă în sus) şi integrăm, obţinem: ( ) ( )
0

00 ln
M
Muvvttg f

f +−=−−  adică 

f
f gt

M
Muv −−=

0

ln  sau f
f

gt
M
Muv −= 0ln .  
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• viteza rachetei este cu atât mai mare cu cât cantitatea de combustibil care se 

arde este arsă în timp mai scurt (tf este mai mic). 

• condiţia ca racheta să se desprindă de suprafaţa pământului este ca forţa 

reactivă (produsă de combustibilul ars) să fie mai mare decât forţa de atracţie 

gravitaţională care acţionează asupra rachetei: gM
dt
dM

u 0> . 
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7. CINEMATICA ŞI DINAMICA SOLIDULUI RIGID.  

Solidul rigid este un model folosit în mecanică pentru a descrie corpurile pentru care 

distanţele între părţi (particulele constituente) nu se modifică în timp.  

Aflarea mişcării unui solid sub acţiunea unor forţe este problema de care ne vom 

ocupa în continuare. Pentru rezolvarea acestei probleme ne folosim de o teoremă 

care spune că orice deplasare a unui corp rigid poate fi descompusă în două mişcări 

independente: o translaţie a centrului de masă + o rotaţie în jurul centrului de masă. 

Mişcarea rigidului este de translaţie, dacă un segment al rigidului se mişcă paralel 

cu el însuşi. În mişcarea de translaţie a rigidului toate punctele rigidului au traiectorii 

paralele, aceeaşi viteză şi aceeaşi acceleraţie  dacă ştim mişcarea de translaţie a 

unui punct al rigidului, ştim mişcarea oricărui punct al rigidului (din punct de vedere al 

translaţiei, rigidul se comportă ca şi un punct material).  

Centrul de masă al rigidului este un punct ale cărui proprietăţi le cunoaştem 
(vezi Cap. 5. Dinamica sistemului mecanic; centrul de masă); mişcarea de 
translaţie a oricărui punct al rigidului este identică cu mişcarea de translaţie a 
centrului de masă.  

Mişcarea rigidului este de rotaţie, dacă punctele acestuia au o traiectorie circulară în 

jurul unei axe de rotaţie. 

Aflarea mişcării rigidului sub acţiunea forţelor se împarte în două etape:  

1. Găsirea mişcării de translaţie a centrului de masă (problemă pe care ştiţi deja 

să o rezolvaţi) 

2. Descrierea mişcării de rotaţie în jurul CM: problemă de care ne vom ocupa în 

continuare. 

Mişcarea de rotaţie. 

În mişcarea de rotaţie a rigidului, toate punctele 

acestuia execută mişcare pe traiectorii circulare, cu 

aceeaşi viteză unghiulară ωr  ( ||ω
r axa de rotaţie).  

Viteza v
r

 cu care se roteşte un punct în jurul axei este rv
rrr

×ω= .  
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Înainte însă de a aborda mişcarea generală a rigidului, 

vom discuta un caz foarte particular, dar des întâlnit în 

practică, mişcarea în jurul unei axe fixe. 

Mişcarea în jurul unei axe fixe 

Dacă direcţia axa de rotaţie este fixă (mişcare în jurul 

unei axe fixe) sau se deplasează paralel cu ea însăşi 

(mişcare plan-paralelă), atunci direcţia lui ωr  nu se 

schimbă în timp  putem avea doar o variaţie a mărimii 

lui ωr  iar acceleraţia unghiulară εr  (dacă există), este 

paralelă cu ωr , şi deci paralelă cu axa de rotaţie.  

Echivalentul acestui tip de mişcare  în mişcarea de translaţie este mişcarea rectilinie 

(doar mărimea vitezei se poate modifica în mişcarea rectilinie).  

Exemple: scripete (fix sau mobil); disc (roată) în mişcare rectilinie, ... .  

Pentru analiza mişcării în jurul unei axe fixe, să considerăm axa respectivă ca axă z, 

z||ω
r  . Atunci ( )ω=ω ,0,0r , iar pentru un punct k al rigidului aflat la distanţa kr

r
faţă de 

un sistem de coordonate cu originea pe axa de rotaţie: kk rv
rrr

×ω=  adică: 

( )0,,00 kk

kkk

k xy
zyx

kji
v ωω−=ω=

vrr

r
 iar ( ) kkkkkkk yxvvv ωρ=ρω=+ω=⋅= 222rr

, unde 

kρ  este distanţa de la punctul k la axa de rotaţie, i.e. raza cercului pe care se roteşte 

punctul k în jurul axei fixe.  

Momentul cinetic al particulei k se scrie ca kkkk vmrL
rrr

×= . kv
r

 l-am calculat deja: 

( )0,, kkk xyv ωω−=
r

 şi atunci: 
0kkkk

kkkkkkk

xmym
zyx
kji

vmrL
ωω−

=×=

rrr

rrr
.  

Rezolvând determinantul obţinem: ( )( )22,, kkkkkkkkkk yxmyzmxzmL +ωω−ω−=
r

. 
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Momentul cinetic al rigidului în mişcare în jurul unei axe fixe îl obţinem prin 

însumare: 

( )⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ωω−ω−== ∑∑∑∑

k
kkk

k
kkk

k
kkk

k
k yxmyzmxzmLL 22,,
rr

 

Se observă că ( ) ∑∑ ρω=+ω=
k

kk
k

kkkz myxmL 222 .   

Suma ∑ ρ
k

kkm 2  din ultimul termen se numeşte moment de inerţie al rigidului faţă 

de axa de rotaţie, şi se notează cu I.  

∑ ρ=
k

kkm 2I  

I depinde de distribuţia masei rigidului în jurul axei de rotaţie.  

Putem scrie: ω= IzL .  

Dacă distribuţia de masă este continuă,  suma prin care am definit momentul de 

inerţie se transformă în integrală: ∫= mr d2I . Integrarea se efectuează pe tot volumul 

corpului şi am folosit r (în loc de ρ) pentru distanţa de la elementul de masă dm la 

axa de rotaţie.  

Din teorema momentului cinetic: M
t
L r
r

=
d
d  iar pentru componenta z a momentului 

cinetic vom avea: ε=
ω

== II
tt

LM z
z d

d
d

d . Această formă a ecuaţiei pentru mişcarea de 

rotaţie în jurul unei axe fixe seamănă cu legea a doua a lui Newton pentru mişcarea 

de translaţie (F = ma). 

De ce ne interesează doar componentele de-a lungul axei z (ω)?  

Pentru că calculăm mai uşor, şi în plus mărimile de interes (viteza şi acceleraţie 

unghiulară) sunt pe direcţia acestei axe. 
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Energia cinetică a rigidului în rotaţie în jurul unei axe fixe se scrie ca suma energiilor 

cinetice ale părţilor (toate punctele rigidului au o mişcare de rotaţie în jurul axei). 

( )

222

2
22

ω
=

ωρ
==
∑∑ Ik

kk
k

kk

c

mvm
E . Analogia cu mişcarea de translaţie se păstrează. 

Teorema lui Steiner 

Această teoremă ne va ajuta să calculăm 

momentul de inerţie I faţă de o axă oarecare dacă 

ştim momentul de inerţie faţă de o axă paralelă cu 

ea, şi care trece prin centrul de masă, I0. 

Presupunem că z este axa de rotaţie, vezi figura 

din dreapta, şi că această axă se află la distanţa 

d de centrul de masă (linia punctată este o axă, 

paralelă cu z, şi care trece prin centrul de masă). 

Cu ρk am notat distanţa de la punctul k la axa de 

rotaţie iar ρkc este distanţa de la punctul k la axa 

care trece prin centrul de masă. Distanţa dintre 

cele două axe este d. 

( )∑∑ ρ++ρ=ρ=
k

kckck
k

kk ddmm rr2222I .  

Ultimul termen ne-ar da ρkc-CM, adică distanţa ρkc a centrului de masă, care este zero 

deoarece centrul de masă se găseşte la ρkc = 0 de linia punctată (adică pe linia 

punctată).  

2
0

222 mdmdmm
k

k
k

kck
k

kk +=+ρ=ρ= ∑∑∑ II .  

Momentul de inerţie faţă de o axă oarecare este egal cu suma dintre (momentul de 

inerţie faţă de o axă paralelă cu prima şi care trece prin centrul de masă) şi (produsul 

dintre masa corpului înmulţită cu pătratul distanţei dintre cele două axe). 

Exemple de calcul: masă punctuală aflată la distanţa d de axă, inel circular, disc, 

tijă, placă, ... . 
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Exemplu: Să calculăm acceleraţiile corpurilor şi tensiunea din fir pentru sistemul de 

corpuri din figura din dreapta, dacă scripetele este real (are moment de inerţie). Dacă 

scripetele nu este ideal, tensiunile din 

firele de-o parte şi de alta a scripetelui nu 

mai sunt egale.  

Pentru mişcarea de translaţie 

reprezentăm forţele, alegem un sens 

pozitiv de mişcare şi scriem ecuaţiile 

∑ = maF .  

Pentru mişcarea de rotaţie, reprezentăm 

forţele, alegem un sens pozitiv de rotaţie 

şi scriem ecuaţiile ∑ ε= IzM  (axa de 

rotaţie, axa z este perpendiculară pe 

planul hârtiei). Vom avea sistemul de cinci ecuaţii: 

021

21

222

111

=−−−
ε=

ε=−
=−

=−

MgTTN
Ra

RTRT
amgmT

amTgm

I  

cu necunoscutele 21,,, TTa ε  şi N. 

Pendulul fizic. 

Reamintim descrierea pendulului matematic: un corp 

punctiform de masă m atârnat de un fir ideal de lungime l. 

Dacă este scos din poziţia de echilibru (verticală), pendulul 

are o mişcare oscilatorie. Pe direcţia tangenţială vom putea 

scrie: lmlmmamg t θ=ε==θ− &&sin . Pentru unghiuri mici, 

θ≅θsin şi rearanjând termenii ecuaţiei vom obţine: 

0sin =θ+θ
l
g&& , ecuaţie identică cu ecuaţia unui oscilator 



MECANICĂ  7. CINEMATICA ŞI DINAMICA SOLIDULUI RIGID. 

 143

armonic, cu 
l
g

=ω  şi soluţie: ( )ϕ+ω=θ tAcos . Dacă pendulul pleacă din repaus de 

la unghiul θ0, atunci: 

( )tωθ=θ cos0 . Perioada de oscilaţie a acestui pendul este 
g
lT π=

ω
π

= 22 . 

Un pendul fizic este orice corp care poate oscila în jurul unei axe fixe. 

Pentru mişcarea de rotaţie a pendulului în 

jurul axei fixe vom avea: 

ε=
rr

IM , calculate faţă de axa de rotaţie fixă. 

Sensul pozitiv este ales sensul de creştere a 

lui θ. 

Pentru situaţia din desenul din dreapta: 

θ=θ− &&IsinMgl . Dacă rearanjăm ecuaţia şi 

considerăm doar deplasări unghiulare mici 

( θ≅θsin ) vom avea 0=θ+θ
I

Mgl&&  sau 

02 =θω+θ&& , ecuaţie identică cu cea a 

oscilatorului armonic cu 
I

Mgl
=ω2  (era 

l
g  pentru pendulul matematic). Lungimea 

unui pendul matematic de aceeaşi masă care ar avea aceeaşi perioadă este numită 

lungime redusă, rl . 
Ml

lr
I

=  iar 
rl
g

=ω2 .  

Momentul de inerţie faţă de axa de rotaţie putem să-l calculăm din teorema lui 

Steiner: 2Ml+= 0II  şi atunci: lll
MlMl

Mllr +=+=
+

= '
2

00 II , unde prin l’ am notat  

Ml
l 0I=' . Se observă că llr > . 

Să presupunem că suspendăm pendulul în punctul definit de l’ şi să calculăm 

perioada de oscilaţie. Folosim ce am calculat până acum: 2
2

'
'''

ml
MglMgl
+

==ω
0II'

. 
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Ştiind că 
Ml

l 0I=' , vom putea rescrie ultima expresie ca: 

ω==
+

=
+

=ω
rl
g

ll
g

MlMll
Mgl

'''
'' 2

2   perioadele sunt identice  dacă ştim lungimea 

redusă a unui pendul fizic şi perioada corespunzătoare, putem afla acceleraţia 

gravitaţională (vezi lucrarea de laborator). 

Exemplu: Unde trebuie aşezat 

opritorul de uşă în figura din dreapta 

pentru ca forţa în balamale să fie 

minimă?  

Presupunem că în momentul în care 

uşa ajunge la opritor are viteza unghiulară 0ω iar că distanţa de la balama până la 

centrul de masă este l’. 

Asupra uşii, dintr-un sistem de referinţă inerţial, acţionează forţele: impactF  din partea 

opritorului, şi F’ şi F’’ din partea balamalei. F’’ joacă rol de forţă centripetă în 

mişcarea de rotaţie a uşii în jurul balamalei.  

Faţă de axa de rotaţie scriem: M
t
L v
r

=
d
d  adică tML dd

vr
= . 0=finalL , 0ω= IinitialL , 

impactlFM −= , unde l este distanţa de la opritor la balama. Atunci avem:  

∫−=ω tFl impactd0 0I- , sau 
l

tFimpact
0d ω

=∫
I . 

Pe de altă parte, variaţia impulsului sistemului este egală cu impulsul forţelor 

exterioare care acţionează asupra sistemului: 

∫=− dtFpp initialfinal

rrr
. Pe direcţia perpendiculară pe uşă (pe direcţia lui Fimpact şi F’) vom 

avea: 0=finalp  iar '0lmpinitial ω=  unde 'l  este distanţa de la balama la centrul de 

masă al uşii. Vom scrie:  

( )
l

tFtFtFtFFlm impactimpact
0

0 d'dd'd''0 ω
−−=−−=+−=ω− ∫∫∫∫

I . 
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Rezultă că ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ω=

ω
−ω=∫ l

ml
l

lmtF II ''d' 0
0

0 . Se observă că dacă poziţia l la care se 

plasează opritorul este 
'ml

l I
= , atunci componenta 'F a forţei din balama va fi nulă.  

Lungimea astfel calculată se numeşte centru de percuţie. De fapt, opritorul ar trebui 

plasat la înălţimea centrului de masă (şi nu la nivelul solului). 

Se fac astfel de calcule şi pentru a afla cum trebuie lovită mingea de baseball a.î. 

jucătorul să nu simtă lovitura în palmă, sau pentru a calcula lungimea cozii unui 

ciocan pentru ca cel care-l foloseşte să simtă cât mai puţin lovitura, etc. . 

Mişcarea plan paralelă. 

În mişcarea plan paralelă, axa de rotaţie se deplasează paralel cu ea însăşi, direcţia 

lui ωr  nu se schimbă în timp  putem avea doar o variaţie a mărimii lui ωr  (nu şi a 

direcţiei sale) iar acceleraţia unghiulară εr  (dacă există), este paralelă cu ωr , şi deci 

paralelă cu axa de rotaţie. 

Exemple: scripeţi mobili, roată în mişcare rectilinie (dacă vehiculul ia curba, direcţia 

axei de rotaţie a roţii se modifică iar mişcarea nu mai este mişcare plan paralelă). 

În mişcarea plan paralelă, mişcarea poate fi descompusă într-o mişcare de 
translaţie a centrului de masă + rotaţie în jurul centrului de masă. 

Ştim că SLJ
rrr

+= , adică momentul cinetic total este momentul cinetic al centrului de 

masă + momentul cinetic dat de mişcarea în jurul centrului de masă. Componenta pe 

axa de rotaţie (z) a momentului cinetic, zJ
r

, va fi: 

( ) ( )
zkkzcmz vmrprJ ∑ ×+×= '' rrrrr
. Mărimile ‘ din ultima paranteză sunt măsurate faţă de 

centrul de masă, iar suma respectivă este tocmai ω
r

0I . ( ) ω+×= 0Izcmz prJ
rrr

. 

Din teorema momentului cinetic vom avea că: 

( ) ε+×==
rrrr

r

0_d
d Izextcmzext

z FrM
t

J . Ultimul termen îl notăm cu 0M
r
şi reprezintă suma 

momentelor forţelor calculate faţă de centrul de masă.  
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Exemplul 1: Un disc de masă M şi rază R este tras cu o forţă constantă cu ajutoprul 

unui fir înfăşurat pe disc, ca în figură. Discul alunecă fără frecare pe gheaţă. Descrieţi 

mişcarea discului. 

În prima variantă de rezolvare, vom scrie ecuaţiile 

faţă de centrul de masă: Alegem un sens pozitiv 

pentru translaţie şi pentru rotaţie; pentru translaţie 

scriem (pe axe) că suma forţelor este masa 

sistemului înmulţită cu acceleraţie centrului de 

masă; pentru rotaţie scriem că suma momentelor 

forţelor, M0, (calculate faţă de centrul de masă) 

este egală cu ε0I . 

ε=

=
=−

0

0

IFR
maF

Nmg

cm  

Se observă că centrul de masă al discului se deplasează spre dreapta cu acceleraţia 

acm, produsă de forţa F. În acelaşi timp, discul se roteşte spre stânga (sens 

trigonometric), din cauza momentului forţei F.  

Varianta 2.  

Pentru mişcarea de translaţie avem 

acelaşi lucru ca şi în varianta 1. 

Pentru mişcarea de rotaţie putem 

alege să nu o studiem faţă de CM 

ci faţă de un referenţial oarecare, 

vezi figura din dreapta. Vom folosi 

atunci: 

( ) 0_d
d MFrM

t
J

zextcmzext
z

rrrr
r

+×== . 

Deoarece forţa trece prin originea axei, momentul acesteia va fi nul Momentul forţelor 

N şi mg se anulează pentru că sunt forţe egale şi de sens opus. Deci 0_ =zextM . Pe 

de altă parte, ( )zextcm Fr
rr

×  este un vector perpendicular pe disc, care intră în foaie 
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(sens -), şi care are mărimea ( ) RFFr
extcmFrcm =αsin . M0 este momentul forţelor externe 

faţă de centrul de masă, iese din foaie (sens +) şi are mărimea RF. Însumând cei doi 

termeni vom avea: 

0_ =+−= RFRFM zext , rezultat pe care îl ştiam deja. 

Pe de altă parte, ( ) ε+×==
rrr

r

00
d

d Izextcm
z Fr
t

J , adică 00 =ε+− IcmRma , de unde rezultă 

că 
0I

cmRma
=ε , rezultat identic cu cel obţinut în varianta 1. Se observă că varianta 1, 

scrierea ecuaţiilor de rotaţie faţă de CM, este mult mai uşor de folosit şi oferă 

rezultatele mult mai rapid şi mai simplu decât scrierea ecuaţiilor de rotaţie faţă de un 

referenţial oarecare. 

Exemplul 2: Un disc de masă M şi rază 

R se rostogoleşte fără alunecare pe un 

plan înclinat de unghi α. Considerând 

mişcarea de rostogolire fără alunecare, 

să se calculeze acceleraţia centrului de 

masă, acceleraţia unghiulară a corpului 

şi forţa de frecare.  

Mişcarea fiind fără alunecare, înseamnă 

că forţa de frecare există dar nu este cunoscută (forţa de frecare este egală cu µN 

numai dacă corpul alunecă) şi este cu siguranţă mai mică decât µN. Dacă este 

necunoscută, o putem reprezenta cum dorim noi (pe direcţia mişcării) iar din calcule 

vom obţine şi orientarea (după semnul rezultatului) însă o analiză rapidă a desenului 

problemei ne indică orientarea ei corectă. În plus, dacă mişcarea este fără alunecare 

înseamnă că punctul de contact dintre disc şi plan este punct fix (altfel ar exista 

alunecare) iar toate punctele discului se rotesc în jurul acelui punct fix. Această 

informaţie ne permite să calculăm uşor acceleraţia (şi viteza) oricărui alt punct de pe 

disc, dacă cunoaştem distanţa de la acel punct la punctul de contact. 

Vom avea: 

pentru translaţie: cmf MaFMg =−αsin  



MECANICĂ  7. CINEMATICA ŞI DINAMICA SOLIDULUI RIGID. 

 148

pentru rotaţie: ε= 0IRFf  

Avem două ecuaţii cu trei necunoscute: ε,, fcm Fa . Ecuaţia care ne lipseşte este o 

ecuaţie de legătură între acceleraţii. Având în vedere că punctul de contact este un 

punct fix, putem calcula cma  ca şi Racm ε= , şi avem şi a treia ecuaţie. Am fi putut 

scrie şi o ecuaţie pentru direcţia perpendiculară pe plan însă nu ne-ar fi fost de mare 

folos pentru că ar fi introdus încă o necunoscută, reacţiunea normală, care nu este 

de interes în această problemă. Deci ecuaţiile care rezolvă problema sunt: 

cmf MaFMg =−αsin  

ε= 0IRFf  

Racm ε=  

Să vedem acum cum am judecat pentru 

alegerea sensului forţei de frecare. Dacă 

ar fi fost plasată de-a lungul planului 

înclinat şi orientată în josul acestuia (în 

sens opus cazului din desen), atunci, 

fiind singura forţă care produce moment 

faţă de centrul de masă, ar produce o 

rotaţie in susul planului înclinat. Pe 

de altă parte, fiind forţă motoare, 

împreună cu componenta forţei de greutate, acceleraţia centrului de masă va fi cu 

siguranţă orientată în jos iar punctul de contact fiind fix, ar trebui să se şi rotească 

în josul planului înclinat. O mică contradicţie. Repet, problema reprezentării 

corecte a orientării forţei de frecare trebuie să ne preocupe doar dacă avem 

alunecare (atunci forţa de frecare este cunoscută şi egală cu µN). În cazul ne-

alunecării, orientarea corectă o obţinem din calcule. Să verificăm asta pentru 

problema noastră: 

cmf MaFMg =+αsin  

ε=− 0IRFf  

Racm ε=  
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Este uşor de observat că obţinem aceleaşi rezultat pentru cma şi ε şi unul cu semn 

schimbat pentru forţa de frecare (faţă de cazul precedent). 

Să vedem ce am obţine dacă am alege 

alt sens pozitiv pentru rotaţie. În principiu 

ar trebuie să obţine acelaşi lucru pentru 

că orientarea axelor nu trebuie să 

influenţeze rezultatele. 

cmf MaFMg =+αsin  

ε= 0IRFf  

Racm ε−=  

Ceea ce ne conduce la aceleaşi 

rezultate ca şi în celelalte cazuri studiate 

mai sus. 

Teorema energiei cinetice. 

Variaţia energiei cinetice a sistemului este egală cu lucrul mecanic al forţelor 

exterioare. 

extFc WE _=∆ .  

În mişcarea plan paralelă, rotatiectranslatiecc EEE __ += , unde primul termen se referă la 

translaţia centrului de masă iar al doilea termen se referă la rotaţia în jurul centrului 

de masă:  

22

2
0

2 ω
+=

ImvE cm
c  


