MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Inmultirea unui vector cu un scalar.

Fie vectorul @ = (ax,ay,az) si scalarul b. Rezultatul produsului ab este un vector, C.

¢=ba=ab=bla,a,a,)=(a,a,ab=(ababab)=(,c,c,)

x12yr¥z

Pentru demonstratie, scriem vectorii in forma desfasurati: a=a,i +ayj +a,k ,
G=ci+c,j+ck . c=ab=(ai+aj+aklp=abi+abj+abk=ci+c,j+ck

sau, in formd prescurtats, ¢ = (axb, a,b, azb) QED.

Aceste formule pot fi usor generalizate pentru operatia de impartire a unui vector cu un
scalar.

Produsul scalar a doi vectori.

Fie vectorii §=(a a a ) Si 5:(bx,by,bz). Produsul scalar a celor doi vectori este

x Yy ¥z

c=a-b,adicd c=a,b, +a,b, +a,b,.

Pentru demonstratie, scriem vectorii in forma desfasurata:

a=a,+a,j+ak,b=bi+b,j+b,k,
si efectudm produsul scalar a - b:

(axlT + ay] + aZEXbXT + byf + bZE): a,b, +a,b, +a,b, . Se observa ca in expresia finald

raman doar termenii corespunzatori produselor i -i, j-j si k-k (egale cu 1), deoarece

ceilalti termeni sunt nuli (7] =0, ...), versorii din produse fiind perpendiculari.
Unghiul a dintre doi vectori il putem usor calcula daca stim proiectiile celor doi vectori:

ab a.b, +ab, +a,b,

X

ab \/a§+a§+a§\/bf+b§+bf

cosa = deoarece

a=+Ja-a=.a,+a, +a, si b=+b-b= b +b. +b? (teorema lui Pitagora, pitratul

marimii unui vector este suma patratelor componentelor acestuia).
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Adunarea vectorilor.

Fie vectorii a = (ax,ay,az) si b= (bx,by,bz). Vectorul sum3 G =4a+b se poate scrie:

¢=(a,+b,a,+b,.a, +b,).

Pentru demonstratie, scriem vectorii in forma desfasurata:
a=a,+a,j+ak,b=bi+b,j+bk,

efectusm operatia de adunare: ¢ =a+b =a,i + ay]' +ak+b,i+ by]' +b,k,
grupam termenii: ¢ = (a, +b, )i + (ay +b, )] +(a, +b, )k

scriem vectorul ¢ folosind notatia simplificatd: ¢ = (ax +b,,a,+b,,a,+ bz), QED.

Expresia obtinuta poate fi usor generalizata pentru adunarea unui numar oricat de mare de
vectori, vezi exemplul din povestea introductiva.

Marimea vectorului suma o calculam usor daca stim marimea fiecarui vector din suma si
unghiul dintre ei:

¢*=G-G=(a+b)a+b)=aa+ab+ba+bb=a’+b’+2abcosa

Pe de altd parte, dacd stim proiectiile vectorilor a si 5, adica stim componentele lui
a= (ax,ay,az) sib= (bx,by,bz), atunci prima data calculdm ¢ = (a, +b,,a,+b,,a, +b,)

iar apoi c*=¢-C=(a, +b,) + (ay + by)2 +(a, +b,).
Scdderea vectorilor.

Fie vectorii a = (ax,ay,az) si b= (bx,by,bz). Vectorul diferentd ¢ =3 —b se poate scrie:

c :(ax—bx,ay—by,az—bz). Analog cu calculul de mai sus (de la adunarea vectorilor)
marimea vectorului diferenta va fi:

- b 2 ( b )2 b 2

=¢-C=(a,-b,) +la,-b,f +(a,-b,).

Produsul vectorial a doi vectori.

Fie vectorii a = (a a . a ) si b= (bx,by,bz). S3 calculdm produsului vectorial ¢ = axb :

x19yr“z
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

c= (axf + ay]' + azk)x(bxi +b,j+ bzk). Pentru efectuarea calculelor, avem nevoie de toate

produsele vectoriale ale versorilor. Se poate ardta usor ca: ixj =k, jxk=1i, kxi =,

j?XI?:—I; , EX/T:—I?, kaz—] ,ixi =0, ijzﬁ, kxk =0. Dupa calcule si regruparea

termenilor vom obtine:
¢=(c,.c,c,)=ilab,-ab,)+j(ab, —anb,)+klanb, -ab,)=

ab,-a,b, ab, —anb,ab, —ab,
y y y y

Observati simetria termenilor rezultanti.
i j k

Calculati determinantul |a, a, a,|.
b, b, b,

X

i
aZ
b

Se observd cd ¢ =axb =|a,
b

oo

k
X y z

Produsul mixt

Produsul mixt este o operatie care implics trei vectori: @, b si C si se defineste ca é(BxE).

a, a, a,
Rezultatul este un scalar d=§(5x5) Ardtati cd d=b, b, b,| , adicd
¢, ¢, C,

Observati simetria rezultatului.

d=a,(b,c, -c,b,)+a,lb,c, —cb,)+a,lbe, —c,b,).
Aratati cd daca d = é(EXE), atunci d = é(EXE): 5(§x5): b(cxa)

Aratati ca produsul mixt a trei vectori este egal cu volumul paralelogramului format de cei

trei vectori.

FORMAT DE TRElI VECTORI POATE FI OBTINUT

CALCULAND PRODUSUL MIXT AL CELOR TREI VECTORI. !

! VOLUMUL PARALELIPIPEDULUI

! CONDITIA DE COPLANARITATE A TREI VECTORI ESTE CA PRODUSUL LOR MIXT SA FIE NUL

(VOLUMUL PARALELIPIPEDULUI FORMAT DE TREI VECTORI COPLANARI ESTE ZERO). !
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MECANICA

Dublul produsul vectorial.

2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

—

Dublul produs vectorial este o operatie care implica de asemenea trei vectori: @, b si C si

se defineste ca éX(EXE). Rezultatul este un vector d =5x(5x5). Se poate arita ci d se

poate scrie ca c7=5(55)—5(55). Expresia
aceasta ar putea fi usor de memorat daca
urmarim simetria ei si ne gandim ca vectorul

d trebuie si se gaseasca in planul definit de

vectorii b si ¢ (demonstrati acest fapt) si deci
poate fi descompus pe aceste doud directii.
Atentie la descompunere: directiile definite de

vectorii b si C nu sunt neapdrat ortogonale
(Figura 15).

2.3. Sistem de referinta. Vector de pozitie.
Axe de coordonate.

Am prezentat pana acum generalitati despre
vectori, aparent fara prea multa legatura cu
fizica. O prima aplicatie a calcului vectorial va
fi descrierea pozitiei si a miscarii in una (pe o
dreaptd), doua (in plan) si trei (in spatiu)
dimensiuni. ATENTIE! Aceasta nu este singura
aplicatie a calculului vectorial. Vom avea
nevoie de acesta si cand vom discuta despre
impuls, forte, campuri, ... . Dar sa revenim la
oile noastre.

De obicei, identificam pozitia unui corp prin
specificarea pozitiei acestuia in raport cu alte
corpuri, pe care le folosim drept referinta.
Spunem “bdiatul din randul 4, banca de la
geam se numeste Grigore” sau “tabloul din
figura dreapta sus este pe peretele cu usa,
aproximativ la mijlocul peretelui, mai aproape

|II

de tavan decéat de sol”. De cele mai multe ori,
o astfel de precizare a pozitiei corpurilor
despre care vorbim este suficienta pentru ca

interlocutorul sa-si dea seama despre cine sau

Sy

v

S

Figura 16. Diferite moduri de a descrie pozitia

unui corp in spatiu.

\ J

v

I'x

Figura 17. Sistem de coordonate ortogonal.
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

despre ce este vorba, iar din formulare putem sa identificam si reperele folosite: peretele cu
usa, tavan. Daca Tnsa vrem sa cunoastem cu precizie pozitia tabloului, atunci va trebui sa fim
mai precisi si in specificarea pozitiei fata de diversele repere si in plus, sa efectuam niste
masuratori. Podeaua este un bun reper (orizontald), si vom masura la ce Tnhaltime (adica la ce
distanta, pe verticala) se afla tabloul fata de podea. Notam cu y acea inaltime. Apoi masuram
distanta, pe orizontala, de la un “colt” al camerei pana la tablou. Notam acea lungime cu x.
Avem ca si repere (sistem de coordonate) axele orizontald si verticald, perpendiculare cu
originea in punctul comun. Cele doua coordonate (x,y) determina univoc pozitia corpului in
planul peretelui, cu sistemul de axe ales (Figura 16 sus). In mod analog, pozitia oricirui punct
din plan poate fi usor descrisa din acest sistem de coordonate.

O alta posibilitate este specificarea distantei r fata de un punct (origine) si a unghiului 0 fata
de o ax3 (axa orizontald, in Figura 16 mijloc). n acest sistem de coordonate, pozitia oricirui
punct din plan este univoc determinata de combinatia (r,0), tot doua coordonate.

in ambele cazuri am identificim pozitia corpului folosind un vector de pozitie, adicid un
segment de dreaptd orientat, cu originea 1n originea sistemului nostru de coordonate si cu
varful suprapus pe corpul respectiv (Figura 16 jos).

Sistemul de coordonate folosit in Figura 16 sus se numeste sistem de coordonate ortogonal
fix, in plan (cele doua axe de coordonate sunt perpendiculare una pe cealalta), vezi si Figura

17. Se observa cd r = (rx,ry): rd +r,j, unde i si j sunt versorii celor doud directii (alesi

pe directia de crestere a celor doua coordonate, x si y)

r’

iar r, si r, sunt proiectiile vectorului de pozitie pe cele

doua axe (coordonatele x si y din Figura 16 sus).

ri=r-r=r’+r?.

Sistemul de coordonate folosit in Figura 16 mijloc se Figura 18. Sistem de coordonate polar.
numeste sistem de coordonate polar (vezi Figura
18). Coordonatele sunt (r,0). Versorii se aleg, la
fel ca si in cazul precedent, pe directia de

crestere a coordonatelor, in cazul acesta r si O:

1. si 1, in Figura 19. Vom avea: 7 = (r,0)=r1,.

¢ In sistemul de coordonate polar, orientarea

— —

versorilor axelor de coordonate 1, si 1, este

diferitd in fiecare punct, Figura 19, cu exceptia  Figura 19. Orientarea versorilor axelor de
coordonate, in coordinate polare, nu este

punctelor avand aceeasi coordonata 0. fixa in spatiu.
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

! Daca stim coordonatele r si 0, atunci putem reveni usor la coordonatele xy folosind

ecuatiile: r, =rcos6, r, =rsing.

Care este utilitatea sistemului de coordonate polar? Faciliteaza descrierea migcarii in cazul
studiului miscarii circulare (cand traiectoria este un cerc). in loc de x* + y? = r?(in sistemul
de coordonate ortogonale xy), pentru ecuatia traiectoriei vom avea r = ct. (in coordonate
polare rf). Un alt avantaj este ca doar un parametru se modifica, la miscarea circulara, in
coordonate polare (unghiul 0) fata de doi parametri in coordonate xy (si x si y).

! Daca pozitia corpului se modifica, se modifica si directia versorilor 1. si 1,, cu exceptia
cazului in care corpul se deplaseazd de-a lungul directiei descrise de vectorul r, in sens
pozitiv (0 constant). Tn orice pozitie, 1 este de-a lungul lui r iar 1, este perpendicular pe

acesta, Tn sensul cresterii unghiului 6.

Daca vrem sa descriem pozitia Tn spatiu (3D) a unui obiect, cele mai des folosite sisteme de
coordonate sunt: axe de coordonate ortogonale fixe, coordonate sferice sau coordonate
cilindrice.

Axe de coordonate ortogonale 3D (in spatiu), fixe.
Se aleg trei axe de coordonate, perpendiculare
intre ele, x, y, z. Daca 7, ] Si k sunt versorii celor
trei axe de coordonate (pe directia/sensul cresterii 4\
coordonatelor x, y si z) atunci vectorul de pozitie
I poate fi scris ca: r = (rx,ry,rz)= ri + ry] +rk,

veziFigura20. r* =7 -rF =r? +r} +r?.

r

n - . . . K 4
! Ca si in cazul bidimensional, in acest sistem de

v,
.;“

~‘z‘F

coordonate, orientarea versorilor nu se modifica i |
odata cu orientarea vectorului. r, N

! Atunci cand este vorba de vectorul de pozitie, X

pentru  simplitate, se foloseste notatia Figura 20: Axe de coordonate ortogonale,
o ~ in spatiu
F=(x,y,z)=xi +yj +zk in loc de

(ro,r,r,)=ri+rj+rk.

r g
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Sistem de coordonate sferice.

Coordonatele sunt r (masurata in lungul vectorului
r), ¢ (unghiul dintre axa x si proiectia vectorului r r
pe planul x0y) si 0 (unghiul dintre r si axa z), vezi

Figura 21. Versorii sunt i, ip Si 19 pe directiile de

crestere a lui r, @ si respectiv 0. Se poate scrie

r=(r00)=ri.

) y

« Daca se cunosc unghiurile 8 si ¢, putem calcula P!
Y

proiectiile vectorului r pe cele trei axe de r
coordonate ortogonale xyz: r,=rsinfcoso ,

r, =rsin@sing , r,=rcos6 . rdp se numesc X

coordonate sferice pentru ca, modificand r (raza) de
Figura 21. Axele sistemului de

la 0 la r si modificand coordonatele 6 (de la 0 la coordonate sferice.

180°) si ¢ (de la 0 la 360°), putem genera toate
punctele unei sfere.

! Daca pozitia corpului se modifica, se modifica si directia versorilor i, ip Si L cu exceptia

cazului Tn care corpul se deplaseazd de-a lungul directiei descrise de vectorul r, in sens

pozitiv.
Sistem de coordonate cilindrice. 4
Coordonatele sunt p (mdasura proiectiei vectorului Fz\]

r pe planul x0Oy), ¢ (unghiul dintre axa x si
proiectia vectorului r pe planul x0y) si z, vezi

Figura 22. Versorii sunt TD, ip Si k pe directiile de
crestere a lui p, ¢ si respectiv z. Se poate scrie

r= (p,O, rz) = pip + rZE.

! Cand este vorba despre vectorul de pozitie, cel ,

- - ~ ~Z
mai adesea se foloseste r = (p,O, Z) = p’lp +zk
in loc de X

F = ,O,r = i]' +r E
(POr,)=p p iz Figura 22. Axele sistemului de

coordonate cilindrice.
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! Daci se cunoaste ¢, putem calcula proiectiile vectorului r pe cele trei axe de coordonate

ortogonale xyz: X =pCcos@, y =psSing, Z=z. ppz se numesc coordonate cilindrice pentru
ca, pastrand r constant (raza cilindrului) si modificand coordonatele ¢ (de la 0 la 360°) si z,
generam toate punctele de pe suprafata unui cilindru.

! Daca pozitia corpului se modifica, se modifica si directia versorilor 1p Si Ipcu exceptia
cazului Tn care corpul se deplaseaza de-a lungul lui 1), in sens pozitiv. Directia lui k nu se

modifica.

Cand utilizati un sistem de referinta si cand altul?

e Raspunsul la aceasta intrebare va veni mult mai usor dupa putin (e un fel de a

spune) exercitiu.

e Regula generala ar fi ca: alegem sistemul de referinta in asa fel incat sa descriem
cat mai usor problema si sa putem interpreta cat mai usor rezultatele.

e Important este sa aveti pregatite instrumentele de lucru, rabdare si curaj pentru a

ataca probleme diverse.
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

2.4. Viteza.

Avand acumulate cunostinte elementare despre vectori si sisteme de coordonate, stiind ce
este vectorul de pozitie si cum poate fi scris in diferite sisteme de coordonate, putem sa
definim marimile fizice cu care operdam in cinematica si anume: viteza si acceleratia si sa le
descriem in diferite sisteme de

coordonate.

Pentru un mobil care de misca pe o As
traiectorie  curbilinie  oarecare i

y . . t+ At
strabate spatiul As in intervalul de
timp Af putem sa definim viteza medie
pe o portiune din traiectorie (scalar), se
defineste ca si raportul dintre distanta
strabdtutd de mobil pe traiectorie si

intervalul de timp in care a fost

e . .. . s Figura 23. Spatiul strabétut pe traiectorie in
strabatutd aceasta distanta:v,, = A intervalul de timp dintre t si t + At

in figura 23, linia continud neagrd
reprezinta traiectoria mobilului iar linia
rosie, spatiul strabatut de mobil pe traiectorie in timpul At. Pentru aceasta definitie am

folosit o alta coordonatd, scalara, spatiul strabatut de mobil pe traiectorie, s. Spatiul
strabatut este o functie de timp: s = S(l‘).

Ce ne mai spune definitia de mai sus, a vitezei medii pe traiectorie?

Ne indica modul de masurare a vitezei medii: daca vrem sa aflam viteza medie a mobilului pe
distanta A-B, atunci trebuie sa efectuam doua masuratori:

1) s@ masuram lungimea parcursa de corp pe traiectorie (portiunea rosie dintre punctele A si
B) = As;

2) sa masuram timpul in care mobilul a parcurs aceasta distanta = At. Aflam apoi viteza

medie calculand raportul %

![V]Z[AS}_M:

L
—|= —; dimensional viteza este un raport dintre o lungime si un timp
At ] [at] T

. v o . . m _
! Unitatea de masura a vitezei (SI) este —=ms™".
S
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

. , , . As ds . ) )
Viteza instantanee, se defineste ca v = lim — = — = s, altfel spus, viteza instantanee este
At—0 At dt
echivalentul unei viteze medii dar calculate pe un interval de timp infinit mic. Tn acest caz,
cand At — 0, punctul B se confunda cu punctul A i.e. calculdam viteza intr-un punct pe

traiectorie.

xn

! De acum Tnainte, cand folosim termenul “viteza” vom intelege ”viteza instantanee”.

. . : . s ds :
Exemplu: Daca viteza pe traiectorie este constantd, adica V:E:C’[. atunci putem afla
usor dependenta s(t) prin integrare: separam variabilele, vdt =ds si apoi integram

t s
=>Ivdt = Ids adica v(t —t,)=(s—s,) iar s(t)=s, +v(t -t,). I Dacs stim pozitia initiala

ty Sy
(so) la momentul initial (to) putem afla pozitia mobilului pe traiectorie la orice moment de

timp. « s este spatiul strabatut de corp pe traiectorie.

VECTORUL vitezé medie, v, se defineste ca raportul dintre variatia vectorului de pozitie si

intervalul de timp in care are loc aceasta

= Ar — .
variatie: Vv, :E. Ar se mai numeste As

vector deplasare. La momentul t, pozitia
mobilului este data de vectorul de pozitie

>
~ =

r; la momentul t + At, pozitia mobilului
este F+Ar , adici: r(t)=r i
F(t+At)=r +AF . Deplasarea mobilului

este Ar (vezi Figura 24).

Figura 24. Vectorul viteza medie.

! Ar depinde doar de diferenta dintre

coordonatele finale si initiale ale mobilului A
(pozitia relativa) .

! Ar nu contine nici o informatie despre drumul

pe care a ajuns mobilul din pozitia descrisa de r

in cea descrisd de r’, vezi Figura 25 .

v

! Vectorul de pozitie depinde de alegerea Figura 25. Ar nu depinde de drumul
. . o o parcurs de mobil.
sistemului de referinta (coordonate), vezi Figura
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26. Acelasi punct P din spatiu il descriem cu vectorul r din sistemul de coordonate xy si cu
r' din sistemul de coordonate x’y’. Se vedeclarcd r # r'.

Legatura dintre r si r' poate fi stabilitd dacd se cunoaste pozitia relativd a celor doud

sisteme de coordonate (specificata, in Figura 26 prin vectorul R ). Vom avea:

F =R+ (regula triunghiului), sau 7' =7 - R.

+ Vectorul deplasare Ar nu depinde de alegerea sistemului de coordonate, Figura 27. Din

sistemul xy, vectorul deplasare este Ar =1, —r iar din X'y’: Ar'=r/-r". Avand in vedere c3

F'=F-RsiF/=F,~Rrewlts AF'=F/~F'=F, - R~ F - R)=F, - F = AF

Figura 27. Vectorul deplasare nu depinde de alegerea sistemului de coordinate.

7

y

-

X

Figura 26. Vectorul de pozitie depinde de alegerea sistemului de referinta.

: vectorul vitezd medie, v, este secant la traiectorie deoarece Ar este secant la traiectorie.
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! Mdrimea vectorului Ar NU este egald cu marimea spatiului strabdtut de corp de

traiectorie. |AF| # AS (Ar este secant la traiectorie).

! Marimea vectorului vitezd medie NU este egald cu viteza medie pe o portiune de

traiectorie (definitd mai sus). In probleme nu prea calculdm aceastd marime, vector vitez
medie, folosim definitia ei mai mult pentru a defini vectorul viteza instantanee, vezi mai jos.

L . . _ . Ar dr .
VECTORUL vitezd instantanee, v , se defineste ca: v = Iltn‘}) E:E ; este derivata de
At

ordinul intdi a vectorului de pozitie in raport cu timpul (se mai noteaza r ) si reprezint3
viteza de variatie a vectorului de pozitie.

Se observa ca daca intervalul de timp este
foarte scurt, At —>0 , vectorul r+Ar se
apropie de vectorul riar vectorul Ar devine
tangent la traiectorie, vezi Figura 28. in acest

caz: Iim|AF|=AS sau ‘df‘=ds (pentru
At—0

intervale mici de timp, segmentul Ar se
confunda cu linia rosie, As, in Figura 28) si

putem folosi dr pentru a defini un vector
dF  dF
dr| ds’

Figura 28. Vectorul viteza instantanee.

unitar pe directia tangentei: T =

! Vectorul vitezd instantanee este intotdeauna tangent la traiectorie:

« Daca traiectoria mobilului nu este rectilinie (este curbilinie), directia vectorului viteza si a

versorului Tse modifica in timp.
Derivata unui vector (coordonate carteziene fixe).

in definirea vectorului vitezd instantanee am folosit notiunea de derivatd a vectorului de

e n ) _ dr . . ) ) ) o
pozitie Tn raport cu timpul: v = E Ce inseamna derivata unui vector? Din ecuatia definitiei

vitezei vedem cd nu este altceva decat raportul dintre variatia vectorului, dr, si un scalardt .
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Rezultatul (vezi paragraful corespunzator de la inceputul acestui capitol) trebuie sa fie un
vector, In cazul acesta vectorul vitez3, v .

in coordonate carteziene F=(X,y,z) iar dF=(dX,dy,dz) si V= (v v,V ), vom avea

x 'y z

V= dr _(dx dy dz

dt \dt’dt’dt
Alte variante de scriere: vV =—— ar d_x~ Cij+d—k sau vX:d—X, v :d_y’ Vz:Er
dt dt dt ° dt dt * 7 dt dt

sau V =r = Xi + yj+ Zk . Observati cd putem studia miscarea corpului descompunand-o in

miscarile componente pe axe.

! Daca derivata marimii fizice A se efectueaza in raport cu timpul, rezultatul se mai numeste

viteza de variatie a acelei marimi fizice. Intr-o notatie prescurtatd se mai noteaza A inloc de
dA
dt

De exemplu: V =r = ()'(, Y, Z), in coordonate carteziene.

! Exista o diferenta fundamentala intre derivata (variatia) unui vector in raport cu timpul si

derivata unui scalar in raport cu timpul: vectorii pot sa se modifice atat in marime cat si in
directie, scalarii se modifica doar in marime.

Daca c este un scalar iar A un vector,

—

| dlcA)_dc ; _dA

= +
dt dt dt

| dA-B)_dA 5 4 dB
dt ~ dt t
| dAxB)_dA & 4,98

X X
dt dt dt

Daci A=(A,A A )=AJ+Aj+Ak,atunci
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- = - dA = s _ -
! d—A=dAxi+AXd—l+—”j+Ayd—j+%k+Az%. Dacd versorii (mdrime 1) nu fsi
dt dt dt dt dt dt dt

modifica directia (sistemul de coordonate e fix sau se deplaseaza paralel cu el Tnsusi =

translatie), atunci variatia lor: di , dj si dk este zero.

A A - dA - dA - KX ...
(:I_tz ddtx i+ dty Jj+ ddtz k,adica A= (AX,Ay,AZ). Am folosit aceasta cand am definit viteza.

Exemplul 1: Variatia unui vector de ¢ A f 4 dt A+ dA

DIRECTIE CONSTANTA. Daca directia unui E—— >

vector nu se modifica in timp, acelui vector

poate sd i se modifice doar marimea. Figura 29. Variatia unui vector de directie
constanta.

Tn Figura 29 aveti reprezentat vectorul A la
doua momente de timp: la momentul t,
vectorul avea marimea A, la un moment imediat urmator, t+dt, vectorul avea marimea A+dA
(Atentie! Nu stim daca marimea finalda a vectorului este mai mare sau mai mica decat cea

initiala: dA poate sa fie pozitiv sau negativ.). Daca directia vectorului A nu se modifica,
. N ... dA i
singura variatie a lui A este una de marime iar ’m este paralel cu A. dA|| A, variatia lui
A este paralela cu vectorul A.

Exemplul 2: Variatia unui vector de MARIME
CONSTANTA. Daci marimea unui vector nu se
modifica in timp, acelui vector poate sa i se

modifice doar directia (sa se roteasca). . y
t+dt A+ dA

Tn Figura 30 aveti reprezentat vectorul A la .
diferite momente de timp. Se observa ca varful t, A

vectorului A descrie un cerc. Daca vectorul A

este vectorul de pozitie al unui mobilul (vector . .y .
pozit ( Figura 30. Variatia unui vector de

care indica pozitia mobilului pe traiectorie), maérime constanta.
traiectoria acestuia este cu siguranta circulara.

Daca la momentul t vectorul avea orientarea A, la un moment imediat urmator, t + dt, el
are orientarea A+dA. Marimea vectorului nu se schimba. Oricat v-ar parea de ciudat,

‘Z\+d2\‘ = ‘Z\‘ Daca dt este foarte mic, se poate vedea ca dA devine tangent la cerc, deci
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perpendicular pe A, care defineste raza cercului (cum sunt r si V in miscarea circular3,
daca originea sistemului de coordonate este in centrul cercului?).

« Derivata in raport cu timpul a unui vector de mdrime constanta este perpendiculara pe

acesta:% 1 Adacs A constant.

Se mai poate spune si altfel: Variatia dA a unui vector de marime constantd este
perpendiculara pe acel vector.

Demonstratie: Fie Aun vector de marime constanta. Marimea lui A o putem calcula, vezi

produsul scalar, ca: A?=A-A. Daci derivim in raport cu timpul vom obtine:

0= d /C\“A (derivata unei constante, A?, este nul3). ins3 4'Lc\j;‘—A)=2/Z\‘%, vezi mai sus.

- dA . . 7 . dA . .
Vom avea, deci: 2A E =0, adica vectorii Asi Esunt perpendiculari, produsul lor scalar

fiind nul. /Z\§i dA sunt de asemenea perpendiculari.

Reminder:

¢ Intr-un cerc, legdtura dintre arc (s),raza (r) si coarda (c) este datd de: s =r0, unde 0 este

unghiul, in radiani. [6] =1, adimensional (este definit ca si raportul a doud lungimi 6 =s/r).

. . - . 0 - o .
Lungimea corzii subintinse este ¢ = 2rsm§. Se observa ca pentru unghiuri mici arcul si

.0 0. TR, S A
coarda sunt egale Slnze—”o>5 iar ¢ = s. La fel pentru variatii mici ale unghiului, d6. In

acest caz vom scrie ds =rd0.

« Un unghi de un radian este unghiul la centru care

subintinde pe cerc un arc de cerc egal cu raza Daca
0=1,s=r.

« Perimetrul cercului este s =2nr, deci cercul are

27 radiani.

Figura 31. Cercul, raza, arcul, coarda
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- . - do . . . .
Definim viteza unghiulara ca OJZE si 1i asociem un vector perpendicular pe planul de

rotatie, sensul dat de regula mainii drepte.

Revenind la derivata unui vector de marime constanta, figura 30, putem scrie dA = AdO iar

dA do . . . . . . .
E = AE: A®. Pana acum am aflat ca derivata unui vector de marime constanta are:

e marime: A®
e directie: perpendiculara pe A Si ®

e sens: al produsului vectorial dintre ® si A.
. dA - . -
= putem scrie EZ ®x A pentrucd wxA este un vector care are:

e marime: A®
e directie: perpendiculara pe A si ®
e sens: al produsului vectorial dintre ® si A.

. 7 o . . dA - -
« Daca Aeste un vector de marime constanta, Ez OxA.
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