MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

2.5. Acceleratia.

in general, intr-o miscare curbilinie oarecare, viteza corpului variazd atat ca modul cat si ca
directie.
Pentru a caracteriza viteza de variatie a vitezei mobilului se defineste vectorul acceleratie

o Av . . — IV,
medie: a,, :E' Figura 32, ca si raportul dintre variatia vectorului viteza si intervalul de

timp Tn care are loc aceasta variatie. Se observa ca vectorul acceleratie medie este orientat
spre interiorul traiectoriei.

[]—H—L/—T L _=LT 2.

[ ]— — Unitatea de
masura a acceleratiei este m/s?.
Vectorul acceleratie instantanee, a ,

denumit in continuare vector acceleratie,

- - . AV dv -
definit ca: a=Ilim— .y , este
At—>0 At dt

derivata de ordinul intdi a vectorului viteza

Figura 32. Vectorul acceleratie medie.
in raport cu timpul (sau derivata de ordinul

doi a vectorului de pozitie in raport cu

timpul a = v —r)

y . .= dv . = - .
Exemplu: Sa calculam vectorul acceleratie, a = ot pornind de la ecuatiav =V 1. Avem deci

. : dv dvz) dv. dt
derivata unui produs: —=——~=—71+VvV—.
dt dt dt dt

Se observa ca, scrisd sub aceastd formd, acceleratia are doud componente: una tangenta la

: . dv. . L TR .
traiectorie, ET' care se vede ca provine din variatia in mdrime a vitezei mobilului si o a

dz . e e e e s T . .
doua, VE care apare din cauza variatiei directiei vitezei. Directia vitezei este data de
versorul T iar daca traiectoria este curbilinie, orientarea versorului T se modifica in timp.

. TR . dt o . . .. .
Mai mult, avand in vedere ca ot reprezinta derivata unui vector de marime constanta

—

‘. dt . - .
(versor, marime = 1), vectorul Eeste perpendicular pe vectorul T (perpendiculara pe

tangenta la traiectorie e normala la traiectorie, in planul miscarii).
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Vom putea scrie:

vezi Figura 33.

« Se observa ca daca marimea vitezei este

S+

constanta, mobilul are doar acceleratie >

Qy

normald; daca directia vitezei este constanta,
mobilul are doar acceleratie tangentiala iar
daca atat madrimea cat si directia vitezei se

modifica, mobilul are ambele componente ale

acceleratiei iar a? = at2 + 3,27 ) Eigura 33. Descqmpung_rea accelevra;‘_iei
instantanee dupé directiile normalé gi
tangentiala.

Cum putem calcula v%?

—

. . dt
Varianta 1. S$tim ca E este un vector

Ay

(mdrime: ?; directie: perpendicularda pe 7T, ARt
o - e dt]|n
directia normalei n; sens: de-a lungul variatiei @l

54

dta lui T). Se vede din Figura 34 ca, dacd

notdm dO unghiul mic cu care s-a modificat

directia vitezei, dt = td0. Avand in vedere ca

mdarimea lui Tt este 1, avem dt=dO iar
dt .do

dT=nd06. —=n—=nwm dacd definim © ca:
dt dt

Figura 34. Variatia versorului T, dT.

1
o= % o este viteza de variatie a unghiului si se numegste viteza unghiulara. [(o]: T =T

) ) .. ) . . dt L .
iar unitatea de mdasura este radian/secundd. Atunci vazva)n si vom putea scrie ca

a, =von.
Varianta 2. Aproximam traiectoria, pe intervalul dt mic, cu un cerc de raza R (raza de curbura
a traiectoriei). Tn acest caz, spatiul strabatut pe traiectorie, ds, se calculeazi ca: ds = Rd0.
dz dt ds , dt
Vom avea: V—=V——=V"—,
dt ds dt ds

ds = RdO, unde R este raza de curbura a traiectoriei, adica raza cercului care aproximeaza

Pe dT l-am calculat mai Tnainte, dT=nd0 , iar

cel mai bine portiunea ds de traiectorie, vezi Figura 35.
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. dt nd6 n  |dT| 1 .
Atunci —=——=—(|—|=—) iar
ds Rd6 R |ds| R ds = Rdo
di v®. . .
V—=—n . Acceleratia normala
dt R

V2
devine deci: a, = R

Cele doua variante sunt echivalente

. do RdO ds v
pentrucd, o =—=——=——=—.
dt Rdt Rdt R

- dv %
at:a; a,=—,

"TR Figura 35. Raza de curbura a traiectoriei.

! Raza de curbura este alta in fiecare punct al traiectoriei.

e Daca traiectoria este rectilinie = raza de curbura este infinita = acceleratia normala
este nuld = mobilul are doar acceleratie tangentiala.

2
— . . “ . v 4
e Daca traiectoria este circulard = acceleratia normald este a, =R unde R este raza

cercului.

2
“ . . _ 4 “
e Daca traiectoria este curbilinie oarecare = a, :Eunde R este raza de curbura a

traiectoriei in acel punct. Tn probleme, cu exceptia miscarii circulare, raza de curbur

. , . s e dv ,
este o necunoscuta care trebuie aflata. a, se calculeaza fie din a, =4 daca

dependenta de timp a vitezei este cunoscuta, fie din a, = w/a2 —as daca acceleratia

totala si a, sunt cunoscute.

e Daca viteza mobilului pe traiectoria curbilinie (sau circulard) este constanta =
acceleratia tangentiald a mobilului este nulda = mobilul are doar acceleratie normala.

e Daca marimea vitezei viteza mobilului pe traiectoria curbilinie (sau circulara) nu este
constanta = mobilul are atat acceleratie normala cat si tangentiala.
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e Cu cat curbura C (definita ca C = E) a curbei este mai mare, cu atat raza de curbura

este mai mica.
2.6. Miscarea pe o dreapta.

Miscarea unidimensionald i.e. miscarea in care traiectoria este o linie dreapta, Figura 36,
este cel mai simplu caz al miscarii. Studiul acestui tip de miscare este foarte important
pentru ca, dupa cum am vazut, descriem miscarea cu ajutorul vectorilor si deci putem sa o
descompunem dupa axele unui sistem de coordonate iar miscarea de-a lungul fiecarei
coordonate poate fi studiata independent.

X(t) v.a

[ A —

Figura 36. Miscare in linie dreapta.

\

Daca traiectoria este o dreaptd, vectorul viteza (care este tangent la traiectorie in fiecare
punct) nu-si modifica directia, ci doar marimea. Acceleratia este tangentiala,

dv . . - e iy . . y
a=a, = E(raza de curbura a traiectoriei este infinita iar acceleratia normala este nuld).

Alegénd axa x a sistemului de coordonate paraleld cu traiectoria miscdrii, vezi Figura 36,
puteti verifica usor urmatoarele ecuatii:

r= (x,0,0)= Xi;
L S & S =(d_x,o,oj = (%,00)
dt dt t

2 2y . 2
Xy G Xy a:(sz,o,o}(xo,o)

Exemplul 1: S3 presupunem ca viteza mobilului este constanta, v =ct. Sa calculam
dependentele x(t) si a(t).
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dx
Pornim de la Vzazct.. Prin separarea variabilelor = v df =dx = putem integra

t X
termenii ultimei egalitati (v este o constantd): J‘v dt = '[dx rezultand: v(t —t,)=(x - x,)

t=t, X=Xq
si de aici: X(t) =X, + v(t - to) = ecuatia de miscare pentru miscarea rectilinie si uniforma.
Dacd stim conditiile initiale (pozitia initiald x, si momentul initial t,) putem afla pozitia

mobilului la orice moment de timp. Acceleratia o calculam de asemenea pornind de la

i dv . . . y
definitie: a = E si obtinem a =0, pentru ca viteza este constanta.

Exemplul 2: S& presupunem ca acceleratia mobilului este constantd: a =ct.(a= X =ct.).
Vrem sa calculdm v(t) si x(t),.

Stimcaa=ct.,sicaa= 2—\; Ca si in exemplul de mai sus, separam variabilele: a dt = dv si
t v
integram: .fa dt = '[dv rezultand a(t—t,)=(v-v,) si de aici: v(t)=v,+alt—t,) .
t=t, v=Vy,
Continudm calculele: v:(;—); si deci %:v0+a(t—to). Separdm variabilele din nou:
X t
dx = [v, +a(t —t, )ldt si integram: '[dx = '[[vo +a(t—t, )|t rezultand:
Xo ty
2 2
(x-x,)= Vo(t—to)+@ si de aici x(t)= x, +v0(t—t0)+@(ecua,tia miscarii

uniform accelerate). Daca stim conditiile initiale (f,,X,,V,), date de obicei in enunturile

problemelor, putem afla pozitia si viteza mobilului la orice moment t.

Exemplul 3: S3a presupunem ca pozitia mobilului se schimbda dupa legea:
x(t)= Acos(ot + @) = miscare oscilatorie. Presupunem ci A, ® si ¢ sunt constante.

Reprezentati grafic dependenta x(t). Ardtati cd x(t)reprezinta“l proiectia pe axa x a unei

miscadri circulare. Gdsiti parametri acestei miscari circulare.

Vom avea: v(t) = 2—): = ~Aosin(ot + ) iar a(t) = 3—\; = —Aw’ cos(ot +¢). Se observd ci

a=-o’Xx . Putem merge si invers cu rationamentul: dac3 acceleratia are o dependent3 de
tipul @ = —®2x , atunci solutia x(t) va avea forma: x(t)= Acos(wt + ¢) iar miscarea va fi o

miscare oscilatorie.
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Exemplul 4: S3 presupunem acum ca acceleratia mobilului are o forma oarecare, a(t), si ca
. . . . _ d’x d’x
ne intereseaza calcularea dependentei x(t). Vom scrie atunci: a9 a(t) sau d?—a(t)= 0

sau )'('—a(t)= 0. Aceasta este ceea ce se numeste o ecuatie diferentiald de ordin 2, ale carei
proprietati sunt cunoscute si le veti invata la cursurile de matematica. Avand suficiente
informatii (valorile initiale ale lui x si ale derivatelor sale — viteza si acceleratia) solutia exista
si este unicd. Faptul cd solutia existd nu inseamnd c3 o si putem gési. insd pentru cazurile de
interes pentru noi, x(t) poate fi aflat fara prea mult efort.

Tn exemplul 1, de mai sus: @ = 0 (din v =X = ct.) adicd, X = 0. Solutia ecuatiei X = 0.a fost:
x(t)=x, +v(t-t,).

n exemplul 2, de mai sus: a = ct. — X =a =ct. . Solutia ecuatiei X —a =0 a fost:

x(t) = x, +vo(t—to)+@.

In exemplul 3, de mai sus: X=-w’x . Solutia ecuatiei X+w’x=0 a fost
x(t)= Acos(ot +¢).

Am vazut, in exemplele de mai sus, cum rezolvam problemele n cazul in care cunoastem
dependenta de timp a coordonatei, vitezei sau acceleratiei mobilului. Problema devine ceva
mai complicata in cazul in care dependentele acestor variabile nu mai sunt date in functie de
timp ci in functie de alta variabila.

Exemplul 5: Sa presupunem ca acceleratia unui mobil depinde de viteza dupa legea: a =kv,

unde k este o constanta. Vrem sa calculam dependentele x(t) si v(t). Pornim de la

dv dv

E: kv, separam variabilele, — = kdt E>v(l‘)prin integrare si apoi a(t) prin derivarea
v

v(t) si x(t) prin integrarea v(t).

Exemplul 6: S3 presupunem ca acceleratia depinde de coordonate: a =kx + munde k si m
sunt constante, si ca dorim sa calculam dependenta v(x). Pornim, iarasi, de la ce avem:
dv . . . S N o .
E: kx + m . Atentie! aceasta ecuatie are trei variabile (viteza, timp, coordonata) si deci
separarea variabilelor, pentru integrare, nu mai este posibila. Artificiu matematic: ca sa

o i — . e 1 dx A A -
eliminam una din variabile, folosim legaturile dintre ele: E =V. In partea stanga a ecuatiei
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A . e , dv dvdx dv .
initiale Tnmultim si Tmpartim cu dx si vom avea: — = ——=—V =kx+m iar acum
dt dx dt dx

putem separa variabilele: v dv = (kx + m)dx = v(x) prin integrare.
2.7. Miscarea in plan (doua dimensiuni) sau in spatiu (trei dimensiuni).

Cu informatiile de mai sus nu ne va fi foarte greu sa trecem la rezolvarea problemelor de
miscare in douad (sau trei) dimensiuni. Rezolvarea problemelor nu este cu mult diferite fata
de ce am discutat la miscarea pe o dreapta.

Pentru miscarea in spatiu (cazul plan fiind un caz particular), avand in vedere ca ecuatiile

= ~ o e - dv
cunoscute: 7 =(x,y,2), V=[dx dy Ej sau v = (x,y,2) iar a:(dvx Y dvz] sau

dt ' dt’dt dt ’ dt ' dt
o (¢x dy ¢z
dt?’ dt? ' dt?

pe axele de coordonate. Rezolvdm apoi trei probleme de genul celor prezentate in

J: ()'6,}'/',2), sunt ecuatii vectoriale, putem s3 descompunem miscarea

exemplele de la migcarea pe o dreaptd. Dupa ce am gasit legile de miscare pe cele trei axe de
coordonate putem usor “reconstrui” vectorii I, V si a folosind teorema lui Pitagora

generalizat3, de exemplu: r? = x? + y2 + 2%, etc. .

Aveti cam toate informatiile necesare pentru a putea incepe rezolvarea unor probleme de
cinematica a corpurilor.

Exemplul 1: Migcarea circulara. Miscarea
circulara este, alaturi de miscarea
unidimensionald, una din cele mai importante P ~
tipuri de miscare in fizica. ’ P4 \

Analizam aici cel mai simplu caz, miscarea
circulard uniforma (i.e. cu vitezd constantd). Sa
presupunem ca un mobil se misca in planul xy \
dupd ecuatia: r =r(coswt,sinwt) unde r si N .
o sunt constante. ® este viteza unghiulara a
mobilului (daca o este constant, unghiul la

centru, 0, poate fi scris ca O=wf.) Sa se o
Figura 37. Misca#ecifcTlardlyegtorul

calculeze: a) ecuatia traiectoriei; b) viteza; c) de pozitie. +
. . TV T .
acceleratia; d) acceleratia tangentiala si e) / P A
\
. o . . . . /
acceleratia normala a mobilului pe traiectorie. [ of "
| ' L
Y 4
\
N /
\ /
N /
\\_‘ ,’

42
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a) Pentru calcularea ecuatiei traiectoriei, folosim: x =rcoswt, y =rsinot si elimindm

timpul:

x® +y® =r?cos® ot +r?sin’ ot = r? (am folosit cos® o+ sin® oo =1). Ecuatia rezultants,

x? + y? =r? este ecuatia unui cerc de razd r = traiectoria este un cerc, Figura 38.

b) Vectorul vitezd v =r = (or(— sin wt,cos c)t), Figura 39; marimea vitezei v = or . Mdrimea
vitezei este constanta (daca viteza unghiulara este constanta, viteza pe traiectorie va fi si ea
constanta pentruca v = or ).

« Timpul in care este mobilul parcurge un cerc se numeste perioada miscarii (este timpul

dintre doua treceri succesive ale mobilului prin acelasi punct si in acelasi sens). Perioada se
noteaza T. [T]= T, unitatea de masur3 a perioadei este secunda.

! intr-o perioadd, mobilul a parcurs circumferinta cercului 27r, cu viteza constantd v. Atunci
2nr 2mn 2%, N . .
T =—=—s5au, o= - (intr-o perioada mobilul parcurge un unghi 2mn).
v ®

! Se defineste frecventa de rotatie, v (grecescul “niu”), ca si numarul de rotatii efectuate in

. , 1 1 a4 — . . N
unitatea de timp. V=T [v]:?zT inversul unui timp, iar unitatea de mdsurd a

frecventei este s sau Hz (Hertz, dup fizicianul Heinrich Hertz, un fizician german 1857-
1894 cunoscut in principal pentru studiile sale asupra undelor electromagnetice). ® = 2nv.

! Se poate ardta cd V L r (derivata unui vector de modul constant este perpendiculara pe

acel vector) calculand produsul scalar v-r =0.

« Am definit vectorul vitezd unghiulard o ca fiind T T T T T -~
-~ —» ~
un vector de marime o, perpendicular pe vectorii : r )
- N | P
T Ty r. - S-o |
r sivcuv=awxr (vezi Figura 39). —=wxr, - - - -
dt
pentru cd r e un vector de mdrime constanta -
. [ A . . = -~
(variaza doar in directie). .7 ~
4 —»
/ r ,}\
c) Sa calculam acum acceleratia in miscarea ," 1‘c‘a' \
circulara uniforma. Din definitie, vectorul i !
acceleratie se scrie ca: \ f
\ ,
\ /
\ /
”
) R g

Figura 40. Miscare circulara, vectorul
acceleratie.
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a=v =-o’r(cosot,sinot) = —o’r .

Acceleratia este orientata de-a lungul vectorului de pozitie, in sens opus acestuia adica spre

centrul traiectoriei (se mai numeste acceleratie centripeta). Marimea acceleratiei,
V2

a=o‘r = —, este de asemenea constanta.
r

. - , . . I dv
d) Acceleratia tangentiala poate fi calculata pornind de la definitie: a, = o

a, = 0 deoarece viteza pe traiectorie este constanta.

e) Acceleratia normald se calculeaza folosind oricare din urmatoarele expresii:

a, =0V =— =®°r . Acceleratia mobilului in miscarea circulard uniforma are doar o
r

componenta, normala la traiectorie (rezultat identic cu cel obtinut la punctul c).

BONUS:

! Daca viteza mobilului nu este constanta pe traiectoria circulara, ci depinde de timp:

.o . N 4 . . . N .
v :v(t), atunci viteza unghiulara ® = —depinde si ea de timp. In acest caz, acceleratia
r

tangentiala este ne-nula,
dv dor do
at = =—=f —
dt dt dt
constant). Se defineste acceleratia

(r este

. do . O
unghiulard € =—iar @, = er. e P N
dt Phd S
Vy s ~
PRV ~
Exemplul 2: Aruncarea sub un unghi in ) \
N

camp gravitational: sa presupunem ca D

i .
fortele care actioneaza asupra unui Figura 41. Miscare in cadmp
corp aruncat de la  nivelul gravitational.

solului, F, =(0,0), cu viteza initiald

V, = (VOX,VOY) sub unghiul o fata de orizontala ii imprima acestuia o acceleratie:
@ =(0,—g) in SR xy din Figura 41, unde g este o constant3 pozitivi. Sa se calculeze a) V(t); b)
F(t); c¢) indltimea maxima la care ajunge corpul; d) timpul de urcare; e) timpul de coborare;
f) distanta strabatutd de corp pe orizontald pana la caderea corpului; g) care este viteza

corpului cand ajunge din nou pe sol si care este unghiul pe care 1l face cu orizontala; h) care
trebuie sa fie unghiul oo de aruncare pentru ca distanta sa fie maxima; i) ecuatia traiectoriei.
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Datele initiale ale problemei (caractere inclinate Tn enuntul problemei) ne sugereaza
alegerea sistemului de referintd. Am ales originea sistemului de referinta in punctul de
aruncare.

. . - dv, dv, :
a) V(t) o aflam din componentele acceleratiei: ot =0, W:—g prin separare de
variabile si integrare = v, =V, (miscare cu viteza constanta, v,, =V,cosa ) iar

Vv, =V,, —gt (miscare cu acceleratie constantd, v,, =Vv,sina ; am ales {, =0 ).
V(t) = (Vor, Vo, —at)-

X dy
dt dt
variabile si integrare = X = X, + V,, ! (pe directia x, ecuatia miscarii cu viteza constantd) iar

b) F(t) il aflam din componentele vitezei: =V, Voy—gt prin separare de

t? o . . y y .
Y=Y, +v0yt—g7(pe directia y, ecuatia miscarii cu acceleratie constanta, o parabol3, vezi

figura). x, =0si ¥y, =0 pentru cd am ales punctul de plecare in originea sistemului de
coordonate.

dy

t? n . - . s
t—g—. y este maxim cand derivata functiei y(t) este nula. EzOlmpllca:

c.d) y=v,,

Vo, —9t =0 adicd v, =0 (cand ajunge la indltimea maxima, viteza corpului este zero pe

V ~ . (3 ~ . .
directia y). Timpul de urcare este t, =2 Tnlocuind aceasts valoare in expresia lui y,

g

2 2
—v VOy _ gVOy _ VOy

max ~— Y0y 2 =
g 29 29

obtinem Tnaltimea maxima, hmax. h
e) Timpul de coborare il aflam cel mai usor daca din timpul total de miscare scadem timpul
de urcare. Timpul total de miscare, f,, 1l afldm punand conditia ca y = 0 (corpul sa ajunga din
. . gtz v .o . 2VOy . .
nou la nivelul solului). O :Voyt—7'=> doud solutii: t, =0 si t{, =——=. Prima solutie
corespunde momentului initial; a doua corespunde caderii mobilului pe sol, la momentul
Voy

ulterior aruncdrii. Timpul de coborare t, =t, —t, = — ={,,. Miscarea este simetrica, timpul

de urcare si cel de coborare sunt identice.q
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f) Distanta strabatuta pe orizontalda pana la caderea corpului (bataia) se calculeaza din
ecuatia de miscare pe orizontala, 1n care  inlocuim f cu

2 A 2 .
D=v.t=v 2V0y=2VOSInOLCOSoc=vosm2a
Ox*t 0Ox

g) V(tt): (VOX,Voy —gtt): (VOX,—VOy). La caderea pe sol, mdrimea vitezei este tot v,, ca la

aruncare, doar sensul componentei verticale a vitezei s-a modificat.

h) pentru ca D sa fie maxim (bataie maxima), sin2a trebuie sa fie maxim. Sinusul unui unghi
e maxim cand unghiul este /2 = 90 grade, pentru noi aceasta insemnand 2o = /2 deci
o = /4 = 45 grade. Altd varianta, D este maxim cand derivata acestuia in raport cu variabila
de interes (aici a) este nula.

2

ax

————, ecuatia unei parabole in
2vZ cos® a '
0

i) Aratati ca ecuatia traiectoriei are forma: y = xtgo —

planul xy. Cum obtineti, pornind de la aceasta ecuatie, inaltimea maxima la care urca corpul
si bataia?

Exemplul 3: Sa presupunem ca un mobil se miscd pe o traiectorie planda dupa legea:
r= (Ae“t,Ae*‘”) unde A si o0 sunt constante pozitive. Se cere sa se calculeze dependenta de

timp a vitezei mobilului si sa se reprezinte grafic traiectoria miscarii.

y

> -~ vt >>0)
_I i *"-—-l-..________»
Figura 42. Traiectoria migcari, y(x).
Pornim de la definitie: V=ri= (Aae“t,—Aae““) iar

V= \/)'(2 +y? = VAZ02e® + A%0%e 2 | adicd v = Aave® +e 2 . Se observi cila t =0,
x=Asiy=A,iarlat—>o, x >osi y — 0. Decila timpi mari, miscarea se transforma intr-

o miscare de-a lungul axei x, vezi Figura 42.
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2.8. Viteza si acceleratia in coordonate
polare (r,0).

Problemele date ca exemplu pana acum au

fost rezolvate in sistemul de coordonate
cartezian (xy, fix). Vom vedea in cele ce
urmeaza cd, pentru unele probleme, alegerea Figura 18. Sistem de coordonate polar.

unui alt sistem de referinta simplifica mult

scrierea ecuatiilor Si interpretarea

rezultatelor. Dar pana a incepe sa rezolvam probleme, sa ne construim uneltele de care
avem nevoie. Ne ocupam, deocamdatd, de sistemul de coordonate polare (plan). Pozitia

unui mobil in plan se identifica, cu vectorul de pozitie r iar in coordonate polare: r =r1, .

Reamintim ca, daca pozitia mobilului se modificd, se modifica si orientarea versorilor 1, si
1, (cu exceptia cazului in care O este fix si variazd doar coordonata r). Dacd 0 este fix si r
variazd, i.e. mobilul are o miscare de-a lungul razei, orientarea versorilor 1, si 1, nu se

modificd. Mai jos vom analiza doar cazul unei variatii cu d© a orientdrii versorilor.

. . , Lo dr e P : :
Viteza o calculam pornind de la definitie: v = ar r =r1 +r1 . Avem din nou nevoie de

derivata in raport cu timpul, 1., a unui vector de modul constant. Oferim aici trei variante de

calcul:

1) Stim ca derivata in raport cu timpul a unui vector de mdrime constanta poate fi scrisa ca:

L =wx1 . ®, In cazul nostru este perpendicular pe planul miscarii. Rezultatul este un

vector, (T)xi,, de directie perpendiculara pe o si pe 1, (deci paralel cu 19 ), cu sens dat de
regula mainii drepte (acelasi sens cu ie) si mdrime egald cu ®1, sin90 = o =0 (pentru ci
| dji =

r

unghiul dintre cei doi vectori este 90 grade iar marimea Iuﬁ, este 1). < ot =01,. Analog

putem arita c3 % = ox1, =61,

2) Stim ca derivata in raport cu timpul a unui vector
de marime constantda este perpendicularda pe acel

vector (dar nu stim sensul si m3rimea vectorului ~ 9d7; 47 A do
rezultant). Tn Figura 43 am reprezentat variatia cu d& 3:] "e\
a versorilor 1 si 19. Se observa ca directiile vectorilor 1

Figura 43. Calculul di, si die
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:dir || ie si de acelasi sens, iar die || ﬁr si de sens opus. Marimea vectorilor dﬁr§i die se

poate usor calcula dacd variatia unghiului, dB, este mica. ‘di =1,d0=d0O iar

‘die =1,d0=d6 . Avand mdrimea, directia si sensul vectorilor dir Si die putem scrie
d1, =1,d0, di, = —1,d0 si calcula: ! di =61, %=—91.

3) Versorii i, Si ie pot fi exprimati in functie de versorii i Si ],vezi Figura 44. Cum?

Descompunem versorii 1 si 1, pe axele x si y

(coordonate fixe in spatiu). Vom obtine:

—

1= icos 0+ jsind iar 1, =—isinB+ jcosO.

j
di A\ .
* = —i0sin0+ jOcosO si | ! 9\
dt s
|

d—19 = —i6cosO — iésine . Figura 44. Descompunerea versorilor

dt 1 si 1,pe axele x si y.
adica: 1 9% _ o761 9h _ o7

dt dt

Demonstratii mai riguroase, folosind derivate partiale, veti avea la cursurile de matematica.

Pornind de la r =r1 si definitiile vectorilor vitez3 si acceleratie, putem calcula:

Viteza in coordonate polare: V=7 =F1 +r1 =71, + 01, (reamintim ci 6=, viteza
unghiulard). Pe directia 1, existda componentd a vitezei doar dacd r se modifica in timp

(r #0). Pe directia ie exist3 vitezd doar daci 6 = = 0.

Acceleratia in coordonate polare: =V = d r’I,dthrO'Ie = i1, + fi +01, + o, + réie ,

&= F1, + 01, + 01, + B, — r607, sitn final 8 =1, (F - r?)+ 7,270 + rb);

Termenul 1,5 este acceleratia liniard pe directia razei, datorat modificarii in timp a
coordonatei r ; termenul 1,r0 este o acceleratie liniard in directie tangentiald, datorata

modificarii in timp a vitezei unghiulare a mobilului (é este acceleratia unghiulara).
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Termenul 1, ro? este acceleratia centripetd, orientatd de-a lungul razei, spre interior;
termenul 1,2r0 se numeste acceleratie Coriolis si apare daca ambele coordonate (r si &) se

modifica in timp.

Exemplul 1. Miscarea circulard in coordonate polare. O particula se miscd pe un cerc de razd

r cu viteza unghiulard o =0 = at, unde o este o constanta pozitiva. Scrieti expresia vitezei
particulei in coordonate polare.

Se observa ca viteza unghiulara nu este constanta in timp (creste cu timpul). Din relatiile de
mai sus: 7 =r1, iar V =7 = 01, = rat1, pentru cd F =0, marimea lui r fiind constanta. Din
V =ratl, se observd clar cd in miscarea circulard (r constant) viteza este orientatd

intotdeauna de-a lungul vectorului ie. Dependenta de timp a marimii vitezei este v = rat .

Daca ati calcula viteza folosind coordonate carteziene ati veti vedea ca rezultatul are o forma
mult mai complicatd si mai greu de interpretat. incercati.

Exemplul 2. Miscarea in linie dreapta in coordonate polare. O particula se misca cu vitezd
constantd vV = Ui de-a lungul liniei y = 2. Scrieti
expresia vitezei particulei in coordonate polare.

Daca trebuie sa descriem miscarea in coordonate
polare, descompunem vectorul viteza dupa

directiile 1 si ie , Figura 45. Vom avea:

vV, =ucosO si vy =-usin®. Vectorul viteza

oate fi scris 1n coordonate polare ca: . : o
P N R P Figura 45. Migcare in linie dreapta
v =1ucos6—-1,usin®, cu O variabil, vezi Figura descrisa in coordonate polare.

46.

Figura 46. Migcare in linie dreapta descrisa in coordonate polare: doua pozitii
succesive ale particulei.

Pe masurd ce particula se deplaseaza spre dreapta, 0 scade iar 1, si 1,7si schimbad orientarea.
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Se observa ca descrierea acestei miscari s-ar face mult mai simplu daca am folosi coordonate
carteziene. In coordonate carteziene: x = xo + ut (miscare rectilinie uniformé cu viteza u), y =
2;v=u,vy=0.

! Trebuie sd incercdm sd descriem miscarea folosind sisteme de coordonate care sd facd

problema cat mai simpld posibil: atédt la rezolvare
cat si la interpretarea rezultatelor.

Exemplul 3: Viteza unei furnici pe spita unei roti. O

Q)
furnica se deplaseazd pe spita unei roti cu vitezd /

constantd de u metri pe secunda. Roata se invérte cu ‘v
vitezd unghiulara constanta O=w radiani pe ‘
secunda in jurul unei axe fixe. La t = O furnica se afld '

pe axa rotii iar spita este de-a lungul axei x. Gasiti

expresia vitezei furnicii: a) in coordonate polare, b)

in coordonate carteziene. Figura 47. Pozitia furnicii pe spita, la
un moment dat.

a) in coordonate polare avem: r=ri si stim c3

I = U (u constant) deci r = ut .

V=r= I‘ﬁ, + rfﬁe = ui, + utoﬁe. Viteza furnicii are doua componente: una de-a lungul spitei

(constanta, din cauza miscarii cu viteza u) si alta perpendiculara pe spita (= or = out, din
cauza miscarii de rotatie a rotii). Cea de-a doua componenta a vitezei nu este constanta in
timp (creste liniar cu timpul).

b) in coordonate carteziene:

F =(rcos@,rsin@) = (utcos0,utsin@) iar

vV

F= (u cos 0 — utdsin0,usin 0 + utd cos 9) adicj

V = i(ucos®—utosin®)+ j(usin® + utwcos o).

Care rezultat vi se pare mai usor de interpretat?

Exemplul 4: S3 calculam, pentru problema de mai
sus, acceleratia furnicii In coordonate polare.
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. did ruted) s o _ B
a=v=ib%)=wn’le+um1e—utmz1r adicd a@=-utn’1, +2uwnl, . Componenta

acceleratiei pe directia 1, este constantd. Componenta acceleratiei pe directia 1, este o

acceleratie centripeta, de forma — o’r, r=ut.
NU incercati sa calculati expresia acceleratiei, din acest exemplu, in coordonate carteziene.

Reprezentarea grafica a acestei migcari este reprezentata in figura de mai sus. Desi pare cam
complicata, figura este usor de realizat daca tinem cont ca: viteza unghiulara o a rotii este
constanta (unghiuri egale sunt strabatute in intervale de timp egale adica putem folosi
unghiul ca si o masura a timpului); viteza radiala este constanta: marimea vectorului de
pozitie I creste uniform in timp (si unghi); v, creste liniar cu timpul (si unghiul); Viteza

rezultanta trebuie sa fie tangenta la traiectorie.
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