MECANICA 3. PRINCIPIILE MECANICIL.

3.4 TEOREMELE DINAMICIL.
Teorema impulsului.
Daca scriem legea fundamentala a dinamicii in forma ei diferentiala:

F :% si definim marimea fizica “impuls”, p, ca si produsul dintre masa si

vectorul viteza. Impulsul este o marime fizica vectoriald. p=mv .

[p] = [m]v]=MLT" iar unitatea de masura in Sl este Ns = kg m/s. Vom avea:

,zzz_l;: Forta F aplicata punctului material i produce acestuia o variatie dp a

impulsului in intervalul de timp dt. Sau altfel spus: Putem afla forta aplicata punctului
material masurand variatia impulsului punctului material in intervalul de timp dt si

calculand raportul lor.

Separéand variabilele obtinem:
Fdt = dp siintegrand vom avea:
L Py
H = [Fdt = [dp=p, - p, = Ap = mV, —mV,
4 P
unde prin H am notat impulsul fortei definit prin integrala de mai sus.
Teorema impulsului: Impulsul fortei rezultante aplicata asupra unui punct
material este egal cu variatia impulsului punctului material.

! Daca rezultanta fortelor este nula, impulsul punctului material se conserva.

Nu-i nici o iinformatie noua in !-ul de mai sus, ar argumenta unii, pentru ca stiam de

la Principiul Il ca daca rezultanta fortelor este nuld atunci acceleratia este nula si deci
viteza/impulsul este constant. Ne vom da seama de utilitatea teoremei conservarii
impulsului cand vom studia dinamica sistemelor de particule, mai precis fenomenul

de ciocnire a corpurilor.
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Momentul fortei, momentul cinetic.

3. PRINCIPIILE MECANICII.

Efectul de rotatie al unei forte il putem studia mai usor introducand notiunea de

moment al fortei: o forta aplicata unui corp care are o articulatie in jurul careia se

poate migca liber, ii produce acestuia o rotatie intr-un plan ce contine forta si vectorul

de pozitie de la articulatie la punctul de aplicare al fortei, Figura 55.

e Daca directia fortei trece prin
articulatie, atunci efectul de rotatie

este nul.

e Pentru o marime data a fortei si directii
paralele de aplicare, efectul de rotatie
este cu atat mai mare cu cat punctul
de aplicatie al fortei este mai

indepartat de articulatie.

Definim momentul fortei in raport cu un
pol ca si produsul vectorial dintre vectorul
de pozitie (masurat de la articulatie) al
punctului de aplicatie al fortei si vectorul
forta.

M =rxF , Marimea vectorului moment al

fortei este ‘Fx If‘: rFsino, directia este

perpendiculard pe r si F iar sensul este

¥

gl
1
=,
M.

plan de rotatie

Figura 55. Momentul fortei fatd de un

punct (pol).

dat de regula mainii drepte. Se observa ca rsina este marimea perpendicularei dusa

din articulatie pe dreapta suport a fortei, segmentul b din Figura 55. Termenul b =

rsina. se mai numeste si brat al fortei iar M = Fb (marimea momentului fortei este

produsul dintre forta si bratul fortei).

[M]=[r]F]=LMLT = ML*T2 iar unitatea de masura este Nm.

Sa presupunem acum ca corpul studiat nu are o articulatie de genul celei

prezentate in Figura 55 (sus) ci poate sa se miste liber in jurul unei axe. Sa luam

ca exemplu usa de la intrare, Figura 56: experimentul ne spune ca:
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3. PRINCIPIILE MECANICIL.

e Daca tragem de usa cu forta 131 a carei directie trece prin articulatie, atunci

efectul de rotatie este nul. Forta IE1 incearca doar sa deplaseze axa de rotatie gi

creste solicitarea in balamale fara sa produca rotatie.

e Daca tragem de usa cu

= y axa de
forta F,, paralela cu axa de posibil
rotatie, efectul de rotatie rotatie
| | —> |
este de asemenea nul. 1 I F, I
Forta F, incearcd s& £
3
deplaseze vertical axa de
rotatie si sa o roteasca. ' '
| |
e Daci tragem de usd cu o : :
forta F; perpendiculara pe Figura 56. Momentul fortei fatd de o axd, cazuri
aceasta, usa se roteste. particulare.
B | f oo axa de
ratul fortei, in acest caz, posibila
este distanta de |a rotatie

articulatie la dreapta suport a fortei.

In cazul general, descompunem forta pe care

o aplicam corpului dupa cele trei directii: doar

componenta perpendiculara pe axa, F,, va
produce rotatie.

Definim momentul fortei in raport cu o axa
ca fiind produsul dintre componenta 153 a

fortei si bratul acesteia (perpendiculara de pe

axa pe suportul fortei). M, = F;b.

Se poate arata cd momentul fortei in raport

My

Figura 56. Momentul fortei fatd de o

axd, cazul general.

cu axa,M,, este proiectia pe axa a vectorului moment al fortei in raport cu un

pol de pe axa: M, = M -é , unde é este un versor pe directia axei.
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MECANICA 3. PRINCIPIILE MECANICII.

M=7FxF = +F2)><(IE1 +F, +133) iar M, = é((ﬁ +Fz)><(l51 +F, +l53». La produsul mixt,
daca doi vectori sunt coplanari, atunci produsul mixt este nul. Din produsul mixt de

mai sus va ramane doar: M”=é(F1><F3)=F3b pentru ca cei trei vectori sunt

perpendiculari intre eiiar r, = b.

La fel ca mai sus, putem sa

definim  momentul  oricarui B
5 o mv =p

vector. Un astfel de moment pe L=rxmv

care il veti intalni deseori in

mecanica si nu numai este

momentul impulsului, numit i

moment cinetic.

L=Fxp=Fxmv.

[L]=*MT™" iar unitatea de

Figura 57. Momentul cinetic.

masura este Js (vom defini

Joule, J, cand vom povesti despre energie).

Derivata vectorului moment cinetic in raport cu timpul este momentul

rezultantei fortelor (calculat fata de acelasi pol).

%:d(rxp):d_rxﬁ+7x—:de—p=Fxlf=M , deoarece d—rx;3=\7><;3=0
dt dt dt t t dt

—

pentru ci vectorii V si p sunt paraleli. Avem deci: %:I\?I si dL = Mdt . Definim si

t2 - L2 - - - -
aici impulsul momentului fortei, K, ca: K = jMdt = jdL =AL=L,-L;:
t L
Teorema momentului cinetic: Impulsul momentului fortei aplicate punctului

material este egal cu variatia momentului cinetic al punctului material.

Daca momentul fortei rezultante este nul, momentul cinetic al punctului
material se conserva. Altfel spus, momentul cinetic al punctului material poate fi
modificat numai sub actiunea unui moment al fortei. Folosim marimea fizica

“moment cinetic” indeosebi in problemele in care intervin forte centrale (forte
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care actioneaza de-a lungul vectorului de pozitie), caz in care momentul fortei

este nul 2 momentul cinetic se conserva.

o fortd centrala nu poate schimba momentul cinetic, fatd de centrul sau, al

punctului material. Ce inseamna asta? inseamnd c& dacd momentul cinetic se
conserva, nu se vor schimba: 1) directia, si sensul momentului cinetic, 2) marimea

momentului cinetic.

1) L =rxp este perpendicular pe vectorii r si p, adica perpendicular pe planul

traiectoriei migcarii. L constant implica faptul ca migcarea cauzata de o forta centrala
trebuie sa aiba loc intr-un plan fix (a
carui normala la plan nu se modifica in
timp).

. dr y
2) L:rxmv:rxma. Daca L este
constant, atunci marimea vectorului

r xdr este constanta. Dar marimea lui

rxdr este aria paralelogramului X
. o , - traiectorie
format din cei doi vectori, vezi Figura

58, care va fi deci constanta. Avand in Figura 58. Aria la centru maturata de vectorul de

vedere ca |F xdr|=2dA =const.= dA  pozitie in timpul dt.
este constant: daca momentul
cinetic se conserva (forte centrale), aria maturata de vectorul de pozitie in

unitatea de timp este constanta’.

Exemple: Miscarea rectilinie si uniforma, miscarea circulara uniforma, miscarea

planetelor in jurul soarelui, migcarea electronilor in jurul nucleului, ... .

* Aceasta este una (a treia) din celebrele legi ale lui Kepler pentru miscarea planetelor in jurul soarelui.
Legile au fost obtinute de Kepler din analiza datelor experimentale acumulate de Tycho Brahe. Mai
tarziu, folosind legile dinamicii, Newton a justificat teoretic aceste rezultate experimentale. Legea

ariilor a lui Kepler nu e valabila doar pentru forta gravitationala ci pentru toate fortele centrale.
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Momentul cinetic definit mai sus se numeste moment cinetic orbital (descrie rotatia in
jurul unei axe externe corpului), pentru a-I deosebi de momentul cinetic propriu,

(rotatie in jurul unei axe proprii, = spin, pentru particule elementare).

Lucrul mecanic.

Dupa cum stiti deja, efectele fortelor sunt multiple: ele pot produce deplaséari sau rotiri
ale corpurilor, modificari ale vitezei acestora si/sau deformari. O masura a efectului
util al unei fortei este data de produsul dintre deplasare si forta pe directia
deplasarii, numit lucru mecanic (notatie W = Work, in engleza). Forta pe directia
deplasarii este proiectia vectorului fortd de directia deplasérii, agsa ca pentru o

deplasare infinit mica, vom avea:

dW =F -dF . Se observa ci dW se mai poate scrie ca dW = F -vdt .

Lucrul mecanic pe o portiune de traiectorie, W , se calculeaza usor integrand

expresia de mai sus:
W = [F-dF =[(F.dx+F,dy + Fdz)= [(Fv, + Fv, + Fv, Kit.

[W]=L2MT? iar unitatea de mé&sura a lucrului mecanic in Sl este J (Joule).

1 J = 1kg m%s?; 1 J este lucrul mecanic efectuat de o fortd de 1 N pe un drum de 1 m
in directia fortei.
e Daca vectorul forta este constant, atunci:
W= _[IE-dF = ﬁ-jdf —F-(F,-F)=F-AF = chos(lE,AF), unde Ar este vectorul
deplasare, d este marimea acelui vector iar cu (IE,AF) am notat unghiul dintre

vectorul forta si vectorul deplasare.

e Daca vectorul fortda este tot timpul perpendicular pe deplasare atunci lucrul
mecanic al acelei forte este nul. Numai componenta tangentiala a fortei
efectueaza lucru mecanic, componenta normala nu contribuie la lucrul

mecanic.

e in cazul miscérii unidimensionale, daca reprezentam grafic F(x), aria graficului

delimitat de x2 si x4 reprezinta lucrul mecanic efectuat de forta F pe deplasarea
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MECANICA 3. PRINCIPIILE MECANICIL.

de la x1 la x2 (dupa cum, de exemplu, aria graficului v(t) calculata intre t, si t

reprezinta spatiul strabatut de mobil pe traiectorie).

Puterea

Puterea este o marime fizica ce indica cu ce viteza se efectueaza lucrul mecanic.
Aceeasi cantitate de lucru mecanic poate fi efectuata intr-un timp mai scurt sau mai
lung. Tn primul caz spunem cé& viteza cu care s-a efectuat lucrul mecanic, deci
puterea, este mai mare iar in al doilea caz ca puterea este mai mica. Definim puterea
medie ca si raportul dintre lucrul mecanic si intervalul de timp At in care acel lucru

mecanic a fost efectuat: P, = %

Puterea instantanee este definita ca si: P = Iimﬂ=M= F-ar =F .V . Puterea
A0 At dt dt

dezvoltata de o forta este egala cu produsul scalar dintre forta si viteza.

[P]:M L*MT® iar unitatea de masura este W (Watt). InSI, 1 W =1 J/s

0

Produsul dintre putere si timp fiind un lucru mecanic, o alta unitate de masura a

lucrului mecanic, des folosita, este kilowat-ora: 1 kWh =1 kW -1h =3.6 108 J.

O unitate tolerata pentru masurarea puterii este calul putere: 1 CP =736 W.

Energia cinetica
Pornind de la definitia lucrului mecanic, putem scrie:

dw = E .dF = 3mv
dt

.dr =mv -dv , dacd m este constant.

Stim insd c& v-dv = vdv (asta deoarece v-v =v? iar d(vV-v)=2v-dv = dv? = 2vdv )
si deci vom putea exprima lucrul mecanic ca:

2

mv 2

denumit

dW =mv-dv =mvdv = d( j =dE_ unde am notat prin E., termenul

energie cinetica. Vom avea: W =

N SN

2
Fdr = [dE, = AE, =E,, —E,,.
1
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Teorema energiei cinetice: Lucrul mecanic efectuat de forta rezultanta aplicata

punctului material, este egal cu variatia energiei cinetice a punctului material

W = AE,.

Daca rezultanta fortelor aplicate este permanent nula, atunci energia cinetica a

punctului material se conserva. Altfel spus, un punct material isi poate modifica

energia cinetica doar daca forta rezultanta care actioneaza asupra lui nu este zero.

Putem defini energia cinetica a punctului material ca fiind egala cu lucrul mecanic

efectuat de forta F pentru a aduce punctul material din repaus, la viteza v :

Wy, = JV'dEC:ECV—E =M

repaus
repaus

Energia si lucrul mecanic au aceeasi dimensiune si aceeasi unitate de masura.

Energia potentiala.

Exista anumite tipuri de forte (fortele
de interactiune gravitationala, fortele
de interactiune electrostatica, ...)
pentru care lucrul mecanic efectuat
de acestea depinde doar de pozitia
initiala si finald a punctului material si
nu depinde de traiectoria pe care s-a
ajuns de la pozitia initiala la cea
finala. Fortele cu aceasta proprietate
se numesc de forte conservative si,
in general, sunt forte produse de
campuri: gravitational, electric.
Exemplul  clasic pentru forte
neconservative sunt fortele de
frecare. Lucrul mecanic al fortei de
frecare nu este zero pe un drum

inchis.

2

¢ repaus 2

_mv?®

2

\ 1
1 i
I 1
1

W.,=7J

Figura 59. Pentru fortele conservative lucrul

mecanic depinde doar de pozitia initiala si finala si

nu depinde de drumul pe care se ajunge de la

pozitia initiala la finald.
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Se poate arata usor ca daca existd forte conservative, atunci W, , =-W, , iar

W, =0, adic integrala jlde pe un drum inchis §I3df =0.

Putem formula un criteriu pentru campuri de forte conservative: Un cadmp de forte
este conservativ doar daca lucrul mecanic efectuat de camp asupra punctului

material este zero pe un drum inchis.

Sa presupunem ca un astfel de cdmp de forte conservative actioneaza asupra
punctului material si il transporta din punctul 1 in punctul 2. Daca pe oricare din
drumurile de la 1 la 2 (am reprezentat in Figura 59 cateva din infinitatea de drumuri
posibile) lucrul mecanic este acelasi, sa zicem 7 J, atunci putem identifica pe
diferitele drumuri, puncte pana la care s-a efectuat 1 J lucru mecanic, 2 J lucru

mecanic, ..., liniile punctate din Figura 59.

Daca luam punctul 1 ca si nivel de la care masuram lucrul mecanic (nivel de
referinta, nivel zero, de obicei este un punct situat la infinit), liniile punctate din Figura
59, ne ofera o scala pentru masurarea lucrului mecanic efectuat pentru deplasarea
punctului material din punctul de interes in orice alt punct in cdmpuri conservative de
forte.

Denumim marimea fizicd pe care o ’citim” cu ajutorul acestei scale: energie
potentiala si o definim: energia potentiala a punctului material intr-un punct dat,

P(7), este lucrul mecanic, cu semn schimbat (vom vedea de ce este definit

astfel, cand vom introduce notiunea de energie mecanica) efectuat de fortele

cadmpului pentru a aduce punctul material din punctul de referinta in punctul

considerat: In cazul prezentat in Figura 58, U(F)z —Tlfdf =-W,, . Pentru deplasari
1

mici, dU = —dW .

Lucrul mecanic efectuat de camp intre doua puncte A si B se calculeaza ca:

Wis =Wy + Wig = - Wi, (- Wig )= U, —Up = —AU

Pentru campuri de forte conservative: lucrul mecanic efectuat de fortele
conservative intre doua puncte este egal cu minus variatia energiei potentiale

intre acele doua puncte: W,; = -AU ;.
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Cunoscéand forta (conservativa), putem usor afla energia potentiala intr-un punct.
intrebarea care se pune este daca reciproca e valabild adica: daca stim energia
potentiala, putem afla forta conservativa care o definegte? Care este legatura dintre

energie potentiala si forta?

e Liniile punctate din figura 59 reprezinta linii pe care energia potentiala este
constanta (lucrul mecanic necesar pentru a transporta punctul material din
punctul de referintd in oricare punct de pe o linie punctata este acelasi). Liniile
punctate se mai numesc suprafete echipotentiale. Lucrul mecanic efectuat pentru

a transporta punctul material intre oricare doua puncte ale aceleiasi suprafete

echipotentiale este nul. Dacd dW =0, atunci Fdr =0, adicd F L dr. Forta este
perpendiculard pe suprafetele echipotentiale (si orientate in sensul descresterii
energiei potentiale).
e Pentru cazul unidimensional, daci forta conservativd este F(x)si energia
potentiald corespunzitoare este U(x), atunci F(x)dx = F(x)dx =—-dU(x) si se
dU(x)

poate scrie ca F(x)= o
X

Daca energia potentiala U depinde de toate trei coordonatele, U :U(x,y,z), atunci

problema se complica putin.

Exemplu: Sa presupunem ca energia potentiala are forma: U(x,y,z)z X’ +xy+2z.

Atunci:

du :2xdx+ydx+xdy+dz:(2x+y)dx+xdy+dz

Dacd nu obtineti rezultatul, fincercati varianta urmatoare: calculati
ﬂ:2)(dx+yd—x+xd—y+2. Daca simplificati apoi cu dt veti obtine rezultatul
dt dt dt dt dt

cautat.

Observati ca termenul din fata lui dx este derivata lui U in raport cu x (daca mentinem

y si z constant): notatie Z—U denumire derivata partiala, pentru ca derivata este
X

efectuata in raport doar cu una din variabile. Aceeasi poveste pentru termenul din

fata lui dy si idem pentru cel din fata lui dz. Vom putea scrie atunci ca:
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du :ﬂdx+ﬂdy+%dz. Noi stim ins3 ca dU = —FdF = —F.dx—F,dy —F,dz. Din
00X oy 0z

egalarea ultimelor doua egalitati obtinem:

Rezultat: Daca stim energia potentiala U(x,y,z), putem afla vectorul forta

. . = (oU oU oU . , . S
(conservativa) asociat: F=|—,—,— | sau intr-o notatie si mai simpla:
oX oy o0z
F = —gradU .
Gradientul "grad” al unei functii scalare U este un vector, definit ca ﬂ%% :
ox oy oz

Putem sa definim gradientul printr-o operatie vectoriala daca introducem vectorul

simbolic (operator) V (nabla) definit ca V= iii . In aceastd scriere,
ox o0y oz

gradientul unui scalar U se obtine din produsul vectorului V cu scalarul respectiv:

_ o 0 6U_ oU ouU oU
ox oy oz

== == ,2=|.In cazul acesta, avand in vedere c3 este vorba
ox oy o0z

de un operator, ordinea termenilor conteaza. Gradientul unui scalar este intotdeauna

perpendicular pe suprafata pe care scalarul este constant gi indreptat in sensul

cresterii scalarului.

Forta va putea fi deci scrisd ca: F = -VU .

Energia mecanica.

Am vazut ca:
W =AE, : lucrul mecanic al tuturor fortelor exterioare (conservative si
neconservative, W=W_,  +W, ... ) este egal cu variatia energiei cinetice a

punctului material.

W, =—AU : lucrul mecanic al fortelor conservative este egal cu minus variatia

cons

energiei potentiale.
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Daca scriem: AE, =W, +W, iar W____.=-AU, rezulta:

cons necons cons

AE, +AU =W, adicd A(E, +U)=W,

necons necons

=—-AU ). Daca notam

cons

(acum intelegeti de ce s-a definit energia potentiala ca si W,
cu E, termenul E, +U si il denumim energie mecanica, sau energie totald, vom

avea:

AE =W,

necons

adica: variatia energiei mecanice a punctului material este egala cu lucrul
mecanic al fortelor neconservative. Daca toate punctul material se deplaseaza
doar sub actiunea unor forte conservative, atunci energia mecanica se conserva,
adica AE =0 pentru ca nu exista forte neconservative care sa efectueze lucru
mecanic, W =0.

necons

Teorema conservarii energiei mecanice: intr-un camp de forte conservativ,
energia mecanica a punctului material se conserva. Pe parcursul miscarii
punctului material are loc o transformare a energiei cinetice in energie

potentiala, suma celor doua ramanand constanta.

n cursul urm[tor vom relua studiul principalelor tipuri de interactiuni pentru a arata si
un alt mod de abordare/discutare a problemelor folosind "metode energetice” si
informatiile de mai sus. Nu va ganditi la metode medicale alternative sau practici

oculte. Problemele fizicii le rezolvam cu metodele specifice fizicii.
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Am rezolvat majoritatea problemelor de pana acum folosind cinematica (ecuatii de
migcare — legi de miscare), si derivareal/integrarea legilor/ecuatiilor de miscare. O
noua abordare, folosind teoremele dinamicii enuntate mai sus, va simplifica
rezolvarea unor probleme de mecanica pentru ca va permite gasirea unei legaturi
dintre parametrii initiali si finali ai miscarii fara a mai fi nevoie de rezolvarea ecuatiilor
de migcare. Este vorba de problemele in care ne intereseaza pozitii si viteze intr-un

anumit punct din spatiu, fara a ne interesa dependentele de timp ale acestora.

Teoremele de care ne vom folosi sunt:

AEEC = M/Fext
AU = _WFcons
AE =W,

Fnecons

iar legatura dintre fortele conservative si energia potentiala:

F=-VU.

unde notatiile sunt cele pe care le cunoasteti. Vom exemplifica utilizarea acestor

notiuni pentru fortele de interactiune gravitationala si fortele elastice.

Forta de interactiune gravitationala.

Doua corpuri de mase ma si mg (puncte materiale),

aflate la distanta r unul de celalalt, se atrag cu Fy Fe
*——> —@
forte care: se afla pe directia care leaga cele doué& m, m,
corpuri, Figura 60; sunt proportionale cu masele < r >
celor doué corpuri; sunt invers proportionale cu Figura 60. Forta de interactiune
distanta dintre cele douéa corpuri. gravitationala dintre dou| mase

. o s . . aflate la distanta r.
Fie Fa, forta exercitatd asupra corpului A de catre

corpul B si Fg, forta exercitatda asupra corpului B de catre corpul A.
mAmB
2

Fa=F =G

, iar vectorial: F, = —F, (actiune si reactiune). G este o constant

universala (nu depinde de natura corpurilor), si a fost masurata pentru prima data de

Cavendish in 1771 folosind o balanta de torsiune. G = 6.67 -107"'Nm?*/kg®.
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o Forta de interactiune gravitationala este o forta centrala, i.e. actioneaza de-a

lungul liniei ce uneste centrele celor doua corpuri.

e Forta de interactiune gravitationalda are o proprietate foarte interesanta:
acceleratia pe care o produce este independenta de masa corpului. De exemplu,

, , F mg . y ,
acceleratia corpului A este a, =— =G—2, independenta de masa corpului A.
r

mA
F, . . e o
e Raportul —~- defineste o marime fizica T A suprafete
A '3‘ ¥ *-._echipotentiale
vectoriala, intensitatea campului \ | a
ravitational intr-un punct (dimensiunea S < \
gravitat punct ( SN e
unei acceleratii). Intensitatea campului ;| /A~ \[/ 7
gravitational intr-un punct este numeric (> — — 7@4‘: —
egala cu acceleratia gravitationald in L /]\ AN
X . L e N
acel punct. In Figura 61 aveti - b ~
reprezentat cAmpul gravitational creat f A \
de un corp de masd m. Cu linie A A

punctatd s-au reprezentat suprafetele

. . n . Figura 61. Intensitatea campului gravitational
pe care intensitatea campului

creat de o masa m.

gravitational este constanta (sunt
suprafetele echipotentiale). Potentialul

gravitational este nul la «© (vezi mai jos).

e Am  definit fortele de
interactiune gravitationala

pentru puncte materiale.

Cum am calcula forta de

interactiune gravitationala dintre un

corp punctiform si o sfera (Pamant,

de exemplu)? r
Exemplul 1: Care este Forta de Figura 62. Interactiunea gravitationald dintre o masa
interactiune gravitationald dintre o M $f 0 palurd sferica de raza R si masa M.
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particula si o patura sferica de grosime foarte mica, ¢, raza R si masa M, Figura 627
: : : o , M
Din datele problemei, putem calcula densitatea p a paturii sferice p = AR
T

Pentru calculul fortei, incercam sa reducem problema la ceva ce stim deja calcula,
forta de interactiune gravitationala dintre doua puncte materiale: pe patura sferica
delimitam un inel, vezi Figura 62. Masa inelului va
p-2nRsin®-RdO -t = 2nR*tp sin6do . Tmpértjm si inelul in bucatele mici, dM -

bucatica rosie din Figura 62, pe care le putem considera puncte materiale.

Fiecare bucatica din acel inel, se afla la aceeasi distanta r de punctul m si este

mdM

atrasa cu o forta dF =G e

orientata de-a lungul lui r, Figura 62. Putem

descompune dF de-a lungul directiei care uneste centrele corpurilor gi intr-un plan
perpendicular pe acea directie. Daca insumam pe toate particelele din inel, vedem ca
componenta in plan perpendicular se anuleaza (din cauza simetriei) iar

mdM

componentele de-a lungul axei centrelor, G—_;—cosa., se combina constructiv.
r

Adunand contributia tuturor bucatilor in care am impartit inelul (in loc de dM vom

m2nR?tp sin 6d6

r|2

cosa . Inlocuind cosa cu

avea masa inelului) vom avea: dF, =G

r—Rcos0

, pe r' cu Vr’ +R?—2rRcos0 , si integrand de la 6 = 0 la =, putem

calcula forta care actioneaza asupra particulei din partea tuturor inelelor care

formeaza patura sferica, si obtinem:

F:G@,dacé r>R.

Forta care actioneaza asupra particulei din partea paturii sferice de masa M
este egala cu forta care ar actiona asupra ei daca toata masa paturii sferice ar fi

concentrata in centrul acesteia.

Daca particula este in interiorul paturii sferice, r <R, se poate arataca F =0.
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Exemplul 2: Sa calculam forta de interactiune dintre o particuld de masa m si o sfera

plina de masa M avand centrele la distanta D una de cealalta.

Ne folosim de informatiile obtinute la exemplul precedent: Daca particula e inafara
paturii sferice, patura sferica se comporta ca si cum ar avea toata masa concentrata
in centrul ei; daca particula este in interiorul paturii sferice, patura sferica se

comporta ca i cum nu ar avea masa i.e. interactiune gravitationala este nula.

Tmpér’gim sfera in paturi sferice, cu raze de la 0 la R si grosimi infinit mici, dr, si mase
dM. Deoarece particula se afla inafara sferei, fiecare din aceste paturi sferice
dM-m

actioneaza asupra particulei cu o forta, dF =G 2 , ca si cum toata masa paturii
D

s-ar afla in centrul ei. Orientarea acestei forte este pe directia care leaga centrele
celor doua corpuri. Compunand (constructiv) aceste forte obtinem forta rezultanta

care va actiona asupra particulei (forta de interactiune gravitationala dintre particula
de masa m si sfera de masa M) : F :G$, ca si cum toata masa sferei ar fi
concentrata in centrul ei.

Vectorial forta F care actioneaza asupra particulei m din partea lui M este
F =—-F1,, unde 1, este versorul directiei de la M la m. Semnul minus indica faptul
ca este vorba de o forta de atractie (actioneaza in sensul scaderii distantei dintre cele

doua corpuri). Faptul ca este paralela cu 1, indica ne arata ca este o forta centrala.

e Daca particula este plasata in interiorul sferei la D <R, paturile sferice din
intervalul D<r <R , exterioare particulei, nu vor contribui la interactiunea
gravitationala. Doar paturile sferice cu r <D produc forta gravitationala asupra

particulei.

e Daca particula m se afla in centrul sferei M, forta de interactiune gravitationala

dintre cele doua este nula.

o Forta de interactiune gravitationala care actioneaza asupra particulei la suprafata

M,-m
Pamantului este: F=G l"?z =mg , unde M, este masa Pamantului

p
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GM
(aproximativ 6-10%* kg) iar R, este raza acestuia (aproimativ 6300 km). g = —"

p

este acceleratia gravitationala: g = 9.8 m/s?, independenta de masa corpului.

e g este aproximativ constant in apropierea Pamantului, creste cu 5%. de la ecuator

la poli din cauza turtirii Pamantului la poli si din cauza rotatiei Pamantului.

Energia potentiala gravitationala.

-

Lucrul mecanic efectuat de fortele de 1 m dr
interactiune gravitationala la deplasarea unei . ar -
7
particule de masa m dintr-un punct (1) in altul &
r
(2) in camp gravitational, Figura 63, este: M do
T omMs
VV12 - _.[ G r? 1f dr. Figura 63. Vectorul dr in coordonate

polare.
Deoarece forta de interactiune gravitationala

este o forta centrala, putem folosi coordonate polare pentru a calcula lucrul mecanic

efectuat de acest tip de forte.
dr , in coordonate polare, poate fi scris ca:
dr = dr1 +rdo1,, vezi Figura 63..

r2

adica mZ:GmM[l—lj si
r h

mlz\/l dr = —GmMJ'd—g = Gli
r o r r

Atunci W,, = —IG

r1
depinde doar de pozitia initiala si finala a particulei i.e. fortele de interactiune
gravitationala sunt conservative. Putem atunci defini energia potentiala

gravitationala: W,, = GmM[rl _rlJ =-AU, =U,-U,.
2 1

Identificdnd termenii se vede usor ca U(r)=—Gm—M+C unde C este o constanta
r

oarecare. C este zero daca alegem ca si punct de referintd (punct de zero) pentru
energia potentiald gravitationald un punct situat la r >« . In acel caz

Uw)=-6™ .c-0 = c=o0.
o0
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Unii dintre Dvs., mai carcotasi, ar putea comenta: dar de ce sa alegem punctul de
referintd la infinit? Nu putem sa-I alegem oriunde vrem noi? Raspunsul este foarte
simplu. Ba da. Ceea ce ne intereseaza in probleme, si are relevanta in fizica, este
variatia de energie potentiala, caz in care, constanta care apare (si care este

nenula in cazul in care punctul de referinta nu este la infinit) se anuleaza.

Pentru exercitiu, puteti verifica ca U(r)=—Gm—M este intocmai lucrul mecanic
r

necesar pentru a aduce particula de la infinit in punctul considerat.

Aceeasi forma a potentialului o veti obtine si pentru interactiuni electrostatice, pentru
ca forta de interactiune intre doua sarcini electrice are aceeasi dependenta de
distanta ca si forta de interactiune gravitationala.

Energia potentiala gravitationala in apropierea Paméntului. Forte constante.
Pentru migcari in apropierea suprafetei Pamantului, am vazut mai sus ca putem

considera ca forta de interactiune gravitationala este constanta: F =mg.

Daca vectorul forta care actioneaza asupra particulei este constant, atunci lucrul

mecanic efectuat pentru a deplasa particula din punctul 1 in punctul 2 este
W, =['F-df =F-["dF =F-AF = F (7, - ;) si depinde doar de pozitia initiald (1) i
cea finala (2) i.e. forta este conservativa = putem sa-i asociem o energie potentiala.

In cazul nostru, daca alegem axele sistemului de coordonate astfel incat axa z sa fie
orientata in sus vom avea: F = mg = —ng,
W, = —_[rz mgk -df =-mg - _[szz =-mg(z, - z,). Stiind c& W,, = -AU =U, - U,, putem

identifica termenii si obtinem U =mgz+C unde C este o constanta ce depinde de

alegerea nivelului de referinta. Daca nivelul de referinta (nivelul zero pentru energia

potentiala) este ales la suprafata Paméntului, atunci C = 0 iar U = mgz.

Energia potentiala gravitationala U, pentru migcari imediata apropiere a

suprafetei Pamantului, are expresia: U = mgz.
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Exemplul 1: Un corp de masa m este aruncat vertical in sus, cu viteza vy, de la
suprafata Pamantului. Presupunédnd ca& migcarea cu aerul se neglijeaza, sa se
calculeze: a) inaltimea la care ajunge corpul; b) Care este viteza minima cu care ar

trebui aruncat corpul pentru a scapa de atractia gravitationala a Pamantului?

a) Miscarea fiind fara frecare, in cdmp de forte conservativ (cdmpul gravitational),

2
. . : . mv®
energia mecanica E a corpului se conserva. E=E_+U , unde EC:T iar

U:_GmM.
r
2
in pozitia initiala (la suprafata Pamantului): E, = MV , U :_GmM’ unde R, este
p
mv:  GmM

raza Pamantului. Energia mecanica in pozitia initiala: E; =

R

p

in pozitia finala (la inaltimea maxima), energia cinetica trebuie sa fie zero (daca nu
ar fi zero energia cinetica atunci corpul ar putea merge mai departe) iar energia

GmM. Energia mecanica in starea finala este: E, :_GmM_

R

max max

potentiala este U =—

Egaldnd cele doua valori (energia mecanica se conserva i.e. energia cinetica se

transforma in energie potentiala - la urcare, i viceversa — la coborére), obtinem:

mvi GmM  GmM
- =— , de unde putem calcula vo.
2 R R

p max

b) Pentru ca corpul sa scape de interactiunea cu Pamantul, trebuie sa il trimitem la o
distanta foarte mare de acesta, la infinit. Si daca ne intreaba care este viteza minima
cu care trebuie sa aruncam corpul, atunci stim ca viteza la infinit trebuie sa fie nula.

Problema se rezolva ca si mai sus, cu conditia suplimentara ca R_,, — . Vom avea

mv: GmM : L : .
> = r de unde, viteza minima de aruncare a corpului pentru ca acesta sa

p

2

GM
scape de interactiunea cu Pamantul: v .. =29gR,, unde am folosit: g = r £
P

"4 =....

Scapare

86



MECANICA 3. PRINCIPIILE MECANICII.

Energia necesara pentru aruncarea in spatiu a unei nave spatiale de masa M = 50 kg
Mvszcapars 9
este: W=—=3-10"J.
2
Exemplul 2: Un om arunca o bila de masa m, cu viteza vy, vertical in sus, de la
suprafata Pamantului. Considerand ca migcarea se efectueaza fara frecare, in
imediata apropiere a Paméntului (forta de greutate este constantd), sa se calculeze

la ce Tnaltime ajunge bila.

Singura forta care actioneaza asupra bilei in migcarea ei verticala este forta de

greutate (fortd conservativa) si deci energia mecanica E a bilei se conserva. La

2
mv, . : : e
aruncare: E_ = 20 iar U = 0 (am ales nivelul de energie potentiala nula la suprafata

2
mv;

Pamantului). E;, = +0. La fnaltimea maxima: E_, =0 (corpul se opreste, inainte

sa cada din nou pe Pamant) iar U = mghmax, unde cu hnax am notat indltimea maxima

la care ajunge corpul. E, =0+ mgh Daca egalam cele doua valori (energia

max *

- . mv?
mecanica se conserva), vom avea: — & = mgh

de unde putem obtine Amnax.

max ’

 Inaltimea la care ajunge corpul poate fi aflatd usor, fara a mai a avea nevoie sa
mai scriem gi sa integram ecuatiile de migcare. Timpul nici nu apare in calculele

noastre.

e Se observa ca energia initiala (cinetica), de la h = 0, s-a transformat in totalitate in

energie potentiald, la hmax.

e La o inaltime intermediara (< hmax), bila va avea atat energie cinetica cat si

energie potentiala.

e Marea majoritate a problemelor in care nu avem frecare pot fi usor rezolvate
folosind metodele energetice al caror mod de utilizare [-am prezentat prin

exemplele de mai sus.

Exemplul 3: In problemele de genul celor reprezentate schematic in Figura 64,
putem afla, de exemplu, viteza intr-un punct dat, daca stim: conditiile initiale (pozitia

si viteza) si ca miscarea se efectueaza fara frecare = energia mecanica se conserva.
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Carcotagii dintre voi ar putea argumenta ca fatd de exemplele de mai sus, in

problemele schitate in Figura 64 apar si alte forte in afara de cele conservative, de

' SNNNN,
2
1 1
> ~~-42 Te.
I g 2

2 ]
y :

Figura 64. Exemple de probleme pentru a caror rezolvare puteti incerca metode energetice.

greutate: reactiunea normala din partea planului N sau de tensiune din fir T . in
problemele din Figura 64, ambele aceste forte sunt perpendiculare pe directia
miscarii si deci nu produc lucru mecanic. Singura forta care produce lucru mecanic
este forta de greutate, iar aceasta este o forta conservativa = energia mecanica se
conserva.

Forte elastice. : resort nedeformat

Pe la mijlocul sec XVII, Robert

ANNY
L/

Hooke a descoperit ca alungirea |

unui resort este proportionala cu resort comprimat

forta aplicata. Forta de revenire, F,, - F

A

care apare in resort: F, =—kx unde

ANN

k este constanta elastica a

, .
resortului, x este alungirea resortului resort alungit

Y

AOONNNNNNNN
%ﬂh
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Figura 65. Exemple de probleme pentru
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iar semnul minus indica faptul ca forta este tot timpul de sens opus deformatiei,
Figura 65.

Exemplul 1: Lucrul mecanic al fortelor elastice. Sa presupunem ca un corp de

masa m, aflat pe o suprafata orizontala pe care se poate migca fara frecare, este
supus actiunii unei forte de elastice: F, = —kxi . S& calculdm lucrul mecanic efectuat

de aceasta forta pentru a deplasa corpul intre doua puncte x1 i x2.

kx?

x2 x2 Xy 2 2
szleG(x)d)?:—ijdx:—T _ b kX
x1 x1

. 2 2

Se observd cd lucrul mecanic depinde U(x) o
doar de pozitia initiala si finala = fortele
. . U= kx’/2
elastice sunt forte conservative. Pentru
forte conservative putem defini energia

potentiala: W,, =-AU,, =U,-U,.

Identificand termenii obtinem

Xy

kx? 5
U=T+C unde C este o constanta

(egala cu zero daca nivelul de referinta s-a Figura 65 a. U(x) pentru o fortd elastica.

ales in pozitia nedeformata).

Reprezentdnd grafic dependenta de

deformare a energiei potentiale obtinem o

NN

parabola, Figura 65a.

Exemplul 2: Resortul din Figura 66, de
care este fixat un platan de masa M este

comprimat pe distanta L. Care va fi viteza

bilei de masa m la desprinderea de resort?
Migcarea se efectueaza fara frecare. N |y F. m N

Sa rezolvam problema folosind: a) ecuatiile

de miscare; b) teoremele energiei. mg

Figura 67. Pistolul cu bile, fortele care

actioneaza. 89



MECANICA 3. PRINCIPIILE MECANICIL.

a) Alegem axa x a sistemului de coordonate astfel incat ea sa coincida cu directia de

miscare a resortului. Originea o alegem in pozitia nedeformatéa a acestuia.

Reprezentam fortele care actioneaza asupra fiecarui corp, Figura 67. Pe directia x

vom avea:
-kx —N =Masi N=ma.

Tnsumand cele doua obtinem — kx = a(m + M) = (m + M) iar ecuatia de miscare va fi:

k

mam) =0

X +

Din problemele rezolvate anterior, stiti ca daca un mobil executa o migcare descrisa

de o ecuatie de forma X + o’x =0, migcarea este o migcare oscilatorie iar solutia e

de forma: x = Acos(wt + ¢) unde A este amplitudinea miscarii, m:%, unde T este

perioada migcarii iar ¢ este o constanta care identifica pozitia initiala. in cazul nostru,

o =K __iar din datele initiale: x(0)=-L iar x(0)=0 (corpurile pleaca din

(m+M)
repaus), putem determina valorile A si o.
Din Acos¢o=-L si Amsing=0 rezulta A=L si o=mn. Legea de miscare va avea

forma: x = Lcos(ot + ).

Conditia pe care trebuie s& o punem la desprindere = cele doua corpuri s& nu mai fie
in contact. N=0. Din -kx — N =Masi N = ma rezultd ca la desprindere x = 0, adica

bila se desprinde de platan cand acesta trece prin pozitia de echilibru.

Din x =0 ® ot+n=3n/2 adica ot=n/2 si t =n/20. Viteza bilei in momentul

desprinderii:
v = x = —Lwsin(ot + 1) iar v(r/20)= —Lmsin(% + nj = —Lwsin(3n/2) . De aici,

k
m+M

V= L.

b) Sa rezolvam aceeasi problema folosind teoremele energiei. Miscarea fiind fara

frecare, energia mecanica corpurilor se conserva. Conditia de desprindere se scrie la
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fel; trebuie ca, din considerente energetice, sa aflam care este viteza cu care trec

corpurile prin pozitia nedeformata a resortului.

2
Initial: E, =0, pentru ca corpurile pleaca din repaus; U :k? = energie potentiala

2
elastica; energia potentiala gravitationala este nula. E, = %

2
Final: E, = M corpurile au viteza cand trec prin pozitia x = 0; U = 0 pentru ca
2
x = 0 iar energia potentiala gravitationala este nula. E; = M

M+mW? kL2
(M+my? _
2 2

in camp conservativ de forte energia se conserva, deci E, = E, =

! Este de tinut minte ca in problemele in care dependentele de timp ale marimilor

fizice nu se cer a fi calculate, poate fi incercata rezolvarea folosind metoda
energetica, care se dovedeste de multe ori a fi cu mult mai rapida decat metoda

ecuatiilor de migcare.

I Metoda se aplica cu succes si in cazul in care avem forte neconservative, insa

atunci energia mecanica nu se mai conserva iar variatia ei este lucrul mecanic al
fortelor neconservative. Vom folosi metoda energetica doar daca stim sa calculam

lucrul mecanic al fortelor neconservative care actioneaza asupra corpului.

Energia potentiala si echilibrul.

nainte de a vedea alte exemple in care folosim metoda energetica la rezolvarea
unor probleme, sa discutdm ce ne "spune” energia potentiala U despre forta. Pentru

simplitate, ne vom ocupa de cazul unidimensional, adic& cazul in care U = U(x), caz

dUu

in care F = F(x)i , iar F(x)= ~ i
X
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Exemplul 1: S& presupunem ca energia potentiald, unidimensionala, variaza cu

distanta dupa legea prezentata grafic in Figura 68.

92

Se observa ca in punctele de maxim sau minim ale energiei potentiale U(x), forta

F care actioneaza asupra corpului se anuleaza. O functie are un maxim fintr-un

punct in raport cu o variabila, daca derivata functiei in raport cu variabila se

‘o P . du . .
anuleaza in acel punct. Insa daca ol 0 intr-un punct, F este zero in acel punct.

F se anuleaza in punctele xa,
Xg, Xc Si in jurul punctului xp.
Daca energia cinetica a
particulei este nula in acele
puncte, particula este in

echilibru (repaus).

Sa presupunem acum ca

particula se afla in punctul A,

in ceea ce se numeste o
groapa de energie potentiala.
Mai presupunem ca deplasam
putin particula spre dreapta,
deplasare pozitiva, vezi Figura

69. Se observa ca dx > 0, dU >
0, si deci i—u > 0. Forta F care
X

va actiona asupra punctului

material va fi F = —Z—U <0.

X

X
U)|

\

Xg Xg Xc Xp X

Figura 68. Dependenta de x a energiei potentiale a

unui punct material.

U(X)ll

Figura 69. Forta de revenire intr-o groapd de

energie potentiala. Echilibrul stabil.

O deplasare pozitivad produce o forta negativa. Forta care actioneaza asupra

punctului material, vezi Figura 69, va tinde sa il readuca in punctul de echilibru.

Aceeasi concluzie si in cazul unei deplasari mici spre stanga a punctului material.

Spunem despre pozitia A ca este o pozitie de echilibru stabil. Pozitia C este de

asemenea o pozitie de echilibru stabil.
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Sa presupunem ca particula se afla in punctul B. La o deplasare mica a acesteia

spre dreapta, deplasare pozitiva, dx > 0 si dU < 0. Forta F care va actiona asupra

du
X

punctului material va fi F:—d—>0, deci tot spre dreapta, vezi Figura 70. O

deplasare pozitiva produce o forta pozitiva care va indeparta si mai mult punctul

material de pozitia de echilibru. Aceeasi concluzie si pentru deplasari mici inspre

stdnga. Spunem despre pozitia
B ca este o pozitie de echilibru
instabil. Particula, scoasa din
pozitia de echilibru nu mai
revine de la sine finapoi in

aceeasi pozitie de echilibru.

Sa presupunem ca particula se
afla in punctul D. La o deplasare
mica a acesteia spre dreapta,
dx > 0 si dU = 0, Figura 71.
Forta F care va actiona asupra

punctului material va fi
F=—ﬂ=o iar particula va fi
dx

in echilibru in noua pozitie.
Spunem despre pozitia D ca
este o pozitie de echilibru
indiferent. Particula, scoasa din
pozitia de echilibru, este tot intr-

o pozitie de echilibru.

du<o0

U]

X X

Figura 70. Forta de revenire pe un varf de energie

potentiala. Echilibrul instabil.

du=0

U(X)Jl C F=0

1

REEE TR 3
===

dx

Xo X

Figura 71. Forta de revenire pe un platou

de energie potentiala. Echilibrul indiferent.

Matematic, conditiile de echilibru stabil, instabil sau indiferent au o forma eleganta:

Daca

echilibrul este instabil iar daca

2

X2

2

>0 Tn punctul considerat atunci echilibrul este stabil, daca

X2

2
<0 atunci

X2

0, echilibrul este indiferent, Figura 72.
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U(x)

Figura 72. Conditiile matematice pentru echilibru stabil, instabil si indiferent.

Exemplul 2. Pendulul din Figura 73,
format dintr-o tija articulata de masa
neglijabila de care este fixat un corp de
masa m ofera un bun exemplu pentru
discutarea starilor de echilibru stabil si
instabil. Daca luam nivelul de energie
potentiald nula ca in Figura 73, atunci

energia potentiala gravitationala a corpului

de masd m este: U=mgR(1-cosb) . U=0

Pendulul este in echilibru pentru 6=0 Figura 73. Pendul de masa m.

(vertical in jos) si 6=mn (vertical in sus).
u(®)

2mgR

Pentru 6 = 0, echilibrul este stabil iar pentru

0 = rt, echilibrul este instabil.

Pentru a vizualiza acest lucru, reprezentam

Y

grafic U(@), vezi Figura 74. Minimul curbei
de energie potentiala corespunde unui

. L i Figura 74. Dependenta de unghiul 6 a
punct de echilibru stabil iar maximul

energiei potentiale a pendulului.

curbei de energie potentiala corespunde

unui punct de echilibru instabil. Altfel spus: pe varful curbei de energie potentiala
echilibrul este instabil iar in vale/groapa, echilibrul este stabil. Daca cineva a spus ca,
in vai, aceasta diagrama de energie seamana cu diagrama de energie a unei forte

elastice, are dreptate.
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Diagrame de energie.

Exemplul 1: Pe graficele de mai sus am reprezentat doar energia potentiala U. Stim
ca daca punctul material este intr-un camp de forte conservative, energia lui totala E
se conserva (ramane constantd). Reprezentarea grafica a energiei totale este
prezentata in Figura 75, linia orizontala, pentru o forma particulara a energiei

potentiale.
Ce informatii contine aceasta diagrama de energie?

e In primul rand, ne indica valoarea
energiei cinetice. Cand mobilul se afla U(x),
in pozitia x, energia lui cinetica este
diferenta dintre energia totala E si
energia potentiala U: E; = E - U(x),
bara verticala din Figura 75.

e Avand in vedere ca energia cinetica a

<y

particulei trebuie sa fie pozitiva,

particula in groapa aceasta de
pOtentiaI are o miscare limitata, ea nu Figura 75. Diagrama de energie, miscare
poate iesi din intervalul x; < x < x». legats.
Spunem ca particula se afla intr-o

stare legata (analog miscarii unui resort scos din pozitia de echilibru, cu distanta
L. El va oscila intre -L si L = stare legata). Particula aflata in groapa de energie

potentiala nu poate depasi limitele x4 < x < x, fara a primi energie din exterior.
e La capetele intervalului, in punctele x4 i X2, energia cinetica se anuleaza.

e Cand particula trece prin punctul de echilibru, energia sa cinetica este maxima iar

energia potentiala este minima.

e Pe masura ce particula se indeparteaza de pozitia de echilibru, energia ei
potentiald creste iar energia cinetica scade (energia totala este constanta in

fiecare pozitie).

e Observati ca lucram cu viteze si coordonate in loc de dependente temporale.
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Daca acel cineva a spus din nou ca aceasta diagrama de energie seamana cu
diagrama de energie a unei forte elastice, iar are dreptate, vezi discutia de mai jos, la
oscilatii mici ale unui sistem legat.
Exemplul 2: Sa presupunem A
u(n)
ca asupra unei particule

actioneaza o forta repulsiva de
. A= .
forma F=—1 . In acest caz,
r

energia potentiala este

Uzé. Mai presupunem ca

i J

particula se deplaseaza de-a

lungul lui rin sens negativ.
Figura 76. Miscare ne-legata.

Cam abstract? Considerati
atunci ca o sarcina pozitiva este proiectata cu o anumita viteza spre o alta particula

pozitiva, considerata fixa si aflata in originea sistemului de coordonate. Forta de

interactiune dintre cele doua sarcini pozitive este repulsiva si depinde de 12 unde r
r
este distanta dintre particule. Ne intereseaza, din nou, ce tip de migcare poate

efectua particula, daca a fost lansata inspre origine de la distanta ro, cu viteza vo.

Daca stim viteza de lansare si locul din care a fost lansata particula, putem afla

2
energia totala a particulei. E =U(r,)+ mv?", vezi Figura 76. Din analiza figurii vedem

o

ca:

o Exista o distantd minima, rmin la care particula se apropie de origine. Aceasta

distanta e cu atat mai mica cu céat energia particulei este mai mare.

e Starea particulei nu este legata. Cand ajunge la rmin, particula se opreste si apoi

se intoarce, deplasandu-se spre dreapta sub actiunea fortei repulsive.

e Cand particula trece din nou prin ry, va avea aceeasi viteza ca si la lansare dar in

Sens opus.
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o La distante foarte mari de origine, viteza particulei este constanta.

Exemplul 3: Tn unele cazuri, pentru anumite forme ale energiei potentiale, particula
este intr-o stare’legata” sau nu, in functie de valoarea energiei totale. Sa luam ca
exemplu cazul interactiunii dintre atomi. La distante mari, fortele de interactiune

1

dintre atomi sunt foarte mici, F ~ — (forte Wan der Waals). La apropierea atomilor,

p
norii electronici incep sa se suprapuna = apar atat forte de atractie cat si forte de
respingere, in functie de configuratia electronica. Daca fortele sunt atractive, energia
potentiala trebuie sa scada cu scaderea lui r (dr< 0 si dU <0 = F <0 = atractie). La
distante mici, atomii se resping puternic = energia potentiala creste puternic cu

scaderea in continuare a lui r, vezi Figura 77. Se observa ca:

e Daca E > 0, starea particulei .
3 u(r)
este ne-legata, un atom

lansat Tinspre alt atom, E>O0

considerat fix si in originea |\ ___ _ _ __ stare ne-legata
sistemului de coordonate,
se va apropia de acesta

pana la rn, distanta de

apropiere minima si apoi se r

min

~Y

va indeparta sub actiunea

________ E<O,

fortelor repulsive. stare legata

e Distanta de apropiere
minima se modifica foarte Figura 77. Dependenta tipului de miscare (legatd sau ne-

putin la cresterea energiei legatd) de forma U(x) si valoarea energiei mecanice.

totale E = atomii se comporta ca si niste sfere rigide.

e Daca energia totala este negativa, atunci particula este intr-o stare legata, adica
migcarea ei este limitatd in ambele directii. Starea legatd din doi atomi =

molecula.

e Diagrama energetica prezentata in Figura 77 este diagrama energetica a unei

molecule biatomice.
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Daca doi atomi se ciocnesc la energii pozitive, ei nu pot forma molecule pana nu
pierd cumva o parte de energie pentru ca energia lor totala sa devina negativa.
Energia pierduta de cei doi atomi trebuie sa fie preluata de cineva/ceva, de obicei

un al treilea corp.

De exemplu, hidrogenul atomic este destul de stabil in fazd gazoasa. insa dacéa o
bucata de platina e introdusa in gazul de hidrogen, moleculele de hidrogen se
formeaza usor, dupa urmatorul mecanism: atomii de hidrogen adera la suprafata
de platina iar cand un alt atom de hidrogen ii ciocneste, o parte din energie este
cedatd suprafetei, molecula de hidrogen se formeazéa si paraseste suprafata. in
principiu, si un alt fel de cedare de energie ar putea avea loc, daca ciocnirea a doi
atomi s-ar efectua in imediata apropiere a unui al treilea atom, care ar prelua
energia suplimentara. Astfel de evenimente sunt rare la presiuni joase, dar devin

semnificative la presiuni inalte.

Oscilatii mici ale unui sistem legat.

Am vazut in exemplele de mai
sus ca un sistem intr-o stare
legata este un sistem pentru
care energia potentiala are un
minim, minim in care particula
(corpul) se afla in echilibru
(forta rezultantd este nula).
Daca scoatem corpul din
pozitia de echilibru apar forte
care tind sa-l aduca inapoi in
acea pozitie de echilibru,
printr-o actiune similara cu
cea efectuata de forta elastica
in cazul oscilatorului armonic.

Sa investigam mai departe ... .

u(r)

Figura 78. Aproximarea U(r) cu energia potentiald a unui

oscilator in apropierea minimului de energie potentiala.

Se poate observa ca in apropierea minimului, U(r) poate fi aproximat destul de bine

cu o parabola, linia rogie punctata din Figura 78, care este energia potentiala a unui
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2
oscilator armonic (aproximam U(r) cu un potential parabolic® de forma k% (sau

k(r_r0)2
2

energie potentiala, sa fie o migcare oscilatorie armonica.

). Ne asteptam deci ca migcarea particulei, in apropierea minimului de

y : : y . : - . r?
Daca cunoastem functia care aproximeaza U(r) in apropierea minimului, k?, putem
calcula forta F care actioneaza asupra particulei, F =—kr iar din rezolvarea ecuatiei
de miscare putem sa gasim legea de migcare, care va fi legea miscarii oscilatorii

armonice.

Deoarece toate sistemele legate au un minim al energiei potentiale, ne asteptam ca
fiecare din aceste sisteme sa se comporte ca si oscilatorul armonic, pentru deplasari
mici. Daca gtim sa deducem expresiile energiei cinetice gi a energiei potentiale
a sistemului in functie de acelagi parametru, putem calcula perioada micilor

oscilatii.

® S presupunem ca stim valoarea intr-un punct Xo a unei functii f(x), si ca dorim sa estimam valoarea
functiei intr-un punct x foarte apropiat de xo. O functie f(x) care respecta niste conditii de derivabilitate,

poate fi  aproximata intr-un punct x apropiat de un punct Xx, folosind:
f(x)=F(x,)+ (x = xo )f'(x, )+ %(x — X,V "'(X, ) + ... = dezvoltarea lui f(x) in serie Taylor in jurul lui xo.

Daca functia de care este vorba e potentialul U(r) atunci :

2
U(r)zU(r0)+(r—r0)(:jU +;(r— 0)23(21 +.... Daca neglijam termenii de ordin superior si tinem
rin rein
cont ca ry, este un minim de energie potentiala, ?TU =0 , vom avea ca
rin
1 , d?U

+... . Daca notam cu x deplasarea fata de pozitia de echilibru (x = r—

o

U(r):U(ro)“‘E(r_ro) ar?

2
ry) si cu k valoarea ﬂ

= atunci vom avea: U(x) = const. + 1kx2
dr 2

o
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Exemplu: Pentru un resort de care este

/ | X
o . " / H
atasat un platan de masa m, vezi Figura 79 ; k m
200000 M
o mx? . . ; ;
energia cinetica este E, = iar energia ; I X
R ——
2
potentiala este U = % Perioada micilor Figura 79. Resort elastic de constantd k cu

platan de masa m.

oscilatii a resortului este: T = 2n\/%.
Folosim aceeasi metoda pentru a gasi perioada de oscilatie a unui pendul matematic
(lungime / si masa m), vezi Figura 73.

2
mglo Am folosit aici:

Energia potentialda a pendulului U =mgl(1-cos6)=

1-cos0 = 1—(1 —sin? 6)1/2 : (1+x)" =1+ nxdaca x este mic; sin® = 6 pentru unghiuri

mici.
Energia cinetica poate fi scrisa ca E, = mv* = mio* pentru ca miscarea este o
miscare circulard si v = 6/ .

coeficientul din fata lui 6%/2 /

Perioada pendulului este T =27 — - —— =21
coeficientul din fata lui 6° /2 g

in general, dacé energiile depind de o coordonaté g dupa legea:

L2 2
E, = Ag siU-= Bg , atunci frecventa de migcare a oscilatorului este T = Zn\/g.

Pentru a demonstra aceasta, folosim faptul ca energia mecanica se conserva:

22 2
E = ATq + B% = const., si derivand obtinem: % =2Aqq +2Bqq =0 adica:

m%q =0, care este identica cu ecuatia oscilatorului. De aici rezultd o’ :g iar T,

care esteegalcu T = E vafi: T = 2n\/§.
()]
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