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Bosoni Fermioni




Arnold Sommerfeld (1868-1951)

*Electroni liberi
Modelul cuantic al lui Sommerfeld

*Gazul de electroni liberi (Free electron gas-FEG)

a fost dezvoltat din modelul Drude care a fost combinat cu mecanica cuantica

O parte din slide-uri au fost adaptate dupa cursul Prof. S Y Hsu, Solid State Physics, NCTU Taiwan



Aproximatia electronilor liberi

lonii pozitivi actioneaza numai ca centri de imprstiere si nu au efect asupra
miscarii electronilor intre ciocniri

Aproximatia electronilor independenti

Interactiunile dintre electroni se neglijeaza

Aproximatia timpului de relaxare

starea electronilor dupa ciocnire este independenta de starea electronilor
Tnainte de ciocnire.

Electronii sunt particule care se supun statisticii clasice Maxwell- Boltzmann

este vorba despre un gaz de electroni liberi in cadrul teoriei cinetico-
moleculare

Un model prea simplu: electronii nu sunt liberi si sunt
particule cuantice indiscernabile



Problemele modelului Drude

* In legea Wiedemann-Franz numarul L este de 2 ori
mai mic decat in realitate

» Caldura specifica molara a metalelor nu este
constanta 3/2R, ci depinde de temperatura

* Unele materiale au coeficientul Hall pozitiv

* Modelul nu poate explica de ce unele materiale sunt
conductoare, unele izolatoare si altele
semiconductoare

* Modelul Drude nu poate explica proprietatile
magnetice ale metalelor

=> Gazul de electroni trebuie tratat cuantic =»>
modelul SOMMERFELD.




- Statistica Boltzmann -> statistica Fermi-Dirac
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Fig. 4.6 (a) Occupation of energy levels according to the Pauli exclusion principle. (b) The
distribution function f{(E) versus F, at 7 = 0°K and T> 0°K,
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Born-von Karman

- Conditii de periodicitate la limitele cristalului

=> Cuantificare a vectorului de unda in spatiul
r‘eCipr‘OC y " volumul care revine

/Z/ unui vector k




O parte din slide-uri au fost adaptate dupa cursul Prof. S Y Hsu, Solid State Physics, NCTU Taiwan



Ex.lantul 1D oA
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Reamintim ca pentru un gaz clasic de electroni,
distributia electronilor dupa energie: Boltzmann.

- F

f(TE)y= € kT (distributia Boltzmann)

iar la T=0 K toti electronii sunt in starea de energie
minima

=> principiul Pauli nu este respectat.



La T=0 K, ocuparea cu electroni a nivelurilor de
energie se face incepand cu cele de energie minimad,
respectand principiul Pauli.
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Gazul de electroni liberi (cuantici) : modelul Sommerfeld

*Electronii de valenta : un gaz delocalizat de electroni liberi
care nu este perturbat de ionii din nodurile retfelei
Variatia potentialului cristalin creat de ionii din retea este
neglijabila Tn spatiul interstitial, cu exceptia suprafetei
solidului. Avem o groapad de potential rectangulara, care nu
permite electronilor sa paraseasca solidul.

*Electronii sunt tratati utilizand mecanica cuantica
Electronii se supun principiului de excluziune a lui Pauli si

distributiei Fermi-Dirac.



- In spatiul reciproc fiecare vector de undd ocupd un
volum (2n/L)3= (2r)3/V

este :
V/(2r)3

volumul care revine unui

;/L vector k
]

o regiune din spatiul k
de volum Q contine:

Q Qv
@2n/LY (2n)

stari
(adica atatea valori sunt permise pentru k)




+ Ocuparea stadrilor se face incepand cu cele de
energie minimd, respectand principiul Pauli.

- Sfera Fermi, energia Fermi, suprafata Fermi




Construirea sferei Fermi

*Principiul de excluziune al lui Pauli

Energia Fermi = energia ultimului nivel energetic
ocupat la 0 K (mai exact diferenta dintre energia 4 3
ultimului nivel energetic ocupat si energia celui mai de N 3 F
jos nivel energetic ocupat la zero absolut) U=

| ks —

ke F I’
ﬁ b | _ b | J ﬁ b | '._

i T ] = 1 [
Figure 2.7. Construction of the Fermi sphere. The reciprocal spaece is quantized in _ F — 1 o <
units of 2oL in the k -, k - and k -directions and is made up of cubes with edge length E]: — — "':| ST -
24/ L as indicated in the ﬁgure. Electrons of up and down spins occupy the corner of EIF';I-'iI L 1 I- I
each cube or integer set (# . # . 1) in accordance with the Pauli exclusion principle i ’ :
while making n2+n2+ 2 as low as possible. The sphere with radius & represents

the Fermi sphere. Kl t tel



Starile k < ke sunt ocupate

Sfera Fermi: volumul ocupat
de catre electroni In starea
fundamentala

k

y
La suprafata Fermi ¢ = &

N = Zﬂnki v — = Nr.de electroni
3 (21)
SPin Volumul D(k)
sferei
Fermi 3n°N 1/3 : h° [ 3n°N .
K. = lar g =
=) Y oml vV
~ 10-8 cm-! ~ 1-10eV

Temperatura Fermi: EF: kBTF




Parametrii suprafetelor Fermi, calculati in modelul electronilor liberi la
temperatura camerei. (cu exceptia Na, K, Rb, Cs la 5 K si Li la 78 K)
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Densitatea de stari
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Energia

densitatea de stari

Energia

niveluri discrete de energie _ _
benzi de energie



Numarul de stari din intervalul E si E+AE se poate
calcula usor pt. un solid 3D:

o 4 k> c:..-Ufﬂ ]
d7 =

o~ NE 9 >
(27 /L) 2 _Cm* rEaE
hk I 4x'n

dE = dk

m

Densitatea de stari (functie de energie) este dZ/dE:

d7/
dl

D (L) =




LI I
- "

LElKI+dE

vezi Kittel



3
dZ (2m)?
D(E):dE L AL

¢ D(E)

— D(E')dE =

Numarul de stari din
intervalul dE per cm?3




cazul 1D,

D(k)=="""5Spin

20000000000

DO [V )] 10000000000

000000000

k1 [2m
D(E)Y=D(k —
(£) ()dE nh \ E

http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lecturesl14/lectures.php




Densitatea de stari in solidul 2 D

dk 1
dE 2n\ E

http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lecturesl14/lectures.php



2 2rkdk

i)

I2D(k)dk =

_ .“.\.;2
1 \/ﬂ (27}
dE 2n\ E
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rdE  hr 2%

D(E) = k dk ~N2mE 1 ,2;2




n= Ej D(E)dE

DE) 1012 vt )
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http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lecturesl14/lectures.php




http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lecturesl14/lectures.php

D(E) =D

dE




EF
/ n= j D(E)dE

/ E 3/2
(&) [eV! ) N \/qu,;g F\/EdE (27”) Jkk:
n=-3 223 _[ - 243 F
427 L g R
’ I 1 2 3 4 5 [ 7
Energy [eV]

http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lecturesl14/lectures.php




Sfera Fermi

suprafata

L .~ Fermi

EF

n = densitatea de
electroni

]‘_,’!







http://cnx.org/content/m13458/latest/



T=0

D(e) N = [D(e)f( &)de

:TD(S)ds

f(¢) este probabilitatea ca o

stare de energie € sa fie
f(e) ) ocupatd

1 ,ELE
f(s>={ F
0 ,e>¢g
€

€
Energia Fermi este importanta pentru ca proprietatile electronice
sunt dominate de starile din vecinatatea nivelului Fermi

e

0



La temperaturi finite Tz O K

http://cnx.org/content/m13458/latest/



Temperaturi finite

Energia cinetica a electronilor creste datorita cresterii energiei
termice

ocupd hivele de energie mai ihalte

Care este probabilitatea de ocupare a unei stari cu energia € la temp. T ?
Boltzmann exp{- €/kpT) ? — Pentru fononi (Bosoni)

Electronii sunt Fermioni : principiul de excluziune Pauli

1
expl(e —p )k T]+1

Distributia Fermi-Dirac, f(€)=
unde p este potentialul chimic (energia necesara pentru a adauga
sau extrage un electron)

La T=0K, n =€, cand & = pn = g, f(g) discontinuad

La T finit , cand € = p, f(g) = 1/2 (nivelul Fermi)

cand (e-p) » kT, f(¢) — distributie Boltzmann



(1)0<f(e,T)<1

1.1 +
1.0 =
0.9 4
0.8 4

0.7 5
f(8)0.6 g

© o
w
|

T Trrrhi

(2) T<O1Tg, n ~ €, sif(e, T)=1/2 cand € = E¢

g <u, f(eT)>1/2
e >, f(e,T)<1/2

Nivelul Fermi, energia pt care f(g, T) = 1/2

potentialul chimic p = p(T)



W=W(T) decreste odatacu T

de ce ?

Ce il determina pe p ? Numarul total de electroni se conserva

V +/(2m)’e 1
e
4n 1 exp((e-p)/kgT)+1

0.80+1




(3) Electronii sunt excitati de sub &; la energii deasupra &¢ la
, F g pra &g
cresterea 1

AY - kBT
-df/de A T=0, functie
T=0.01T:
1 T=0.02T,
€
O.68|: O.88F EF 1.28|: 1.48F

Intervalul energetic in care gdsim electroni
cregte cu cregterea temperaturii.

O parte din slide-uri au fost adaptate dupa cursul Prof. S Y Hsu, Solid State Physics, NCTU Taiwan



UszsD(a)f(s,T)s

Tn starea fundamentala, T=0

U=3—N8F
5

D(e)f(e,T)

Energia medie pe electron:

<g> = 0.6¢e¢

La temperaturi finite (T=0), electronii sunt excitati pe stdri de energie
mai Thalta iar U(T) creste.

1.1
1.0

~~ 0.9
"'\ .08
3 - 0.7
Y w‘ 0.6
’(3 ~ 0.5
— Y- 04
/A 0.3




Cdldura specifica a gazului de electroni

energia interna

U(T) = Tds D(e)f(e,T)e=UOK)+AU(T)

0 SF

N:jdaD(g)f(s)zjng(s)

0

EF 0 E€F

j+jdg e.D(g)f(¢)= jdggFD(g) vezi Kittel

0 & 0

rearanjand termenii, gasim:

AU = Tda (e-¢p) D(a)f(g)+Tda (e -€) D(s)(l-f(e))



obtinem caldura specifica molara:

of(e, T)
oT

In general, T/T-< 0,01, df/dT are valori diferite de zero doar pentru un interval 2k T
in jurul lui e- asa ca:

D(€) este practic D(g;) inintervalul g+ kgT

)af(S,T)

Ce:D(eF)jda(a-aF -
0

oT | dT

€

of(e,T) d 1
exp((e—&¢) /(KgT))+1

exp((e —&£) (kg T)) }

(exp((e— &) (kg T))+1)°

E—&
unde X = £

B




X

K e
C.,=D(e. )K3T _8F/jkBde X T

!

C, =D(&q k5T [dx x?

2
e* o

:!‘OdX X (ex +1)2 = 3

2 2
C.=D(e 2T T SN op
3 3 2K,.T
=£n2NkBl
2 T

F



1, T Contributia electronilor
C.= ot NKg T liberi la caldura specifica

ocT? ocT

0.6Ng;

T T

In general, cand T«@y si T<«<T=gr/ky

C=yT+ AT




Capacitatea calorica molara pentru Co la temperaturi joase. A
este curba experimentala. B reprezinta contributia electronilor yT,
iar C este componenta Debye, din partea retelei cristaline, aT?3,

K )

i
I
—
-
L
—
=
—
[—
S
v

I
10
T (K)

Figure 1.3: Heat capacity of Co at low temperatures. A iz the experimental curve, B is the electronic
contribution 4T and C is the Debye component AT?. (Data from G. Duyckaerts, Physice 6, 317 (1939).)
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L .ﬂ""‘-
T = = 2
{:‘JI — 2.“8 + 2.¢).|' j \\“ .-"/'.
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TQ, in K*

Figure 9 Experimental heat capacity values for potassium, plotted as C/T versus T>. (After W. H.
Lien and N. E. Phillips.)




Metal | Yo | TYer y"""",}\/ﬁ}‘:‘? )

Li 1.63 | 0.749 2.18
Na | 1.38 | 1.094 1.26

K | 2.08 | 1.668 1.25

Cu | 0.695 | 0.505 1.38
Ag | 0.646 | 0.645 1.00
Au | 0.729 | 0.642 1.14
Al | 1.35 | 0.912 1.48

O parte din slide-uri au fost adaptate dupa cursul Prof. S Y Hsu, Solid State Physics, NCTU Taiwan



- n° Nkg
2 T,

Y oc Tl oc m (masa electronului)

Mo, ObTiNUT din mdsurarea Iui y,pe.qr, €Ste diferitd de m,.

» Interactiuni intre electronii de conductie cu potentialul periodic
al retelei cristaline. ~ ------ masa efectiva

» Interactiune intre electronii de conductie si fononi
» Interactiune intre electronii de conductie .

Pentru unele materiale, m,,,. poate fi de ordinul a m,,

CeAl;, CeCuSi,,



Proprietati de transport
Aplicdand £ © T
plican E VT ),
Densitate de curent
Densitatea de curent

electric T—E + L. (_ ﬁT)
Densitatea de curent - . .
termic Jy = K(— VT)+ TL; E

o : conductivitate electrica

coeficienti | x : conductivitate termica

L+ coeficig\n’r termoelectric

\ L L 4 . . .
cupleaza raspunsul electric si fermic



Conductibilitatea electrica

Aplicdm un camp electric E

—_

d’v. dP  dk

Ecuatia de miscare F=(—€)E =m —

Daca E constant,

dt* dt  dt
0 T — eEt A . o
K(t) —k(0) = Campul electric accelereaza
i |electronul...k creste liniar

E deplaseaza sfera Fermi in spatiul k
=

Fiecare k creste cu § k = .

T



Densitatea de curent

Cine limiteaza ok ?
imprastierea

Electronii pot fi imprdstiafi pe
stdri de energie mai joasa si sa
reducd densitatea de curent.
Daca timpul dintre doua

nok ciocniri este 1

=M, +22e—nk ~ —eE
L ok = T
T -
he-echilibru Iar _) J=o E legea lui Ohm
_noO v 2
Mie =i + 9 ne Conductibilitatea

t
Echilibru termic m electrica




< In modelul clasic toti e~ transportd sarcina -e cu viteza constanta v.

eEtr ne‘t
J=nev, =ne = E=ot
1 m

» In realitate doar electronii din imediata vecinatate a suprafetei
Fermi contribuie la curent.

N jzzevkgk
k

5
I =n.ev. —ne(-v;)

Stdri =(n; +n, Jeve

|
eliberate I'l. Stadrile care
n participd
e

la ve




Un calcul concret, ne conduce la

o=eVv:-r-D(E.)

T

C, =§k§ -T-D(Ep)=7-T

parametrii macroscopici sunt determinati de cei microscopici



Currentul e transportat doar de o fractiune dintre electroni, care se
deplaseaza cu v.

La curent participd si starile proaspat ocupate si cele proaspat eliberate.
ng —— electroni

n, —— goluri R=pt/A

Cu
*-
I p(3OOK): 1.7uC2cm

- 28 3
e G n=8.45x1028 1/m
= - ve= 1.57x10% m/sec
__Mo 9.1x10°"kg

2

ne’  8.45x10%°m>(1.6x10**coulomb J'1.7x10°Qm

i . Fractia de stari ce participa
= 2.5x107% sec = la conductie

)

dn 25k _ 2v,

£ = veT = 4x10°8 m= 40 nm
Pentru E =1 volt/cm

=10°°

vy~ 0.43 m/s n K- Ve



ne’r

Procese de imprdstiere electronica o=
m

o e limitata de imprastiere (ciocniri) (t, £)
Daca nu avem ciochiri— © — ®©

Mecanisme de impradstiere I
Imprdstieri e-fonon puternice,
| | p(T)oc T
p(T)| - IT
: fmprc‘is’rieri e-fonon slabe,
! p(T) oc T
1

! ! 'l ITI
Po [~ B ! Imprdstieri e-e
p(T) oc T2

0 T IV
Impragtiere pe impuritafi
p(T) oc T =




rezistenta electrica a celor mai multe metale rezulta in
urma ciocnirilor electronilor cu iregularitatile retelei : (a)
cu fononii si (b) cu impuritatile si vacantele (absente ale
unor atomi din retea).

Kittel



Ciocnirile electron-phonon Kittel

Umklapp

(In jumdtatea de sus)

K=k+3+G

Normal

(in jumdtatea de jos)

ca si in cazul fononilor, ciocnirile electron-fonon procesele Umklapp (cu rasturnare)
au contributia majora la rezistenta electrica a metalelor la temperaturi joase
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Bloch-Griineisen

" interactiunea electron -fonon
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A AuBp=175K
0O Na ©,=202K
® Cu®,=333K
v Al ©,=395K
& Ni ®@,=472K

pl I')Ypl {'f']]}}

0.2 0.3

[J. Bardeen, J Appl. Phys. 11 (1940) 88]







(1) Daca avem concomitent mai multe mecanisme de imprastiere

1 1 1 1

— = + + + ...
B Tog Te e Te—impuritate

1 1 1 1

—= T + + ...
© Ge—f Ge—e Ge—impuritate

P = pe—ph i Pe-e T pe—impuritate T

domina fononii

(2) Raportul rezistentei reziduale

2R~ R(300K)_p(300K)

R(42K) o, ~____ Cdomina Impuritafi >

RRR — oo, cristal perfect

in general, RRR ~ 102 la 10% (metal pur)



Confirmare experimentala a legii Matthiesen

Cu + 332 %Ni

Cu+216% M

Cu+112% N

E
L
E
r
O
o
e
q:u
)
C
x
7]
2
O
e
L
&
L
ol

Probe cu concentratii de defecte 2 ]
diferite. 200
McDonald and Mendelssohn (1950). Temperature (K|

. Linde, Ann. Phys. 5, 15 (1932).




Conductibilitatea termica

Fluxul de energie termica

— dT  Energia ce trece prin unit. de
Ju=- dx  suprafata in unit. imp

K : coeficient de conductibilitate termica



Din capitolul precedent, curentul de caldura fononic -cu teoria
cinetico-moleculara):

cdldura specifica pt
electroni liber:i:

1, kT ® In metale pure, contributia electronica
C.= 575 K g . este dominantd la foate temperaturile.
F & . :
- ® Tn metale impure sau materiale
g =—MV; dezordonate, T este redus de coliziunile
2 cu impuritatile iar contributia fononica

poate deveni comparabild cu cea
electronica.

Raportul dintre conductivitatea termica si
cea electrica

Numarul
T=LT ENIgAtip4

L,...= 2.45 x 108 Watt-Q/K?

_ n°nk: Tt/ 3m _ n (ﬁ)z

ne’t/m 3 e

Legea Wiedemann-Franz



Leormorfeld = 2.45 x 108 Watt-Q/K?2

Kittel

L % 10® watt-ohm/deg’ L X 10° watt-ohm/deg”

0°C 100°C




Modelul Sommerfeld explica bine:

«dependenta de temperatura a caldurii specifice
sconductivitatea termica si electrica a metalelor, precum si legea
Wiedemann-Franz

ssusceptibilitatea magnetica a metalelor

Nu poate explica:

ssfaptul ca unele materiale sunt izolatoare sau altele semiconductoare
“*forma suprafetei Fermi in unele metale

sscostanta Hall a unor metale

“*magnetorezistenta metalelor

“*alti parametri...

explicatia deficientelor: neglijarea interactiei coulombiene cu
ionii retelei, a potentialului periodic cristalin



Pentru examen

sa definiti modelul Sommerfeld al electronilor liberi, cuantici, ecuatia lui Schrodinger,
functiile de unda, cvasi-impulsul, relatia de dispersie E = E(k), principiul lui Pauli,
distributia Fermi-Dirac

esa stiti cum se construieste sfera Fermiin 1, 2 si 3 D.

*Sa stiti calcula densitatile de stari in 1, 2 si 3 D.

«sa stiti calcula energiile Fermiin 1, 2 si 3 D.

sa explicati forma caldurii specifice C,, = yT+ AT? si contributiile electronilor si
fononilor

sa explicati mecanismul conductiei electrice, cu deplasarea sferei Fermi la aplicarea
unui camp electric, conductivitatea electrica

sa calculati fractiile de electroni care participa la conductia termica si la cea
electrica

slegea Wiedemann-Franz.

sa puteti schita forma dependentei de temperatura a rezistivitatii electrice pentru un
metal tipic.

care sunt deficientele modelului Sommerfeld?
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