
Fizica corpului solid 

Electronii în potenţialul periodic al câmpului cristalin 

http://ruthtrumpold.id.au/designtech/pmwiki.php?n=Main.Metals 
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potenţialul creat de ioni este periodic 



potenţialul periodic 

http://en.wikipedia.org/wiki/Electronic_band_structure 

http://physics.nyu.edu/grierlab/frac8c/ 



Electroni liberi 1D 
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Introducem condiţii de 
periodicitate pentru 
funcţia de undă şi 
pentru energie  

Vector al 
reţelei 
reciproce 

benzi de energie 
dependenţa E = E(k) 

2
2 2

2
)()( 

a
k

m
kE π

+=

m
kE k

2

22
=)(

k 

ε 

electron liber, fără 
potenţial periodic 



Prima zonă 
Brillouin 



Toate soluţiile le putem reprezenta în prima zona Brillouin 

Modelul reţelei 
goale (empty lattice 
model) 

Reţea periodică – 
neglijează 
interacţiunea 
electronilor cu ionii 
din nodurile reţelei 

Kittel 



Reţeaua : cubic simplu    

  

Reţeaua cub simplu 

+ 



ex: pe direcţia [1,0,0]:  ky = kz = 0 
 

pentru:   g1=g2=g3=0 

dacă g1 =1; şi g2= g3 = 0 

dacă g1 = -1; şi g2= g3 = 0 

etc. 



primele benzi de energie ale reţelei cub 
simplu, în aproximaţia reţelei goale, în prima 
zonă Brillouin (-π/2 ≤ kx ≤ π/2)  funcţie de  
(kx, 0, 0). Reprezentarea este în aşa numita 
zonă redusă . Energia electronilor liberi este 
ћ2(k+G)2 /2m; vectorii G sunt daţi în coloana 
a doua a tabelului. Pe grafic se vede şi 
gradul de degenerare. Pentru simplitate aici 
luăm ћ2/2m = 1. 

vezi Kittel 



http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lectures14/dec3/index.html 



aproximaţia reţelei goale 

calcule mai riguroase 



De ce un material este metal, izolator, sau  semiconductor ?  

Structura de bandă 

Modelul electronilor liberi – neglijează interacţiunile electronilor cu 
alţi electroni şi cu ionii reţelei. 

Probleme : 

⊗  Distincţia dintre metale, semiconductori şi izolatori. 

⊗  Coeficient Hall pozitiv. 

⊗  ….. 

Structura de bandă – ia în considerare şi interacţiunile 



Electroni de conducţie în groapa de potenţial 

Gaz de electroni – nu se ţine seama 
de nuclee 

Cristal real – potenţialul periodic, 
cu periodicitatea reţelei 

Potenţial atractiv în jurul fiecărui nucleu nucleu. 

Modelul 
electronilor liberi 
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Ptenţialul creat de ioni este periodic 
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Potenţialul cristalin periodic 



Dacă electronii interacţionează cu ionii (deoarece au sarcini electrice diferite) 

Ne aşteptăm :  

•ca funcţiile de undă să se modifice, să nu mai fie simple unde plane. 

•Dependenţa energiei electronului de vectorul de undă să nu mai fie simplă ca 
în cazul electronilor liberi 

Pentru electronii liberi 
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vector al reţelei reciproce 

Dacă potenţialul cristalin U(x) este periodic  

ne aşteptăm ca şi energia electronilor  

să fie periodică în spaţiul reciproc 



Teorema Bloch 

Electronii care se află într-un potenţial periodic         au funcţii de undă de forma: 

(funcţii Bloch) 

Undă plană 
O funcţie care are periodicitatea reţelei 
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în plus 



exemplu din Mizutani 



exemplu din Kittel 



Pentru electronii liberi 
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Atom izolat 



Modelul electronilor aproape liberi 
(sau slab legaţi) 

•Presupune că potenţialul cristalin este periodic şi mic (şi poate fi 
tratat ca o perturbaţie) 

•Energia electronilor se va modifica puţin faţă de cea a electronilor 
liberi, şi această corecţie se determină cu ajutorul teoriei 
perturbaţiilor. 

•Noile funcţii de undă ale electronilor se determină tot cu ajutorul 
teoriei perturbaţiilor ţinînd seama de faptul ca acestea trebuie să 
fie funcţii de undă Bloch. 
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Daca reţeaua este periodica şi electronii nu interacţionează cu ionii pozitivi din 
nodurile reţelei: 

Probabilitatea de a găsi electronii în dreptul ionilor sau între ioni este aceeaşi 

a
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fucţia de undă: 
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Stările în care electronii stau mai mult în dreptul ionilor sunt favorizate-au deci 
o energie mai redusă-- 

(electronii sunt atraşi de ionii negativi) 

figuri preluaate din Kittel 
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degenerare 

Dacă V(r) este mic – corecţia ∆E o calculăm cu teoria perturbaţiilor de 
ordinul  I : 

(am ales originea potenţialeleor astfel încât:                           ) 0=∫V(x)dx

integrala este diferită de zero:                      şi V(x) au aceeaşi perioadă 
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(a) Modelul electronilor aproape liberi:  potenţial periodic mic al ionilor (1D) 

a
V(x) = V(x + na) 

K = 0 K = 2π/a K = −2π/a Reţeaua reciprocă 

E(k)

K = 0 K = 2π/aK = −2π/a
k = π/ak = −π/a
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E(k)

K = 0 K = 2π/aK = −2π/a
k = π/ak = −π/a

Prezenţa unui potenţial 
periodic, conduce la 
deschiderea unei benzi 
interzise (gap - lb. Engl.) la 
limitele zonelor Brillouin 



Electroni liberi : U=0 
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Prima bandă permisă 

A doua bandă permisă 

Benzi de energie- dependenţa: 
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Schema zonei extinse 

Kittel 



Dacă potenţialul cristalin U(x) este periodic: 
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vector al reţelei reciproce 

Singurele valori independente 
ale lui k sunt cele din prima zonă 
Brillouin 

schema zonei reduse 



Shema zonei periodice 



electroni liberi 
(aproximaţia reţelei goale) 

potenţial cristalin mic 
(aproximaţia electronilor 
aproape liberi) 
 
•apariţia unor benzi de 
energie interzise 



Electroni liberi Electroni 
aproape liberi 

Energia 

Benzi de energie interzise 

Interacţiunea electronilor cu reţeaua cristalină 
are ca rezultat apariţia benzilor interzise 
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Conductor (metal) 
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În funcţie de poziţia 
energiei Fermi 



Clasificarea corpurilor solide: metale (conductori), semiconductori, izolatori  

Energia Fermi- energia ultimului nivel energetic ocupat la 0 K 

Conductor 
Energia Fermi se afla 
în interiorul unei 
benzi permise 

Bandă parţial ocupată 

semiconductor 
Energia Fermi se afla la 
marginea superioară a unei 
benzi permise 

Bandă complet  ocupată 

∆E ~ 1 eV 

izolator 
Energia Fermi se afla la 
marginea superioară a 
unei benzi permise 

Bandă complet  ocupată 

∆E ~ 10 eV 



Forma densităţii de stări pentru (a) metale  (b) semiconductori 
şi (c) izolatori 

din Mizutani 



Suprafaţa Fermi:  constant=)(kEF



In cazul electronilor liberi suprafeţele Fermi sunt sfere (sau cercuri în 
2D). Numărul de electroni de valenţă determină raza sferelor 
energetice 

 



Când k se apropie de limita zonei 
Brillouin conturul lui E se 
distorsionează 

Fără interacţie 

Interacţie 
 slabă 



Exemple pentru care aproximaţia electronilor aproape liberi 
dă rezultate bune: 

Kittel 



Suprafeţele Fermi pentru diferite metale 

http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/ 

http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/html/Z003.html�
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/html/Z011.html�
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/html/Z019.html�
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/html/Z037.html�
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/html/Z055.html�


Rezumat 

Efectul potenţialului periodic asupra cristalelor 1D  

(1) Modifică ψ(x) : ψ(x)=uk(x) eikx     funcţii Bloch 
(2) Modifică relaţia E(k) : apar benzi interzise 
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Modelul electronilor puternic legaţi 
(aproximaţia legăturilor tari) sau LCAO 
(combinaţii lineare de orbitali atomici) 

 Electronii din izolatori şi semiconductori participă la legăturile chimice. Situaţia 

este departe de cea a electronilor aproape liberi şi este necesar un alt model. 

Aproximaţia legăturilor tari porneşte de la nivelurile energetice atomice şi 

urmăreşte cum acestea se extind prin suprapunerea distribuţiilor de electroni din 

solide. Pe lângă faptul că este aplicabil materialelor cu legături covalente, 

modelul este util şi pentru electronii d în metalele de tranziţie şi cei  f din 

pământurile rare. Benzile energetice în acest model sunt mai înguste şi mai plate 

decât cele ale electronilor aproape liberi. 

Aici energia potenţială nu mai poate fi considerată 
ca fiind mică. 

(Tight binding) 

vezi M A Omar, Elementary Solid State Physics, 1993    Addison-Wesley Publishing Company, Inc. 



Formarea benzilor energetice într-un solid 1 D 

Model simplu pentru un solid 1D: un lanţ infinit de atomi, fiecare avînd 
un orbital s disponibil pentru formarea orbitalilor moleculari 

Numărul de niveluri 
energetice creşte pe 
măsură ce adăugăm 
noi orbitali, până 
când aceste nivele 
formează benzi de 
energie 



vezi M A Omar, Elementary Solid State Physics, 1993    



Potenţialul cristalin 

Orbitalii atomici 

Potenţialul cristalin este puternic -- potenţialele ionilor sunt mari. 
Electronii sunt capturaţi de ioni pe orbitali atomici. Trec de la un ion 
la altul prin tunelare sau salt (hopping). Energia lor e mai mică decât 
înălţimea barierei. 

Funcţia de 
undă Bloch  

modelul descrie bine benzile înguste care provin de la ioni care au 
raza ionică mult mai mică decât constanta de reţea.  În acest caz 
orbitalul atomic este puţin modificat de prezenţa celorlalţi atomi din 
solid. Un exemplu bun este banda 3 d, din metalale de tranziţie. 



pentru electronii în 
potenţial periodic 
(Bloch) ( )rki)r(u)r(ψ kk


⋅⋅= exp

dacă înlocuim şi presupunem că avem valori mici ale lui k: 

găsim: 
unde: 

aproximăm, într-o celulă:: 

ec. Schrodinger pentru un 
atom izolat– soluţiile sunt 
orbitali atomici 
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Potenţialul cristalin periodic 

Aproximăm:  )()( xvxV ≈

potenţialul atomic 



soluţia generală la problemă: combinaţii lineare de orbitali atomici ( ex. s, p, d, 
f... ): LCAO 

orbitali atomici  

aceste funcţii trebuie să fie funcţii Bloch 

 sunt poziţiile ionilor în reţeaua cristalină 

 sunt poziţiile ionilor în 
reţeaua cristaliă 

ex. funcţiile de undă pentru litiu (k ~ 0): 



Orbitali atomici 

Alan Crosby’s web site 

http://buffer.bu.edu/acrosby/orbitals 

http://sciculture.com/advancedpoll/GCSE/atomic%20orbitals%20d.html 



http://buffer.bu.edu/acrosby/orbitals 



s-s 

p-p 

p-p 

s-p 

Combinaţii de orbitali 
atomici 
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Presupunem un lanţ de atomi cu orbitali atomici s 
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Funcţiile de undă sunt combinaţii lineare de orbitali atomici şi trebuie să 
fie funcţii Bloch: 

k = 0:  eikma = e0 = 1 

Exemplu: 
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Ecuaţia lui Schrodinger 

Elementele de matrice sunt diferite de zero doar pentru primii vecini 

Energia electronului 
în poziţia m 

Energia de salt (hopping) 
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εÎn general: 



uneori energia electronului în această 
aproximaţie se mai scrie sub forma: 

β  reprezintă elemente 
de matrice ale 
potenţialului cristalin 
pentru stările vecine 

γ integrala de 
acoperire depinde  de 
acoperirea orbitalilor 
a doi atomi învecinaţi 

Eν energia nivelului atomic 

cu funcţiile de undă: 



nivelul atomic originar Eν, s-a extins într-o banda de energie. Fundul 
benzii, situat la k = 0 este la E0 şi largimea benzii este 4γ. 

Observăm că E0 este mai mic decât valoarea energiei atomice Eν-ceea ce era 
de aşteptat deoarece prezenţa celorlalţi atomi are ca efect reducerea 
potenţialului din sistem. In plus faţă de E0 electronul are energie cinetică 
suplimentară care provine din faptul că el se poate mişca acum prin cristal. 

vezi M A Omar, Elementary Solid State Physics, 1993    



Pentru o reţea pătrată 2 D: 

Suprafeţe 
izoenergetice în 
prima zonă Brillouin 

ky 

kx 



Pentru cazul 3D, cubic simplu, găsim  

Ei – sunt nivelurile energetice ale atomilor liberi şi B = t (energiile de salt) Ei - A = ε 

Vectorul de undă pe direcţia [111] 

Nivelurile  
atomice 

(Distanţa)-1 

Benzi permise 

Bandă interzisă 

vezi M A Omar, Elementary Solid State Physics, 1993    



cub 
simplu 

http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/lectures14/dec3/index.html 



cub simplu 

vezi M A Omar, Elementary Solid State Physics, 1993    



benzile de energie provin 
de la nivelurile atomice 
discrete ale atomilor, care 
se extind pe măsură ce 
aducem mai mulţi atomi  

http://en.wikipedia.org/wiki/Electronic_band_structure 

cum clasificăm corpurile 
în metale, 
semiconductori şi 
izolatori ţinând cont de 
benzile lor de energie 
(de structura lor 
electronică) ? 



exemple de structuri de bandă 

din Ibach & Luth 

metal semiconductor  
izolator 

Eg 



Masa efectivă a electronilor 
Ecuaţia de mişcare (semiclasică): E
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acceleraţia 

Arată ca a doua lege a dinamicii ( legea lui Newton) F= m.a dacă 
notăm: 

masa efectivă 

-depinde de E(k) 

În 3D este o 
mărime 
tensorială 
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Se schimbă semnul pantei 

goluri 

Masa efectivă reflectă 
interacţiunile electronilor 
(reţea, electron-electron, etc.) 



In teoria de benzi a solidului,  

Absenţa conducţiei metalice implică faptul că nu există benzi parţial pline. 

In izolatori fiecare bandă este fie complet plină fie complet goală. 

Monovalent           1/2  bandă umplută  (metal) 
Divalent                  1 bandă umplută (izolator ?) 
Trivalent                3/2 bandă umplută (metal) 

Cristalul cu un număr impar 
de electroni per celulă 
 trebuie să fie metalic. 

Izolator Metal Metal 
En
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Pentru examen trebuie să ştiţi: 
• Să desenaţi aproximativ relaţia de dispersie pentru un electron care se 

mişcă într-un potenţial periodic unidimensiunal (1D); 
• Teorema Bloch; 
• În ce constă aproximaţia reţelei goale (empty lattice approximation)? 

Desenaţi dispersia E= E(k) pentru cazuri simple: reţea pătrată 2D; cubic 
simplu...; 

• Că există N valori permise pentru k în prima zonă Brillouin, N fiind 
numărul de celule unitate din cristal. Şi doi electroni pentru fiecare stare. 

• În ce constă aproximaţia electronilor slab legaţi (sau aproape liberi)? 
• Explicaţi metoda electronilor puternic legaţi; 
• Cum putem obţine densitatea de stări din relaţia de dispersie; 
• Să explicaţi care este diferenţa între un metal, un semiconductor şi un 

izolator. 
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