
Fizica  corpului solid 

http://www.phonon.fc.pl/index.php?page=show_anim&spot_id=45 



http://www.che.ncsu.edu/losego/Interfaces/Interfaces.html 

Vibraţiile  reţelei 
cristaline. Fononi 

Frecvenţe de vibraţie 

Densitatea de stări 

viteza sunetului 

Imprăştieri inelastice... 



http://www.computingformaterials.com/phoncfm/2demo510.html 

http://www.physik.tu-berlin.de/institute/IFFP/richter/new/research/surface-phonons.shtml 



Vibraţiile reţelei cristaline. Fononii 

poziţii normale ale atomilor 

poziţii deplasate din cauza vibraţiilor 

Reţeaua nu e rigida atomii pot oscila in jurul poziţiilor de echilibru 

Kittel , capitolele 4, 5 

https://wiki.fysik.dtu.dk/ase/ase/phonons.html 
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https://wiki.fysik.dtu.dk/ase/ase/phonons.html 



Proprietăţile solidelor pot fi împărtite în fenomene 
care sunt legate de mişcarea atomilor (in jurul 
poziţiilor de echilibru) şi cele determinate de 
electroni. 
 
Această împărţire e justificată de faptul că 
mişcarea nucleelor e mult mai lentă (că au masa mai 
mare) decat cea a electronilor.  
 
Din principiul de incertitudine a lui Heisenberg 
rezultă că, atomii trebuie să vibreze in jurul 
poziţiilor de echilibru chiar şi la zero absolut (0 K)- 
“energia de zero”  



Multe fenomene sunt determinate de mişcarea 
electronilor –benzi de enegie, împrăştieri, efecte 
termoelectrice, magnetice, etc. 

Le vom discuta mai târziu. 

 

Incepem cu vibraţiile atomilor sau vibraţiile reţelei 
cristaline. 



Vibraţiile reţelei cristline pot explica: 

•Viteza sunetului 

•Proprieţăti termice ca: 

•Căldura specifică 

•Dilatarea termică 

•Conductivitatea termică  

•Proprietăţi elastice: 

•Dependenţa de temperatură a constantei de 
elasticitate 

•Duritatea 

•Proprietăţi optice: 

•Absorpţia în infraroşu  

 



Numărul de moduri de vibraţii pentru sisteme discrete 

Moduri normale de vibraţie: mişcări oscilatorii în care toate 
componentele unui sistem se mişcă sinusoidal cu aceeaşi frecvenţă. 



Unde longitudinale 

http://en.wikipedia.org/wiki/Phonon 
http://www.thefullwiki.org/Physics_of_glass 



Unde transversale 

http://www.chembio.uoguelph.ca/educmat/chm729/phonons/optmovie.htm 



Lanţul mono-atomic 
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Presupunem: 

•Condiţii de periodicitate, date de reţeaua cristalină 

•Interacţiuni doar cu vecinii cei mai apropiaţi 

•Deplasări mici (oscilaţii armonice: F ~ x ; V(x) ~ x2 ) 

 



Solidul continuu 
Putem descrie propagarea unei vibraţii cu amplitudinea u  de-a 
lungul unei bări de material cu modulul lui Young  E şi densitatea  ρ 
cu ecuaţia undei: 
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Pentru propagare de-a lungul 
direcţiei x 

Comparînd cu ecuaţia generală a unei unde unidimensionale: 
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Astfel că viteza undei este 
independentă de lungimea de 
undă pentru un mediu elestic 
continuu ! 
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relaţia de dispersie  a 
solidului, şi aici este 
lineară ( fără 
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Reţeaua mono-atomica 1-D 

 Spre deosebire de solidul continuu , un solid real nu este uniform 
la scara atomica şi va prezenta dispersie. Considerăm un lanţ 1-D 
de atomi: 

In echilibriu: 

Unda longitudinală 

1−su

M a 

su 1+su psu +

1−s s 1+s ps +

Pentru atomul s, 

( )∑ −= +
p

spsps uucF p = poziţia atomului  
p = ± 1    vecinii cei mai apropiaţi 
p = ± 2    următorii vecini cei mai apropiaţi 
cp = constanta elastică pentru atomul  p 



Reţeaua mono-atomică 1D. Ecuaţia de mişcare. 

Inlocuim şi găsim: ( )∑ −−+− −=−
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Relaţia de dispersie pentru reţeaua mono-atomică 1-D 

De cele mai multe ori este suficient 
să facem aproximaţia vecinilor cei 
mai apropiaţi (p = 1): 
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2
1212 ka

M
c

≅ω

Rezultatul prezintă 
periodicitate în k şi 
singurele soluţii unice 
care au semnificaţie 
fizică corespund 
valorilor din domeniul :  
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Reţeaua mono-atomică 1D: Soluţia! 
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Relaţii de dispersie:  teoria - experimentul 
Intr-o reţea   3-D ne 
aşteptăm să observăm 3 
ramuri diferite ale 
relaţiei de dispersie, 
deoarece mai există 
două unde 
perpendiculare , 
transversale, pe cea 
longitudinală pe care am 
analizat-o. 

De-a lungul direcţiilor 
diferite în reţeaua 
reciprocă forma 
relaţiilor de dispersie 
este diferită. Dar este 
de notat asemănarea 
care există cu rezultatul 
simplu din cazul 1-D.  
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Celula Wigner-Seitz  poate fi definită pentru orice tip de reţea 
(directă sau reciprocă). Celula  W-S pentru reţeaua reciprocă se mai 
numeşte prima zonă Brillouin. 
 

Prima zonă Brillouin este regiunea din spaţiul reciproc care conţine 
toate informatiile despre vibraţiile solidului. Numai vectorii       din 
prima ZB corespund modurilor de vibraţie unice. Oricare alt       din 
afara acestei zone este din punct de vedere matematic echivalent 
cu un      din interiorul zonei. Acest fapt se exprimă in termenii unei 
translaţii cu un vector al reţelei reciproce: 
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Definitia primei zone Brillouin 



Zonele Brillouin ale reţelei reciproce 
Pentru reţeaua monoatomică relaţia de dispersie se repetă cu perioada:              a/2π

Prima zona Brillouin 
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A doua zona Brillouin 
 

A treia zona Brillouin 
 

Fiecare ZB contine 
informaţii identice 
despre reţea 



Celula Wigner-Seitz 

Reţeaua 1-D : celula Wigner-Seitz 
este segmentul limitat de cele doua 
plane cu linie intrerupta.  

Reteaua 2-D :celula Wigner-Seitz 
este aria hasurata 



Zona Brillouin- celula Wigner-Seitz în spaţiul reciproc 

condiţia Bragg 

condiţia Laue 

definiţia celulei 
Wigner-Seitz în 
spaţiul reciproc 

la limitele zonelor Brillouin apar 
reflexii Bragg (indiferent de tipul 
radiaţiei) 

metoda W-S ne conduce la condiţia Laue 

căutam 
planele unde 
avem reflexii 

Kittel 



Prima zona Brillouin pentru retele 3-D 
Pentru reteaua 3-D constructia ZB conduce la un poliedru ale cărui feţe 
bisecteaza segmentele care leaga un nod al reţelei reciproce de nodurile vecine.  

Reţeaua directă cvc   reţeaua reciprocă cfc Reţeaua directă cfc  reţeaua reciprocă cvc 

Prima zonă Brillouin pentru reţeaua 
CVC. Câteva puncte semnificative de 
simetrie  sunt indicate. Γ este utilizat 
pentru a marca centrul zonei. 

Prima zonă Brillouin pentru reţeaua 
CFC. Câteva puncte semnificative de 
simetrie  sunt indicate.  

Kittel 



α≡C
revenim la soluţia aproximativă... 



Din ceea ce ştim despre zonele Brillouin, punctele A si B trebuie 
sa fie identice (sunt separate de un vector al retelei reciproce) 

 

Formele undelor trebuie sa fie identice 

A doua zonă Brillouin   Prima zonă Brillouin  A doua zonă Brillouin 



B o undă care merge spre stinga, A spre dreapta. 
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Viteza de grup 

La marginile ZB 

Unde staţionare-nu se transporta energie 

a
k π

±=

pentru 

Viteza sunetului ! 
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Viteza de grup 

(k) ω
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Viteza de fază 

k
ωvf =

Viteza de grup este viteza cu care se propaga variaţia amplitudinii unei unde 

Viteza de fază este viteza cu care se propaga faza unei unde (a oricarei 
componente) 



Unde staţionare-nu se transportă energie 



a 

Sunt necesare numai lungimi de undă mai mari decât 2a 

Unda cu alb nu aduce informaţii în plus faţă de cea cu negru 



Reţeaua 1-D cu bază biatomică 
Considerăm un lanţ  diatomic de atom1 (1-D model NaCl): 
 

In echilibru: 
a 

M1 M2 M1 M2 

Aplicând legea a doua a lui Newton şi aproximaţia primilor vecini găsim o lege 
de dispersie cu două “ramuri”  (vezi Kittel): 
 

2/1

2
12

21

2
1

2

21

212
1

21

21
1

2 )(sin4











−







 +
±







 +
= ka

MM
c

MM
MMc

MM
MMcω

ω-(k)     ω  0 cand  k  0 moduri acustice  (M1 şi M2 se mişcă în fază) 
  
ω+(k)    ω  ωmax cand k  0   moduri optice   (M1 and M2 se mişcă în opoziţie 
de fază) 
 



Reţeaua 1-D cu bază biatomică. Rezultate 
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Aceleaşi presupuneri: 

•Condiţii de periodicitate, date de reţeaua cristalină 

•Interacţiuni doar cu vecinii cei mai apropiaţi 

•Deplasări mici (oscilaţii armonice: F ~ x ; V(x) ~ x2) 



(Kittel) 

Ramurile optică şi acustică ale relaţiei de 
disperrsie pentru un lanţ diatomic linear, arătând 
frecvenţele limită la K = 0 şi K = Kmax = π/a. 
Constanta de reţea este a.  

Ramura fononilor optici 

Ramura fononilor acustici 
 



acustic 

optic 

ω 

Limita zonei Brillouin 

π/a q 

p atomi per celula             3p ramuri de vibratie 
       Acustic  (3)   :     LA   (longitudinal) 
                                  TA1  (transversal) 
                                  TA2  (transversal) 
       Optic  (3p-3)   :   LO   (longitudinal) 
                                  TO   (transversal)                                   

Intr-un solid real 3-D  relaţia de dispersie diferă de-a lungul diferitelor 
direcţii din spaţiu k. In general, pentru  p atomi în  bază, sunt 3 moduri 
acustice şi  3p-3 moduri optice. 
 



Ramurile care au               la              sunt optice 

 

Pentru ramurile optice atomii diferiti oscilează in opoziţie de fază şi in 
cristalele ionice aceste oscilaţii se cuplează cu radiaţia electromagnetică 

Ramura optică ω ~1013 s-1 

ω = 4.9 x 1012 s-1 

Absorbţie la o lungime 
de undă:   61 x 10-4 cm 



-Ramura acustică(k,ω) -Ramura optică  (k, ω) 

pt. 



din Kittel 



Fononii – excitaţii colective 
•Energia vibraţiilor reţelei cristaline este cuantificată 

•Cuantele vibraţiilor reţelei se numesc fononi (analog cu fotonii care sunt cuantele 
câmpului electromagnetic) 

•Dovezi experimentale: împrăştierea inelastică de neutroni –∆E pentru neutroni– 
multiplu de energia fononilor 

•Energia unui mod de vibraţie de frecvenţă ω este un număr întreg de cuante de 
energie         : 

 
...,2,1,0== nnEn ωω

Fiecărui mod de vibraţi      îi este asociat un vector de undă        şi 
impulsul cristalului         . 

ω k


k




Fononii sunt consideraţi ca particule cu spinul zero, deci sunt bosoni. 

•statistica Bose-Einstein 

•Starea de vibraţie se specifică prin indicarea numărului de fononi în fiecare 
stare ki 

•ni este determinat de excitaţii (termice, acustice, etc.) 

•Relaţia de dispersie: structură, tipul de legături 
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sunt 

fononii : domina proprietăţile termice ale materialelor şi afectează 
transportul electric prin împrăştierea electronilor. 

Generarea fononilor : Cum sunt fononii creaţi sau excitaţi intr-un cristal? 

•  Perturbaţii externe- vibraţii  

•Imprăştieri de particule – transferul energiei în vibraţiile reţelei.  

•  Termic (KBT) – excitaţi la orice temperatură (T≠0K) 

Probabilitate de ocupare 

                                       la temperatura T 

 

“factorul Boltzmann” 

En 

En-3 

En-1 

Fononii termici :       considerăm un sistem cu niveluri energetice En 
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Capacitatea calorică 
•Capacitatea unui material de a absorbi căldură 

•Energia necesară pentru creşterea temperaturii unui corp 

Capacitatea 
calorică 

Energia primită 

Variaţia temperaturii 

CV –capacitatea calorică la volum constant 

Cp- capacitatea calorică la presiune constantă 

La solide: V ≈ constant 
 

Pricipiul I al termodinamicii : dQ = dU + pdV 

dQ = dU  

dT
dUCV = Cine este   U ? 

Căldura specifică (capacitatea calorică per kilogram) are unităţi de măsură 

Unităţi de 
măsură: J/K
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Pentru un atom 

Teoria cinetico-moleculară: pentru fiecare grad de libertate avem TkB2
1

TkTkE BB 3)(6 2
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Capacitatea calorică clasică 

Pentru un solid compus din N atomi: TNkENU B31 ==
Pentru un kilomol N = NA RTTkNU BA 33 ==
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R- constanta universala a gazelor perfecte 

Legea Dulong şi Petit 

Această lege a lui Dulong şi Petit (1819) este verificată de majoritatea 
solidelor la temperaturi ridicate T ( > 300 K).  
 
 Dar la mijlocul secolului al  19-lea a devenit clar că CV → 0 cand T → 0 
pentru solide. 

De unde apare această neconcordanţă? 



Modelul Einstein 

Planck (1900):  atomii care vibrează într-un solid au energiile cuantificate: 
...,2,1,0== nnEn ω

Einstein (1907):  a construit un model considerînd o colecţie de  3N oscilatori 
independenti 1-D , toţi având  ω constant , şi a utilizat relaţia lui  Planck 
pentru nivelurile energetice 

Probabilitatea ca un  oscillator 
să fie pe nivelul  n este: 
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este temperatura Einstein 

dacă 
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La temperaturi 
joase: 

Destul de bine, calitativ: CV → 3R 
pentru T mari şi CV → 0 as T → 0: 

La 
temperaturi 
mari: 
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Să comparăm cu datele experimentale 

La temperaturi mari 
există o concordanţă 
rezonabilă 

La temperaturi joase : 
CV → 0 prea rapid când 
T → 0 ! 

din Kittel 
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C V  
(3

Nk
B)

x-1 = kBT / ω

T mari CV        3NkB 

 T joase  CV        3NkBe-ω/kT 

Modelul Einstein 

 modelul clasic 

Modelul Einstein  (1907) : N oscillatori identici de frecvenţă ω 
T mari, CV → 3NkB  regăsim legea Dulong şi Petit   

T joase,  CV → 3NkBexp(-ω/kBT) 

Datele experimentale indică o dependenţă de  T3 



Modelul Debye 
Peter Debye (olandez) l-a urmat pe Einstein ca profesor de fizică in Zürich, şi a 
dezvoltat un model mai sofisticat al vibraţiilor atomilor în solid.  
 

Modelul Debye: 
 

•  există  3N moduri normale de oscilaţie (L, T1, T2 independente cu viteze vg 
egale)  
 

•   Spectrul frecvenţelor este de la ω = 0 la ωmax= ωD 
 

•   Tratează solidul ca un mediu continuu fără a ţine cont de detaliile de structură-
solid uniform, izotrop:   

Fiecare mod de vibraţie contribuie la CV 
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kvg ⋅=ωrelaţia de dispersie: 

numărul de moduri de 
vibraţii 



•Se presupune o frecvenţă maximă ωD 

Fecvenţele mai mari decât ωD nu aduc nici o contribuţie la energia solidului 

 

Frecvenţa Debye  ωD – frecvenţă de tăiere 
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Densitatea de 
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Numărul de moduri de vibraţii. Densitatea de moduri G(ω) 

Un mod de vibraţie este o vibraţie de vector de undă        (şi deci şi de λ), de 
frecvenţă       şi energie                  .   
Câte moduri sunt in intervalul dintre                                         şi                 ? 
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Nr. de moduri  kdkGdEEGdGdN
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G(ω)  este densitatea de moduri 

Primul pas:  simplificăm problema utilizând condiţii periodice pe frontieră 
pentru lanţul liniar de atomi : 

x = sa x = (s+N)a 

L = Na 

s 

s+N-1 

s+1 

s+2 

Presupunem ca atomii 
s şi s+N au aceeaşi 
deplasare– reţeaua are 
proprietăţi periodice, 
şi N este foarte mare. 
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valori permise ale vectorului de undă 
 
cu soluţii de tip undă plană:   

us ~uK(0)exp(-iωt)exp(Kx), x =sa 
 
us+N ; x =(s+N)a 

K=±2nπ/(Na), n = 0, 1, 2, …,N 

Na = L 

Numai  N vectori de undă (K) sunt permişi 

K =  -8π/L  -6π/L   -4π/L   -2π/L    0      2π/L    4π/L    6π/L   8π/L 

condiţia 
Born- von Karman 

us = us+N  
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Vectori permişi în 3D 
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N3: numătrul de atomi 



Il găsim acum pe G(ω) 
Pentru o reţea 3-D putem aplica condiţiile periodice 
pentru o probă conţinînd N1 x N2 x N3 atomi: 

N1a 
N2b 

N3c 

)(kGVcNbNaN
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π
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k-spatiul din volumul
moduri de nr.

Aşa că: kdkGdGdN


3)()( == ωω kdV 3
38π

=

Efectuăm integrarea în 
spaţiul k folosind un 
element de “volum” alcătuit 
dintr-o suprafaţă cu ω 
constant şi cu grosimea dk: 

[ ]dkdSdkkd ∫== ω)suprafetei aria(3




Un rezultat similar se obţine pt. G(E) folosind suprafeţe de energie 
constantă pentru densitatea de stări electronice într-o reţea periodică.  
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ωω 38
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Sau  rezultatul: 
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88 33)(

Această relaţie ne dă reţeta de calcul a densităţii de moduri G(ω) dacă ştim 
relaţia de dispersie ω(k).  



Sau în general, numărul de stări: 
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am arătat, când am vorbit despre relaţia de dispersie pt lanţul monoatomic:   



G(ω) 

ω k 

G(k) 

L/2π 

-π/a π/a 0 (2
L/

πa
)(

1/
ω

m
) 

    (ωm)1/2 0 
π/a -π/a 

L/(πv) 

aproximaţia Debye 

kvg ⋅=ω ( ) 2122

12)(
ωωπ

ω
−

⋅
⋅

=
m

a
LG

ωd
dk

vg

=
1

ωπω d
dk

L
d
dN

2
2

=

gv
LkG 1)(
π

=

⋅
⋅π

=
gv

LG )0(

mg aω=
2
1v

mD πω=ω
2
1



2-D ( ) dkkkd ⋅⋅= π2
2

22
2

2
)(









⋅⋅
=









=

L

dkk

L

dkdN D

D

π
π

π

ky 

k 

kX 

3-D 
( ) dkkkd ⋅⋅= 23

4π


3

2

2
4

2
)(









⋅⋅
=









=

L

dkk

L

dkdN D

D

π
π

π



din Kittel 

Valorile permise în spaţiul reciproc (Fourier) ale vectorului de undă pentru o reţea 
pătrată având constanta de reţea a, pe un cristal periodic cu latura L = 10a. Modul 
uniform (0,0) este marcat cu o cruciuliţă albă. Există o singură valoare a vectorului 
de undă pentru fiecare  pătrăţel cu aria (2π/10a)2= (2π/L)2 , astfel că în cercul de 
rază πK2  numărul de puncte permise este de (πK2 )/(2π/L)2= (πK2 )/(2π/10a)2.. 



G(ω) în modelul Debye 
Evaluam densitatea de 
moduri G(ω): 

Mai departe vrem să găsim  frecvenţa maximă ωD.  
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24 kdS πω =∫
Deoarece solidul este izotrpop, toate 
direcţiile în spaţiul k sunt echivalente, 
astfel că suprafaţa cu ω constant este o 
sferă de rază k, integrala se reduce la: 

k
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Frecven a fononilorţ  ω
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Densitatea de stări pentru fononi în teoriile Einstein şi Debye  în 
comparaţie cu cea tipică pentru un solid real.  

din Kittel 



Cu 

Cu linie continuă – calcule care 
folosesc date reale ω(k) 
 
Cu linie întreruptă calcule  cu  
ωD = 4.5× 1013 rad./sec 
ΘD = 344K 

din Aschroft 



ωmax in modelul Debye 

Deoarece sunt N atomi în solid există N moduri de 
vibraţie pentru fiecare polarizare: 

Frecvenţa Debye  
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Numărul mediu de fononi este: 
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Pt. T >> ΘD 

R3=VC Legea Dulong si Petit 
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material A Cu Ag Au Pb 

ΘD(K) 428 343 225 165 105 

Kittel cap. 5 

Temperatura Debye ΘD : 

• pentru T > ΘD toate modurile de vibratie sunt excitate 

•pentru T < ΘD  modurile de vibratie încep să îngheţe 

θD este o măsură pentru  νmax. La orice temperatură atomii pot fi consideraţi 

ca aflându-se în oscilaţie cu o frecvenţă dominantă. La    T > θD aceasta 

este egală cu νmax; la T < θD această frecvenţă se reduce la aproximativ 

νmax(T/θD).  

exemple frumoase http://www.phonon.fc.pl/index.php 



Prima zonă Brillouin este aproximată 

cu o sferă care are acelaşi volum 

pentru 3 ramuri identice 

Aproximaţia 
Debye 

din Aschrof 



Comparaţie cu 
experimentul 

Concordanţa mai 
bună decat modelul 
Einstein 

din Kittel 

Ar solid 



Modelul Einstein Modelul Debye 

Comparaţie între cele două modele 

http://lampx.tugraz.at/~hadley/ss1/phonons/phonontable.html 

-cele 3 N moduri normale, ale unui 
cristal cu N atomi, au aceeaşi 
frecvenţă ω0. 

-limita lungimilor de undă mari, unde 
densitatea de stări creşte cu ω² până la 
o frecvenţă de tăiere, la care 
densitatea de stări scade brusc la zero. 
Aceasta se alege, astfel încât numărul 
total de stări să fie 3N. 



densitatea de stări 

Modelul Debye Modelul Einstein 

http://lampx.tugraz.at/~hadley/ss1/phonons/phonontable.html 

pt 



Căldura specifică 

Modelul Einstein Modelul Debye 

pt 



din hyperphysics 
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Phys. Rev. 91, 1354 
(1953)  

Low Temperature 
Solid State Physics 
(1963)  



Căldura specifică molară a diamantului la temperaturi joase 



I 
Dilatarea termică 

∫

∫
∞+

∞−

−

+∞

∞−

−

=
dxe

dxxe
x

kTxV

kTxV

/)(

/)(

Intr-o reţea 1-D fiecare atom este supus aceleiaşi energii potenţiale V(x). Putem 
calcula deplasarea medie a unui atom faţă de poziţia lui de echilibru la  T = 0  : 
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I 
Dilatarea termica in 1-D 

Evaluăm această medie pentru   V(x) = cx2 potenţial armonic                  : 
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Inseamnă că orice <x> diferit de zero, provine din termeni ai lui  V(x) care sunt 
peste x2.  De exemplu: 

Ce găsim… nu ne convine 

!0=x independent de T ! 

),0,,()( 43432 kTfxgxsifgcfxgxcxxV <<>−−=

Tk
4C
3gx B2=

Şi cu acest potential gasim: 

Termeni anarmonici 
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deplasarea (unitati arbitrare)

energia potentiala a oscilatorului anarmonic
(c = 1  g = c/10  f = c/100)

U = cx2 - gx3 - fx4 U = cx2



Constanta de reţea a Ar funcţie de temperatură 

Peste circa 40 K, vedem ca: TxaTa ∝∝− )0()(

De obicei scriem: [ ]( )00 1 TTLL −+= α α = coeficientul de dilatare termică 

din Enss 



Conductivitatea termică a dielectricilor 

cald  rece  fluxul de 
căldură  

Temperaturi 
joase 

Temperaturi 
ridicate 

vezi: Kittel; I. Pop 



Ce cauzează transportul de căldură într-un solid? 
 

• mişcarea atomilor reprezintă energie termică 

•dar atomii oscilează  în jurul poziţiilor lor de echilibru, nu se 

deplasează în solid 

•cum se transportă energia de la cald la rece ? 

•amplitudinea mişcarii de vibraţie se transferă în solid: -atomii 

mai calzi (mai energici) transferă energie celor reci (mai lenţi). 

•cum putem descrie acest fenomen? 



Impulsul fononului 
 
Un fonon cu un vector de undă q poate interacţiona cu particule, 
ca neutronii, fotonii, electronii, ca şi cum ar avea un impuls: 
 
 

qp




=

•Atenţie, însă!  Fononii nu transportă impuls ca fotonii. Ei pot 

interacţiona cu particulele ca şi cum ar avea un impuls. De 

exemplu un neutron poate lovi un cristal şi genera o undă prin 

transferarea  impulsului către reţea. 

•Totuşi, acest impuls este transferat reţelei ca un  tot întreg. 

Atomii nu sunt transferaţi în mod permanent din poziţiile de 

echilibru. 

•impuls cristalin sau cvasiimpuls 
 



•Fononii transportă energie- se comportă ca moleculele 

unui gaz 

•fononii pot ajunge la echilibru prin împrăştiere, întocmai ca 

moleculele unui gaz 

•împrăştierile sunt cauzate de defecte şi de anarmonicitate 

•apare transferul de energie ca în cazul moleculelor 

• putem folosi rezultatele teoriei cinetico-moleculare: 
 

Λ⋅⋅=κ vVC )/(
3
1

C- capacitatea calorică molară 
V-volumul molar 
v- viteza fononilor (≈ viteza sunetului) 
Λ- drumul liber mediu 



Un curent (flux) termic apare doar într-un gradient de 

temperatură, şi este proporţional cu acesta:   

TAQq ∇κ−== /
..

În cazul solidelor dielectrice ( sau izolatoare) transportul 
de energie termică este realizat de către fononi: 
 
•împrăştieri fonon-fonon 
•împrăştieri fonon-imperfecţiuni 

cald  rece  

fluxul termic 



Imprăştierile fonon-fonon 

Cele mai importante interacţiuni dintre fononi sunt procesele tri-fononice în 
care doi fononi se unesc într-un singur fonon, sau un singur fonon se 
descompune în doi fononi. Conservarea energiei şi a cuasi-impulsului cer: 
 

 

 
Funcţie de semnele implicate, aceste ecuaţii reflectă crearea sau anihilarea unui 
fonon în procesul de ciocnire. Conservarea impulsului cere apariţia unui vector G 
al reţelei reciproce în aceasta ecuaţie. 
 
Procesele care nu necesită un vector al reţelei reciproce sunt denumite procese 
normale (sau N), iar celelate procese umklapp (sau U)- cu răsturnare. 

 

şi  



ZB 1 în 
spaţiul -k 

Împrăştierea fonon-fonon 

fononul deplasează un atom, ceea ce modifică constanta forţei elastice C 
(datorită termenilor anarmonici) 
                      Procesele normale : toţi vectorii de undă în prima zonă Brillouin (ZB) 

1k

2k
3k

321 kkk =+

impulsul cristalului se conservă 

Procesele Umklapp : k*
3 este în exteriorul ZB 

ZB 1 în 
spaţiul -k 

1k

2k
*
3

k
3k

G 
*

21 3
kkk =+ în exteriorul ZB 

*
3 3

kGk =+

Gkkk 321 +=+
impulsul cristalului nu se conservă 

procese tri-fononice 

astfel de procese pot inversa 
sensul transferului de căldură 



•Procesele tri-fononice normale, de tip N, nu sunt 

esenţiale în fenomenele de conducţie termică. 

 

•Procesele tri-fononice de tip U sunt cele esenţiale 

în contribuţia la rezistenţa termică a cristalului. 



 
Conductivitatea termică a gazului fononic 
 
 Λ⋅⋅=κ vVC )/(

3
1conductivitatea termică (din 

teoria cinetico-moleculară): 

•Drumul liber mediu este determinat de două procese: împrăştierea 

geometrică şi împrăştiere pe alţi fononi. Dacă forţele dintre atomi ar fi pur 

armonice, nu ar exista un mecanism de ciocnire între diferiţi fononi, iar 

drumul liber mediu ar fi limitat doar de ciocnirile fononului  cu marginile 

cristalului  şi de imperfecţiunile reţelei. 

Există situaţii când aceste efecte devin dominante. 

•Interacţiunile anarmonice din reţea permit un cuplaj între diferiţi fononi , 

ceea ce limitează mărimea drumului liber mediu. 
 

C –capacitatea calorică molară la volum constant 
V- volumul molar 
v- viteza medie a particulelor 
Λ- Parcursul (drumul) liber mediu- distanţa medie  parcursă fără ciocnire 



•Pentru a defini o conductivitate termică trebuie să existe 

mecanisme, în cristal, prin care distribuţia fononilor să poată fi 

adusă, local, la una de echilibru termic. Fără astfel de mecanisme 

nu putem vorbi despre fononi  care sunt în echilibru termic la un 

capăt la temperatura T2  şi la celălalt capăt la echilibru la 

temperatura T1. 

 

•Nu e suficient să avem numai o cale de limitare a drumului liber 

mediu ci şi una de stabilire a unei distribuţii de echilibru termic al 

fononilor. 



Parcursul liber mediu  

Σ⋅
=Λ

n
1

n- numărul de centri de împrăştiere 
din unitatea de volum 

Σ –secţiunea eficace de ciocnire 

Procesele normale (N) 
 
•nu diminuează transferul de impuls 
•pot schimba frecvenţa fononilor care se ciocnesc contribuind 
la stabilirea echilibrului termic local  

la temperaturi joase, procesele U sunt tot mai puţine şi rămân doar 
cele de tip N 
 
•avem aici doar ciocnirile cu defectele 

Λ = constant 

 ~ T3 
Λ⋅⋅=κ vc

3
1 c ~ T3(modelul Debye) 



Procesele U 

K1, K2 –îndreptate spre 
centrul zonei Brillouin 
 
vectorul rezultant K3 (prin 
intermediul lui G) întreptat 
spre exteriorul zonei 
Brillouin 

degradarea 
fluxului termic 



 
•La temperaturi ridicate, cea mai mare parte a fononilor excitaţi au o frecvenţă 
apropiată de frecvenţa Debye şi vectori de undă comparabili ca mărime cu cei 
corespunzători limitei zonei Brillouin. In consecinţă aproape orice ciocnire 
conduce la o stare finală din afara zonei Brillouin şi avem deci procese U. 
•La T > Θ numărul stărilor excitate este proporţional cu T (ca şi densitatea de 
fononi n ~ T). 
•frecvenţa dominantă a fononilor este ωD, care nu se schimbă cu temperatura, 
ca şi secţiunea eficace de ciocnire fonon-fonon, Σ . 
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C ~ const. ( l. Dulong & Petit) 



La temperaturi intermediare 

procesele U sunt posibile doar dacă fononii care se ciocnesc poartă 

suficient  impuls (aprope de marginile ZB). Această condiţie poate fi 

satisfăcută pentru fononi cu frecvenţa ω > ωD/2. La temperaturi 

intermediare, adică sub temperatura Debye, numărul de fononi cu 

energia ћωD/2 descreşte rapid la răcire. Probabilitatea de a găsi astfel 

de fononi este dată de numărul de ocupare  <n> = f(ω,T).  

Deoarece ћωD > kBT putem aproxima: 

Te 2/Θ∝Λ∝κΣ⋅
=Λ

n
1



din Kittel 



Parcursul 
liber mediu Λ  
        (~ τ   ) 

  T  (K) 

diagrama Log-log 

Exponential 

Panta -1 

 
Temperaturi înalte, 
Λ=vgτ ~ T-1 

         ∝ numărul de fononi 

nu mai facem distincţie 

între procesele U şi N 
 

Temperaturi intermediare, 
Λ=vgτ ∝ (1/T)exp(1/T) 

dominate de procese U 

temperaturi foarte joase, 
Λ=vgτ =constant 



curgerea unui gaz de molecule de-a lungul unui tub lung, deschis, fără 
frecare. Ciocnirile elastice dintre moleculele gazului nu modifică impulsul 
sau fluxul de energie a gazului  deoarece în orice ciocnire viteza centrului 
de masă a particulelor care se ciocnesc rămâne neschimbată. Astfel că 
energia este transportată de la un capăt la celălalt în absenţa unui 
gradient de temperatură. Deci, rezistivitatea termică este zero, iar 
conductivitatea termică este infinită. 

Fluxul de gaz 

intrare 
gaz 
cald  

ieşire 
gaz 
cald  

ca să întelegem mai bine : facem analogia cu un gaz ideal 

din Kittel 



Definiţia conductivităţii termice a unui gaz se referă la o situaţie în care nu 
există un flux de gaz. Aici avem un tub închis la ambele capete. Într-un 
gradient de temperatură, perechile de molecule care se ciocnesc şi au 
viteza centrului de masă peste valoarea medie, se deplasează spre 
dreapta; cele care au viteza centrului de masă sub valoarea medie a 
moleculelor, se deplasează spre stânga. Va apare un uşor gradient de 
concentraţie, mai mare în dreapta, pentru a face transportul net de masă să 
fie zero, permiţând un transport net de energie de la capătul cald la capătul 
rece. 

Capătul 
cald  

Capătul 
rece 



sursă 
de 
fononi 

receptor 
de 
fononi 

fluxul net de fononi 

procese de tip N 

Într-un cristal, putem produce fononi la un capăt, prin iluminare cu o 
lampă, de exemplu. De la acest capăt va apare un flux net de fononi către 
celălalt capăt al cristalului, din dreapta. Dacă există numai procese de tip 
N (K1+K2 = K3), fluxul de fononi are impulsul  neschimbat în urma 
ciocnirilor, şi un oarecare flux de fononi va persita de-a lungul cristalului. 
Când fononii au ajuns la capătul din dreapta, am putea să convertim cea 
mai mare parte a energiei lor în radiaţie, realizând un receptor de fononi. 
Avem o situaţie similară cu primul caz, cand rezistivitatea termică era 
zero. 

din Kittel 



procese de tip U 
Capătul 
cald  

Capătul 
rece 

Când avem procese de tip U, apare o schimbare semnificativă 
a impulsului  în fiecare proces de cicnire. Fluxul initial net de 
fononi va descreşte rapid pe măsură ce ne apropiem de 
capătul din dreapta. Capetele se comportă ca şi sursă şi 
respectiv, receptor de fononi. Apare acum un transport net de 
energie sub un gradient de temperatură, ca şi în a doua situaţie 
discutată aici. 

vezi explicaţiile din Kittel 



Imperfecţiunile 
 
Efectele geometrice pot fi importante în limitarea drumului liber mediu. Trebuie 
să ţinem seama de marginile cristalului, de distribuţia maselor izotopice în 
elementele chimice naturale, de impurităţile chimice, de imperfecţiunile reţelei 
şi de structurile amorfe.  
 
Când la temperaturi joase drumul liber mediu devine comparabil cu 
dimensiunile probei, conductivitatea termică devine o funcţie de dimensiunile  
probei. 
 
Acest efect devine dominant la temperaturi joase 
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Diferite secţiuni 
transversale 

(a) 1.33mm × 0.91mm 

(b) 7.55mm × 6.97mm 

1. Sub 10K, κ ~ T3 

2. κ creşte şi atinge un maxim 
în jur de 18K. 

3. Peste 18K, κ descreşte şi 
urmează curba exp(1/T). 

4. Aria secţiunii transversale  
afectează mărimea lui κ  
sub 20K.  Bară de 
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din Enss, Low Temperature  Physics 



Împrăştierea pe impurităţi 

împrăştierea pe defecte 

diagrama 
Log-log  

κ 
(Watt/m/K) 

T (K) 

panta -1 

Exponential 

panta 3 

deprecierea 
periodicităţii 

alte efecte 

Dependenţă de 
temperatură a 
conductivităţii termice a 
dielectricilor 



Sub 5K, Ge74 îmbogăţit prezintă 
κ cu dependenţă de T3 

La temperaturi joase, Λ → L   
                (mărimea probei) 
Propagarea fononilor ~ balistică 
κ =(1/3)vgΛCV ~ vgLCV 
κ ~ CV ∝ T3      Debye 

graficul Log-log κ(T) 

La temperaturi intermediare, 
κ=(1/3)vgΛCV  =(1/3)vg

2τCV 

/TΘ

B

BV

De
Tk

1~τ

3NkconstantC ==

/TΘ

B

De
Tk

1~κ

Procese U 

Efectul izotopic 

Kittel 



Λ 

T/θD 

Limite 
 geometrice 

împrăştieri  
fonon-fonon Defecte 

Descreşterea dimensiunilor 
de transfer balistic 

Creşterea concentraţiei de defecte 

0.01 0.1 1.0 



Conductivitatea termică pentru 
un monocristal de SiO2 (cuarţ) 
măsurată perpendicular pe 
axa c a cristalului. Sunt 
prezentatea, de asemenea, şi 
curbele corespunzătoare 
pentru acelaşi compus 
prezentând defecte induse 
prin bombardare cu neutroni, 
şi pentru sticla de cuarţ. 



http://news.mit.edu/2010/explained-phonons-0706 
 Massachusetts Institute of Technology 

O simulare pe calculator (realizată la MIT) arată 
fononii ca variaţii de culoare propagându-se printr-o 
reţea cristalină. Reţeaua este străpunsă de bare 
cilindrice a căror amplasare a fost astfel aleasă încât 
să blocheze propagarea unor fononi de anumite 
lungimi de undă. 

http://web.mit.edu/�
http://web.mit.edu/�


 
•Trebuie să ştiţi să scrieţi legea a II a a lui Newton pentru un lanţ 
monoatomic unidimensional de atomi conctaţi între ei prin arcuri.  
• Să ştiţi forma soluţiilor ca unde plane. 
•Relaţia de dispersie.  S-o reprezentaţi grafic pentru 1D 
(monoatomic şi di-atomic) 3 D (monoatomic şi di-atomic) . Sunt 3 
ramuri acustice. Acestea sunt lineare lângă  k = 0.  Sunt 3p - 3 
ramuri optice unde p este numărul de atomi din celula primitivă. 
Toate ramurile acustice şi optice întâlnesc zona Brillouin la 90°. 
•Să ştiţi să calculaţi densitatea de stări, energia internă şi căldura 
specifică. 
 
•Să stiţi defini modelul Einstein şi modelul Debye. (Ce înseamnă 
temperatura Debye?) 
 
•Să descrieţi mecanismul care stă la baza dilatării termice. 
•Să puteţi explica mecanismul conducţiei termice în dielectrici. 

Pentru examen: 
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