


Frecvente de vibratie

Densitatea de stari
viteza sunetului

Imprastieri inelastice...

Vibratiile retelei

cristaline. Fononi

WD Loesss 3/7/i3

http://www.che.ncsu.edu/losego/Interfaces/Interfaces.html



http://www.computingformaterials.com/phoncfm/2demo510.html

http://www.physik.tu-berlin.de/institute/IFFP/richter/new/research/surface-phonons.shtmi



Vibratiile retelei cristaline. Fononii

Kittel , capitolele 4, 5

Reteaua nu e rigida—> atomii pot oscila in jurul pozitiilor de echilibru

Q d’o"d'd?ao@gooogo;p Q

P 0 PPPP 00 P00 P

P O PPPPPeppgoo

P O P PP O o P PG°0°

P O @ 02°2P 09 Pg0,° °

e P @ PP%%P o 9 goy0 %

PP ? @ PP 0o g0

PP 0 @RPPPoo

@ pozitii normale ale atomilor

< pozitii deplasate din cauza vibratiilor

https://wiki.fysik.dtu.dk/ase/ase/phonons.html



2-D

3-D

https://wiki.fysik.dtu.dk/ase/ase/phonons.html



Proprietatile solidelor pot fi impdrtite ih fenomene
care sunt legate de miscarea atomilor (in jurul
pozitiilor de echilibru) si cele determinate de
electroni.

Aceastd Tmpdrtire e justificatd de faptul ca
miscarea nucleelor e mult mai lenta (ca au masa mai
mare) decat cea a electronilor.

Din principiul de incertitudine a Iui Heisenberg
rezultd ca, atomii frebuie sa vibreze in jurul
pozitiilor de echilibru chiar si la zero absolut (O K)-
“energia de zero"



Multe fenomene sunt determinate de miscarea
electronilor -benzi de enegie, imprastieri, efecte
termoelectrice, magnetice, etc.

Le vom discuta mai tarziu.

Incepem cu vibratiile atomilor sau vibratiile retelei
cristaline.



Vibratiile retelei cristline pot explica:
-Viteza sunetului

‘Proprietati termice ca:

*Caldura specifica

‘Dilatarea termica

-Conductivitatea termica

‘Proprietati elastice:

Dependenta de temperatura a constantei de
elasticitate

-Duritatea
‘Proprietati optice:

*Absorptia n infrarosu
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Numadrul de moduri de vibratii pentru sisteme discrete

Moduri normale de vibratie: migcari oscilatorii in care toate
componentele unui sistem se migca sinusoidal cu aceeasi frecventa.



Unde longitudinale

http://www.thefullwiki.org/Physics_of_glass
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Unde transversale

http://www.chembio.uoguelph.ca/educmat/chm729/phonons/optmovie.htm
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Lantul mono-atomic
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Energia potentiala

Distanta

' T,
F=-2"=_Cx+yx
dx
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Presupunem:
-Conditii de periodicitate, date de reteaua cristalina
*Interactiuni doar cu vecinii cei mai apropiafi

‘Deplasari mici (oscilatii armonice: F ~ x; V(x) ~ x*)




Solidul continuu

Putem descrie propagarea unei vibratii cu amplitudinea v de-a

lungul unei bari de material cu modulul lui Young £'si densitatea p

cu ecuatia undei:
o°u  E o%u
o> p ox’°

Pentru propagare de-a lungul
directiei x

Comparind cu ecuatia generald a unei unde unidimensionale:

o L,ou . e  Astfel cdviteza undei este
ProR Gasim ca V= P independenta de lungimea de
unda pentru un mediu elestic
. continuu |
Y @ o(k) se numeste
=2 = 27?; =kv relatia de dispersie a
solidului, si aici este
lineara ( fara

v

: )
Viteza de - dw k dispersiel)
grup: dk



Reteaua mono-atomica 1-D

Spre deosebire de solidul continuu , un solid real nu este uniform
la scara atomica si va prezenta dispersie. Considerdm un lant 1-D
de atomi:

. . <« | M
In echilibriu: : anlmml.nmlmml
s—1 S\ g4l .
Unda longitudinala J\MWWM W‘
— — — — —
us—l us us+1 us+p

Pentru atomul s,

_ p = pozitia atomului
FS_ZCp(us+p_us) _53_1 .. . . ..
. p=x1 vecinii cei mai apropiati

p=+2 urmatorii vecini cel mai apropiati

o — constanta elastica pentru atomul p



Reteaua mono-atomica 1D. EcuaTia de miscare.

Zc(w u,)

Folosim legea a doua a lui Newton:

Vom avea solutii de forma i (kx. —ot)

undelor plane avem: U, =U€ X, = Sa = pozitia atomului S

Inlocuim si gasim: Mu (—i a))2 ei(ksa—wt) _ Z Cp (uei(k(s+ pla—at) uei(ksa—a)t) )
p

Sau: _ Mp2eitksa-at) _ ei(ksa—a)t)ch (eikpa _1)
p

Astfel — I\/Ia) = Z C ( tkpa _ ) C,=Cpy datorita simetriei

~Me’ =Y c,le ( kpa | g-tkpa —2): > 2c,(cos(kpa) —1)

p>0 p>0



Reteaua mono-atomica 1D: Solutial

4 . 5.,
— ) c.sin“(2kpa
Mpz;p (£ kpa)

Rezultatul este: w° = & ¢, (1—cos(kpa)) =

p>0

Relatia de dispersie pentru reteaua mono-atomica 1-D

De cele mai multe ori este suficient
sd facem aproximatia vecinilor cei
mai apropiati (p = 1):

4c, .
o’ = Vlsmz(% ka)

Rezultatul prezinta
periodicitate in k si
singurele solutii unice
care au semnificatie
fizicd corespund
valorilor din domeniul :




Relatii de dispersie: teoria - experimentul

Intr-oretea 3-D ne
asteptam sa observam 3
ramuri diferite ale
relatiei de dispersie,
deoarece mai exista
doud unde
perpendiculare ,
transversale, pe cea
longitudinald pe care am
analizat-o.

De-a lungul directiilor
diferite Th refeaua
reciprocad forma
relatiilor de dispersie
este diferitd. Dar este
de notat asemadnarea
care existd cu rezultatul
simplu din cazul 1-D.

Frequency

0.0

Ashcroft

0.4 0.6 0.8 1.0
Wavevector (n/a)

= Aluminum at 300
| 1100] direction
b f

boundary



Definitia primei zone Brillouin

Celula Wigner-Seitz_poate fi definitd_pentru orice tip de retea
(directa sau reciprocad). Celula W-S pentru reteaua reciproca se mai
humeste prima zona Brillouin.

Prima zona Brillouin este regiunea din spatiul reciproc care contine
toate informatiile despre vibratiile solidului. Numai vectorii k din
prima ZB corespund modurilor de vibratie unice. Oricare alt | din
afara acestei zone este din punct de vedere matematic echivalent
cu un k; din interiorul zonei. Acest fapt se exprima in termenii unei
translatii cu un vector al retelei reciproce:

—_

k=k +G p

k' = Eiz—ni'27




Zonele Brillouin ale retelel reciproce

Pentru reteaua monoatomica relatia de dispersie se repeta cu perioada: 27 /a

Prima zona Brillouin

A doua zona Brillouti
Fiecare ZB contine
informatii identice
Atreia zona Brilloui despre retea



Celula Wigner-Seitz

—

. | o | o
e o ' e

Refeaua 1-D : celula Wigner-Seitz
este segmentul limitat de cele doua
plane cu linie infrerupta.

Reteaua 2-D :celula Wigner-Seitz
este aria hasurata



Zona Brillouin- celula Wigner-Seitz in

spatiul reciproc

) cautam 3
ZdhlelTLQ — nﬂ, planele unde conditia Bragg
avem reflexii
G=k-—k'
- 5 5 conditia Laue
2kG + G- =0
Kittel
o] o] ‘OPQ o

(9o

definitia celulei
Wigner-Seitz in
spatiul reciproc

la limitele zonelor Brillouin apar
reflexii Bragg (indiferent de tipul
radiatiei)

metoda W-S ne conduce la conditia Laue




Prima zona Brillouin pentru retele 3-D

Pentru reteaua 3-D constructia ZB conduce la un poliedru ale carui fete
bisecteaza segmentele care leaga un nod al retelei reciproce de nodurile vecine.

Prima zona Brillouin pentru reteaua
CVC. Cateva puncte semnificative de
simetrie sunt indicate. I' este utilizat
pentru a marca centrul zonei.

Reteaua directa cvc > reteaua reciproca cfc

Kittel

Prima zona Brillouin pentru reteaua
CFC. Cateva puncte semnificative de
simetrie sunt indicate.

Reteaua directa cfc = reteaua reciproca cvc



revenim la solutia aproximativa...

k
Mw? = D(k) = 4asin? (g)

w = 21/& ‘sin (E)
M 2

k= - n/a

k=1/a



rec

2 5" (_)‘

A doua zona Brillouin Prima zona Brillouin A doua zona Brillouin
| jlm 4

o
k=2m/a K

Din ceea ce stim despre zonele Brillouin, punctele A si B trebuie
sa fie identice (sunt separate de un vector al retelei reciproce)

Formele undelor trebuie sa fie identice



n-2 n-1

VAV - ¥
n-5 n-4 n-3

n n+1 n+2

n+3 n+4

B 0 unda care merge spre stinga, A spre dreapta.

n+5
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Viteza de grup \
2 = h
by - do  |[Ca COS( ka] =
© dk \' M 2 T,
-
La marginile ZB T -
) k=27
Unde stationare-nu se transporta energie
.= do
¢ dk
0 k
dw Ca’ ka \ka<<1 0 C
v, = = COS| —— | > V, =~ ~d,| — = const.
dk M k M

Viteza sunetului !
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Viteza de grup este viteza cu care se propaga variatia amplitudinii unei unde

Viteza de faza este viteza cu care se propaga faza unei unde (a oricarei
componente)

(a) (d) Vi Viteza de grup
(e) U
() .
(©) v




k=m/a, AL=2a

C
O m max 2 M

K=2Wa

n-5 n-4 n-3 n-2 n-1 n n+1 n+2 n+3 n+d4d n+5

Unde stationare-nu se transporta energie



Sunt necesare numai lungimi de unda mai mari decat 2a

Unda cu alb nu aduce informatii in plus fata de cea cu negru



Reteaua 1-D cu baza biatomica

Consideram un lant diatomic de atom1 (1-D model NaCl):

a
In echilibru: ) ”
Ml MZ Ml MZ

Aplicand legea a doua a lu1 Newton s1 aproximatia primilor vecini gasim o lege
de dispersie cu doud “ramuri” (vezi Kittel):

2 , 1/2
a)ZZCl(Ml‘l‘Mz]i Cf[Ml—l_sz _LSInZ(éka)
MlMZ MlMZ MlMZ

o. (k) o> 0cand k> 0 moduri acustice (M, si M, se misca in faza)

0,(K) ® 2 o, candk > 0 moduri optice (M, and M, se misca in opozitie
de faza)




Reteaua 1-D cu baza biatomica

£,

optic

ks

. Rezultate

Banda
interzisa Tn
domeniul de
frecvente
permis



Aceleasi presupuneri:

-Conditii de periodicitate, date de reteaua cristalina

*Interactiuni doar cu vecinii cei mai apropiati

*Deplasari mici (oscilatii armonice: F ~ x; V(x) ~ x°)
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Ramura fononilor optici

o
AL
&
+
5}
=

LR

2(‘; ” 12
(26/M) (Kittel)
L (2C/M,)2

]
Ramura fononilor acustici

: K
5
a

Ramurile optica si acustica ale relatiei de
disperrsie pentru un lant diatomic linear, aratand
frecventele limita la K = 0 si K = K, = m/a.
Constanta de retea este a.



Intr-un solid real 3-D relatia de dispersie difera de-a lungul diferitelor

directii din spatiu A In general, pentru patomiin bazd, sunt 3 moduri
acustice si 3p-3 moduri optice.

p atomi per celula 3p ramuri de vibratie
Acustic (3) : LA (longitudinal)
TA, (transversal)
TA, (transversal)
Optic (3p-3) : LO (longitudinal)
TO (transversal)

Limita zonei Brillouin




Ramurilecareau ® =0 la (=0 suntoptice

Pentru ramurile optice atomii diferiti oscileaza in opozitie de faza si in
cristalele ionice aceste oscilatii se cupleaza cu radiatia electromagnetica

Ramura optica o ~1013 51

100
TRF

80
: \/
§ o0 v
% 40
Absorbtie la o lungime 20

de unda: 61 x 10“*cm

0
4 45 50 55 60 65 70
Wavelength in microns (10 *cm)

Fig. 5.5. Transmission of infrared radiation through a thin (0.17 x) sodium
chloride film. [After R. B. Barnes, Z. Physik 75, 723 (1932).]

ow=49x1012¢s1




-Ramura acustica(k,) -Ramura optica (k, @)

. . . 3 .
R . K . 3
e 4 ® . ;
.
. . .o . ° ‘e
. . . . *
° . . . . . L4 ° °, ; Y
A . ° ° . o ; K
L] ° ;
. ‘s . ° ; . ;
. . e ° o . ° .
'.- ° o o N

: ®

O ® . i~
.’ ‘ .'-. ? 0.‘ ? "o :‘. .‘.
-‘ S e e e e e e

®
o
.
. o
o
: 1 o B
. . o K
. S ° K !
Coq . . °* N ° K
A . . . . ° ®
. ° * K 3
. ° ° K °
. . .. .. °
‘. ®ee ee®

O ®
. o
® @

0.0

(w/k—const. pt. k—0).



10

=]

Phonon frequency, in 10' Hz
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K/K, .. in [111] direction

Figure 8a Phonon dispersion relations in the [111]
direction in germanium at 80 K. The two TA phonon
branches are horizontal at the zone boundary position,
K, = (27/a)(313). The LO and TO branches coincide at
K = 0; this also is a consequence of the crystal symmetry
of Ge. The results were obtained with neutron inelastic
scattering by G. Nilsson and G. Nelin.

din Kittel
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K/K, o in [111] direction

Figure 8b Dispersion curves in the [111]
direction in KBr at 90 K, after A. D. B.

Woods, B. N. Brockhouse, R. A, Cowley,
and W. Cochran. The extrapolation to K = 0
of the TO, LO branches are called w,, w;.



Fononii - excitatii colective
-Energia vibratiilor retfelei cristaline este cuantificata

«Cuantele vibratiilor retelei se numesc fononi (analog cu fotonii care sunt cuantele
campului electromagnetic)

*Dovezi experimentale: imprastierea inelastica de neutroni —AE pentru neutroni—
multiplu de energia fononilor

*Energia unui mod de vibratie de frecventa » este un numar intreg de cuante de
energieh® [ —npy n=0,1,2,..

—_

Fiecarui mod de vibrati @ i este asociat un vector de unda k si
impulsul cristalului 7k .
Fononii sunt considerati ca particule cu spinul zero, deci sunt bosoni.

1

< N(w,T) > =
hw
exp -1
{kBT}

estatistica Bose-Einstein

«Starea de vibratie se specifica prin indicarea numarului de fononi in fiecare
stare k;

*n, este determinat de excitatii (termice, acustice, etc.)

*Relatia de dispersie: structura, tipul de legaturi @ = f (k)



fononii : domina proprietatile termice ale materialelor si afecteaza
transportul electric prin imprastierea electronilor.

Generarea fononilor : Cum sunt fononii creati sau excitati intr-un cristal?
® Perturbatii externe- vibrafii

®Imprastieri de particule — transferul energiei in vibratiile retelei.

® Termic (K;T) — excitati la orice temperatura (T#0K)

Fononii termici : consideram un sistem cu niveluri energetice E,

Probabilitate de ocupare

E, P(E,) oc exp(— E,
En-l

la temperatura T
kBT]

“factorul Boltzmann”



Capacitatea calorica

«Capacitatea unui material de a absorbi caldura

*Energia necesara pentru cresterea temperaturii unui corp

Energia primita Unitati de

Capacitatea a— .
calorica “""C—E masura: - J/K

dr— Variatia temperaturii

C, —capacitatea calorica la volum constant

C,- capacitatea calorica la presiune constanta

Pricipiul I al termodinamicii : dQ = dU + pdV

La solide: V = constant —
dQ =dU
C — du Cineeste U?
V
dT

J
Caldura specifica (capacitatea calorica per kilogram) are unitati de masura kg-K



Capacitatea calorica clasica k

Pentru un atom “VVV—
” mj § ky
X

El = Ecin + Epot

_ 1 2 1 2,1 1 1 1
=3imv; +1mv; +imv; + 3k x* + 3k, y° +3k,z°
Teoria cinetico-moleculara: pentru fiecare grad de libertate avem

El = 6(% KgT) =3KgT

Pentru un solid compus din N atomi: U = NE — 3NkBT

Pentru un kilomol N = N,

U =3N,k,T =3RT

KgT




d
CV :d_T(U)/ :3Rz25moJlK

Legea Dulong si Petit

R- constanta universala a gazelor perfecte

Aceasta lege a lui Dulong si Petit (1819) este verificata de majoritatea
solidelor la temperaturi ridicate T ( > 300 K).

Dar la mijlocul secolului al 19-lea a devenitclarcaC,, >0cand T — 0
pentru solide.

De unde apare aceasta neconcordanta?



Modelul Einstein

Einstein (1907): a construit un model considerind o colectie de 3N oscilatori
independenti 1-D , toti avand  constant, si a utilizat relatia lui Planck
pentru nivelurile energetice

Planck (1900): atomii care vibreaza intr-un solid au energiile cuantificate:
E.=nhw n=0,12,..

HH H -E, /KT
e n
Pfobablllta}tea caun os_cﬂlator f(E) = (factorul Boltzmann)
sa fie pe nivelul n este: e T
e
n=0

Energia medie a
solidului :

Z Ene—En/kT

E=U=3N) f(E,)E, =3N =
n=0

o EnlKT

n=0



daca

d
CV=E(U)V
gasim
3R(%) e inde g _ho.
c, =R e =7
"

este temperatura Einstein



La
temperaturi
mari:

La temperaturi e >> 1
joase: T

C, (T) =

REF %) o

=

Cy (T) =

:«’»R(‘?’F—E)2 g%'T

(eHE IT )2

~ 3R (9T_E)2 o0e /T

Destul de bine, calitativ: C,, - 3R
pentru T marisiC, >0asT — 0:

3R

T/,




Sa comparam cu datele experimentale

6
5 R e i La temperaturi mari
g, /// exista o concordanta
g, A rezonabild
8 A
S 2 ?9;{
1 — La temperaturi joase :
// - A
% "701 02z 03 04 05 06 07 08 09 10 Cy — 0 prea rapid cand
7165 T—->0!

Fig. 6.2. Comparison of experimental values of the heat capacity of diamond and
values calculated on the Einstein model, using @5 = 1320°K. [After A, Einstein,
Ann. Physik 22, 180 (1907).]

Cu: fp=240"K

C,, cal/g-mol, °K

6
5
4
3 '_
2
1
0 e ' L 7,°K

100 200 300

Fig. 3.10 Specific heat of copper versus temperature. The dots represent experimental
values, and the curve is given by the Einstein expression.

din Kittel



|| || L I || I || I || I || I || I ||
1o |_modelul clasic T mari C, — 3Nk,

Modelul Einstein -

T joase C, = 3Nkgze?okT 7
T T T T I BN R T
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
X' =k.T/ho

Modelul Einstein (1907) : N oscillatori identici de frecventa ®
T mari, C,, > 3Nkg regasim legea Dulong si Petit

T joase, C,, —» 3Nkgexp(-iwn/kgT) —

Datele experimentale indica o dependenta de T3




Modelul Debye

Peter Debye (olandez) I-a urmat pe Einstein ca profesor de fizica in Zirich, si a
dezvoltat un model mai sofisticat al vibratiilor atomilor in solid.

Modelul Debye:

* existd 3N moduri normale de oscilatie (L, T;, T, independente cu viteze v,
egale)

e Spectrul frecventelor este de la ® =0 la ®,,= ®p

 Trateaza solidul ca un mediu continuu fara a tine cont de detaliile de structura-
solid uniform, izotrop

relatia de dispersie: @ = Vg * K

Fiecare mod de vibratie contribuie la C,,

Frecventa maxima-frecventa Debye

N =TG(a))-da)

numarul de moduri de
vibratii




a)max

U(T) = jG(w)En<n(w,T)>dw
=0 \
\

Densitatea de Numarul mediu de
moduri de vibratie fononi

*Se presupune o frecventa maxima op

Fecventele mai mari decat o, nu aduc nici o contributie la energia solidului

Frecventa Debye o — frecventa de taiere



Numdrul de moduri de vibratii. Densitatea de moduri 6(w)

Un mod de vibratie este o vibratie de vector de unda k (sideciside A), de
frecventa @ si energie E =hw
Cate moduri sunt in intervalul dintre (w+dw, E+dE,k +dk) si (w,E,k) ?

Nr. de moduri dN = G(w)dw = G(E)dE = G(k)d*k

G(w) este densitatea de moduri

Primul pas: simplificam problema utilizand conditii periodice pe frontiera
pentru lantul liniar de atomi :

:< B =: s+N-1 Prgsupunem ca atqmu
i L = Na | s si S+N au aceeasi
| | deplasare— reteaua are
® ? © 6 6 ¢ ? © > proprietati periodice,
| i si N este foarte mare.
| | s+1
X = Sa X = (s+N)a

S+2



valori permise ale vectorului de unda
conditia
cu solutii de tip unda plana: Born- von Karman

U ~U,(0)exp(-iot)exp(Kx), X =sa

U,y X =(s+N)a Us = Usn
S+N v —> .
K=+2nz/(Na),n=0, 1,2, ...,N k =+ 7"
Na=L

Numai N vectori de unda (K) sunt permisi

e o 0 0 00 0 0 0 ©
K= -8rn/L -6n/L -4n/L -2n/L O 2n/L  4n/L 6n/L 8rn/L



Vectori permisi in 3D

N3Z numatrul de atomi

55



Il gasim acum pe G(w)

Pentru o retea 3-D putem aplica conditiile periodice
pentru o proba continind N; X N, X N, atomi:

nr.de moduri ~ Nja Ngb N3¢V

N,a

volumuldinspatiul-k ~ 2x  2n 2n g3

f

2m 2m 2m

a b ¢

Asa ca:

Efectudam integrarea in
spatiul k folosind un
element de “volum” alcatuit
dintr-o suprafata cu
constant i1 cu grosimea dk:

- G(K)

dN = G(w)dw = G(k)d*k =8V—3d3IZ
T

d°K = (aria suprafetei) dk = |[ dS, ik



adica: V
dN :G(a))da):@jdswdk

Vv dk V 1
. |G(w)=—=|dS,—= dSe—=—
Sau rezultatul: () 873 .[ ®do g3 .[ @ gﬁ)

Un rezultat similar se obtine pt. G(E) folosind suprafete de energie
constanta pentru densitatea de stari electronice intr-o retea periodica.

Aceasti relatie ne di reteta de calcul a densititii de moduri G(@) daci stim
relatia de dispersie @(K).




Sau in general, numarul de stari: G (a)) -dew =dN

_ (dk)®
(Zﬂ'jD D- este dimensiunea sistemului

L

dN

Exemplu:

1-D. (dk)* = 2dk Pt + k

2adk dk 7l gasim din relatia de dispersie:

o o= f(K)

dN




am aratat, cand am vorbit despre relatia de dispersie pt lantul monoatomic:

W = ifs"n(?j=wm5i”(l§j kzéarcsinw—ajn
/ derivam

dk 2 1

do . 2 d(D Vv =£am COSE

do 4 ((Drzn_(’)z)]/ d_k:Vg 97 (2j‘

dN =22Lk ptk=0

T

T G(&))d(!):dN VQZ%aOJm
I
do 27 dw G(w) =

ﬂa(a)—a))l/




aproximatia Debye

G(k):EVi

T
w=V,-K ‘
G(k)
L/(rtv) ~
2
‘S
£
k= ®
O O ((’Om)llz
-1t/a m/a
Vg = taw
1 dk s
:d dN 2 dk
Vv 0, —
: do 27 dw
I_ (DD—ETC(Dm
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_ _ 5 Phonons II. Thermal Properties
din Kittel

Valorile permise in spatiul reciproc (Fourier) ale vectorului de unda pentru o retea
patrata avand constanta de retea a, pe un cristal periodic cu latura L = 10a. Modul
uniform (0,0) este marcat cu o cruciulita alba. Exista o singura valoare a vectorului
de unda pentru fiecare patratel cu aria (21/10a)?= (2m/L)? , astfel ca in cercul de
raza K2 numarul de puncte permise este de (T1K?)/(21/L)2= (11K?2)/(211/10a).



G(®) Th modelul Debye

Evaluam densitatea de |, _do | G(a)):isj'dsw L v dew
87

moduri G(w): o7 dk v, 8z,
Deoarece solidul este izotrpop, toate
directiile in spatiul k sunt echivalente, 5
) [ds, =4k

astfel ca suprafata cu  constant este o @

sfera de raza k, integrala se reduce la:

w=V_-k
g
2
gasim: G(w) = v A7k? = Vo pentru o polarizare
87z3vg 272'2V3

pentru cele trei polarizari:

Vol 1 2
G(o) =—— ( 3T 3}
2n°\v® vy

Mai departe vrem sa gasim frecventa maxima (.




f

— Debye

— EiIlStEiIl

e 3011d T2

Densitatea de stari g

Frecventa fononilor o

Densitatea de stari pentru fononi in teoriile Einstein si Debye in
comparatie cu cea tipica pentru un solid real.

din Kittel



Density of States g(w)

e S S——

-

w(10"™ radians/sec)

Cu linie continua — calcule care
folosesc date reale ®(k)

Cu linie intrerupta calcule cu
®p = 4.5x 1083 rad./sec
®, = 344K

din Aschroft



O IN Modelul Debye

Deoarece sunt N atomi in solid exista N moduri de Dmax
vibratie pentru fiecare polarizare: j G (a))d o =N

27zv 677V V

g

1/3
V a)max 5 Va)s 672-2N
. max __
Avem: ja) do=—7"%=N — Orax =V, = Wy,

Frecventa Debye

Energia interna: U(T) _ JG(w)E<n(w,T)>dw
w=0
Numarul mediu de fononi este:
(n(®,T))=— "
expLZ’_)r}—l E — h(D




1

kgT

<”(°°’T)>exp{hw}_1

0.0

wmax

U(T) = j G(w)E (n(w,T))dw

w=0

du
dT

s i
i//
// 5
e

00 05 10 15 20 25 30 35 40
X:&J/hw

unde am notat

C, (T) :9Nk8(

T

D

7

T 740z
) (ez__])Z

h-a)D 7] =———

kB kBT

O, =




temperatura Debye 6, = h- oy
Pt. T<<0®p: kB
C, ocT?®
Vv

12 T T[T J
C, =22 "N ky| — | =1044] { }

0 QD QD mOI ) K
Pt. T >> 0

CV =3R Legea Dulong si Petit




Kittel cap. 5

material Al Cu Ag Au Pb
Op(K) 428 343 225 165 105

Temperatura Debye O :
e pentru T > ®, toate modurile de vibratie sunt excitate

epentru T < ®; modurile de vibratie incep sa inghete

g, este o masura pentru v__ . La orice temperatura atomii pot fi considerati
ca aflandu-se in oscilatie cu o frecventa dominanta. La T > ¢, aceasta

este egala cu v ; la T < g, aceasta frecventa se reduce la aproximativ
(T/6y).

Vm ax

exemple frumoase http://www.phonon.fc.pl/index.php



Aproximatia

Debye Prima zona Brillouin este aproximata

cu o sfera care are acelasi volum

an s (M)’ i 6n’ )’ (6n*N)"
— =] — R L = | — —
32 \a >\ 4 “

S Wp=vkpy = 1'(611':”)] 3. n=NIV

UT)= I dwouw’ nj+(“ =3V /2n°v’)
0 e B pentru 3 ramuri identice
o\ 3p 3
=aﬁ{£] Id.\' :‘ , Xp =hw,/kT =0/Tk,0 = hw,
hjg €-1 '
3x 3
=ONKT 5} fdx :
0Ny e-l
we | 2t (TY
% ~Cp = NE(—} I" asT— 0
5 0
-k

din Aschrof



Comparatie cu s

. i 4l o Cu, 343°K

g . o
experimentul S
E” 5l X C, 1860°K

Concordanta mai Lo o
buna decat modelul 0 03 ,

/oy
Elnsteln Fig. 3.13 Specific heats versus reduced temperature for four substances. Numbers refer
to Debye temperatures. Note the high Debye temperature for diamond.
22.23
Table 3.1
;a}/o Debye Temperatures
i Arsofid -
- // Element 0p, °K Compound 05, °K
x
3133 Li 335 NaCl 280
2 Na 156 KCl 230
< A K 91.1 CaF, 470
g 889 Cu 343 LiF 680
g sdﬁg Ag 226 SiO, (quartz) 255
g f Au 162
4.44 Al 428
Ga 325
Pb 102
Ge 378
% 1.33 2.66 3.99 5.32 6.65 7.98 Si 647
T2, kelvin3 C 1860

Figure 11 Low temperature heat capacity of solid argon, plotted against 7%,
In this temperature region the experimental results are in excellent agree-

ment with the Debye T% law with 6, = 92.0 K. (Courtesy of L. Finegold and
N. E. Phillips.) '

din Kittel



Comparatie intre cele doud modele

Modelul Einstein Modelul Debye

-limita lungimilor de unda mari, unde
densitatea de stari creste cu w? pana la
o frecventa de taiere, la care
densitatea de stari scade brusc la zero.
Aceasta se alege, astfel incat numarul
total de stari sa fie 3N.

-cele 3 N moduri normale, ale unui
cristal cu N atomi, au aceeasi
frecventa w,

Wy

(t} (r}

b s — ——— ————— —————
LY

-
0 k £ 0 k 2
¥ ("

http://lampx.tugraz.at/~hadley/ss1/phonons/phonoptable.html



Modelul Einstein

Modelul Debye

D(k)=

000
A0
2000
4000
Dw)
(10" sh(rad m)] 3000
2000

1000

0

D(@)=3n8(w—- ) [sm”]

3k

HQ

10 0

30
& [10'2 radfs]

60

3k
D{k)y=—
(£) =
3’ N 2 3\
D(a) =127 for m{mﬂ—(ﬁmﬁ' c:) (s rad” m°]
0 pt > @y,
12
10
D) 6
[10si(rad m?)]
4
]
1] 20 40 Al 20

densitatea de stari

http://lampx.tugraz.at/~hadley/ss1/phonons/phonontable.html

o [10'2 radis]



Modelul Einstein

2
w4 (1) (i3]
, = g - = K m?]
ay,
= -1
(=(i2)
4.0
a0
6,20
en(T) [109)
15
1.0
0.5
0.0
0 50 100 150 200 250 300
TIK]

Modelul Debye

4 3
0w [ R m?
5 0,

pt =@,
2.5
20
1.5

ev(T) [10°]
10
0.5
on
] 50 100 150 200 250 300
T[K]

Cdldura specifica



g
cn

C Fﬂfﬂml K)

F’IJ,TD: 105 K

T =2230K
-—-—-r'—'_'-_._._.

100
T etmperatura ()

Scalare cu
tetrn eraturile Debye

T/Tp

din hyperphysics



C,/T (Joule MoletK-?)

T2 (K?)

Phys. Rev. 91, 1354
(1953)

Low Temperature
Solid State Physics
(1963)



Caldura specifica molara a diamantului la temperaturi joase

' | |

SOK—

=

-

I~
|

', (J/mol-K

(Data from Desnoyehs and Morrison, Philosophical Magazine, 3: 25 1958)



Dilatarea termica

Intr-o retea 1-D fiecare atom este supus aceleiasi energii potentiale V(x). Putem
calcula deplasarea medie a unui atom fata de pozitia lui de echilibrula T=0 :

<
.~
a X
N>

+00

J‘ Xe—V(x)/kT dx
<X> = _+oo
J‘e—V(x)/kT dx

—00

Distanta

Energia potential




Dilatarea termica in 1-D

Evaluam aceasta medie pentru V(X) = cx? potential armonic |F=-Cx

Txe_cxzm dx Ce gasim... nu ne convine
(9=% |
J‘e-cxz/kT dx <x> —0! independent de T !

Inseamna ca orice <x> diferit de zero, provine din termeni ai lui V(x) care sunt

2 : _ .
peste x*. De exemplu: Termeni anarmonici

V(x):cx2 (c,g, f >0 si gx®, fx* <<kT)

Si cu acest potential gasim:

39
<X> 4c2 k T




energia potentiala a oscilatorului anarmonic
(c=1 g=c/10 £ =c/100)

—+-U=cx2-gx3-fx4 = U=cx2

g ]

(@)
e,

|/'/r
H Y
No Hi
'\.‘

il
/
"y

Energia potentiala

deplasarea (unitati arbitrare)



Constanta de retea a Ar functie de temperatura

Lattice constant, A

5.46

5.38

Triple point —

Temperature, K

B ./ |
./
o

I /,/
i /‘/
—..—-—"-:".

l | i
0 20 4() 60 50

1.62

1.66

~1.74

4 1.78

Density, g em ™3

Peste circa 40 K, vedem ca:  a(T) —a(0) o (x)oc T

De obicei scriem: L = L,(1+a[T —T,]) o= coeficientul de dilatare termica

din Enss



Conductivitatea termica a dielectricilor

Temperaturi
joase

Temperaturi
ridicate

fluxul de
caldura

vezi: Kittel; . Pop



Ce cauzeaza transportul de caldura intr-un solid?

e miscarea atomilor reprezinta energie termica

edar atomii oscileaza 1in jurul pozitiilor lor de echilibru, nu se
deplaseaza in solid

ecum se transporta energia de la cald la rece ?

eamplitudinea migcarii de vibratie se transfera in solid: -atomii
mai calzi (mai energici) transfera energie celor reci (mai lenti).

ecum putem descrie acest fenomen?



Impulsul fononului

Un fonon cu un vector de unda q poate interactiona cu particule,
ca neutronii, fotonii, electronii, ca si cum ar avea un impuls:

p="g

*Atentie, insa! Fononii nu transporta impuls ca fotonii. Ei pot
interactiona cu particulele ca si cum ar avea un impuls. De
exemplu un neutron poate lovi un cristal si genera o unda prin
transferarea impulsului catre retea.

*Totusi, acest impuls este transferat retelei ca un tot intreg.
Atomii nu sunt transferati in mod permanent din pozitiile de
echilibru.

simpuls cristalin sau cvasiimpuls



*Fononii transporta energie- se comporta ca moleculele
unui gaz

«fononii pot ajunge la echilibru prin imprastiere, intocmai ca
moleculele unui gaz

simprastierile sunt cauzate de defecte si de anarmonicitate
sapare transferul de energie ca in cazul moleculelor

 putem folosi rezultatele teoriei cinetico-moleculare:

K:%(C/V)-V-A

C- capacitatea calorica molara
V-volumul molar

v- viteza fononilor (= viteza sunetului)
N- drumul liber mediu



Un curent (flux) termic apare doar intr-un gradient de

temperatura, si este proportional cu acesta:

q=0Q/ A=—«VT

fluxul termic

cald rece

In cazul solidelor dielectrice ( sau izolatoare) transportul
de energie termica este realizat de catre fononi:

simprastieri fonon-fonon
simprastieri fonon-imperfectiuni




Imprdstierile fonon-fonon

Cele mai importante interactiuni dintre fononi sunt procesele tri-fononice n
care doi fononi se unesc intr-un singur fonon, sau un singur fonon se
descompune in doi fononi. Conservarea energiei si a cuasi-impulsului cer:

hiwq + hwe = hws S hq, = hqo = hqs + hG

Functie de semnele implicate, aceste ecuatii reflecta crearea sau anihilarea unui
fonon in procesul de ciocnire. Conservarea impulsului cere aparitia unui vector G
al retelei reciproce in aceasta ecuatie.

Procesele care nu necesita un vector al retelei reciproce sunt denumite procese
normale (sau N), iar celelate procese umklapp (sau U)- cu rasturnare.




Impréastierea fonon-fonon

fononul deplaseaza un atom, ceea ce modifica constanta fortei elastice C

(datorita termenilor anarmonici) —————> CPOCESE {ri-fononice™>
Procesele normale : toti vectorii de unda in prima zona Brillouin (ZB)

k. +k, =k,

Impulsul cristalului se conserva

k1 1 k2 —k” nexteriorul ZB

3
ZB11n — = —
spatiul -k K,+G =Kk
3
k,+k,=k; +G
astfel de procese pot inversa

sensul transferului de caldura



*Procesele tri-fononice normale, de tip N, nu sunt

esentiale in fenomenele de conductie termica.

*Procesele tri-fononice de tip U sunt cele esentiale

in contributia la rezistenta termica a cristalului.



Conductivitatea termica a gazului fononic

. . 1
conductivitatea termica ((v:hn k==(CIV)-v-A
teoria cinetico-moleculara): 3

C —capacitatea calorica molara la volum constant

V- volumul molar

v- viteza medie a particulelor

A- Parcursul (drumul) liber mediu- distanta medie parcursa fara ciocnire

*Drumul liber mediu este determinat de doua procese: imprastierea
geometrica gi imprastiere pe alti fononi. Daca fortele dintre atomi ar fi pur
armonice, nu ar exista un mecanism de ciocnire intre diferiti fononi, iar
drumul liber mediu ar fi limitat doar de ciocnirile fononului cu marginile
cristalului si de imperfectiunile retelei.

Exista situatii cand aceste efecte devin dominante.

eInteractiunile anarmonice din retea permit un cuplaj intre diferiti fononi ,

ceea ce limiteaza marimea drumului liber mediu.



*Pentru a defini o conductivitate termica trebuie sa existe
mecanisme, in cristal, prin care distributia fononilor sa poata fi
adusa, local, la una de echilibru termic. Fara astfel de mecanisme
nu putem vorbi despre fononi care sunt in echilibru termic la un
capat la temperatura T, sila celalalt capat la echilibru la

temperatura T;.

*Nu e suficient sa avem numai o cale de limitare a drumului liber
mediu ci si una de stabilire a unei distributii de echilibru termic al

fononilor.



Parcursul liber mediu n- numarul de centri de imprastiere

. din unitatea de volum

A=—r
n-xy

¥ —sectiunea eficace de ciocnire

Procesele normale (N)

*nu diminueaza transferul de impuls
*pot schimba frecventa fononilor care se ciocnesc contribuind
la stabilirea echilibrului termic local

la temperaturi joase, procesele U sunt tot mai putine si raman doar
cele de tip N

eavem aici doar ciocnirile cu defectele

A = constant

K~T3

K = %C-V-A ¢ ~ T3(modelul Debye)



Procesele U

K;, K, —Indreptate spre
centrul zonei Brillouin

Yy
. |l vectorul rezultant K5 (prin
= intermediul lui G) Intreptat
K 5 spre exteriorul zonei
~ \ o Brillouin
K,
degradarea

fluxului termic



-La temperaturi ridicate, cea mai mare parte a fononilor excitati au o frecventa
apropiata de frecventa Debye si vectori de unda comparabili ca marime cu cei
corespunzatori limitei zonei Brillouin. In consecinta aproape orice ciocnire
conduce la o stare finala din afara zonei Brillouin si avem deci procese U.

eLa T > © numarul starilor excitate este proportional cu T (ca si densitatea de
fononin ~T).

frecventa dominanta a fononilor este w, care nu se schimba cu temperatura,
ca si sectiunea eficace de ciocnire fonon-fonon, X .

Bl AL BN AL L B B B B T>#e 1
; : s k=3C-v-A
o R N R g S B 3
F a0l /?/ |
g..p L i A _
SN i AocT™
wl S
oA i1 1.1 C~const. (I Dulong & Petit)
00 05 10 ];(5: ks_l(_)/h(iS 30 35 40
A= 1 1
n-x = woc T




La temperaturi intermediare

procesele U sunt posibile doar daca fononii care se ciocnesc poarta
suficient impuls (aprope de marginile ZB). Aceasta conditie poate fi
satisfacuta pentru fononi cu frecventa w > wp/2. La temperaturi
intermediare, adica sub temperatura Debye, numarul de fononi cu
energia hwp/2 descreste rapid la racire. Probabilitatea de a gasi astfel
de fononi este data de numarul de ocupare <n> = f(w,T).

Deoarece hwg > kgT putem aproxima:

f(w,T) = [exp(hwp /2kgT) — 1]~ = exp(—hwp /2kgT) = exp(—O /2T
x / _ _ _

Ao L
n-x ®O/2T

Koc Aoce
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Temperature T/ K

din Kittel



diagrama Log-log

temperaturi foarte joase,
A=v T =constant

Parcursul
liber mediu A

SN A=vgT o (1/T)exp(1/T)

dominate de procese U

A=v g~ TH
oc numarul de fononi

nu mai facem distinctie

intre procesele U si N

T (K)



ca sa intelegem mai bine : facem analogia cu un gaz ideal

Fluxul de gaz

intrare
gaz
cald

curgerea unui gaz de molecule de-a lungul unui tub lung, deschis, fara
frecare. Ciocnirile elastice dintre moleculele gazului nu modifica impulsul
sau fluxul de energie a gazului deoarece in orice ciocnire viteza centrului
de masa a particulelor care se ciocnesc ramane neschimbata. Astfel ca
energia este transportata de la un capat la celalalt in absenta unui
gradient de temperatura. Deci, rezistivitatea termica este zero, iar
conductivitatea termica este infinita.

din Kittel



Capatul
cald

" Capatul

rece

Definitia conductivitatii termice a unui gaz se refera la o situatie in care nu
existd un flux de gaz. Aici avem un tub inchis la ambele capete. Intr-un
gradient de temperatura, perechile de molecule care se ciocnesc si au
viteza centrului de masa peste valoarea medie, se deplaseaza spre
dreapta; cele care au viteza centrului de masa sub valoarea medie a
moleculelor, se deplaseaza spre stanga. Va apare un usor gradient de
concentratie, mai mare in dreapta, pentru a face transportul net de masa sa
fie zero, permitand un transport net de energie de la capatul cald la capatul
rece.



fluxul net de fononi

o sursy ALlngueRil el e e e L receptor

-

' de LT iy procese de tip N

= fononi - g o M e

Intr-un cristal, putem produce fononi la un capat, prin iluminare cu o
lampa, de exemplu. De la acest capat va apare un flux net de fononi catre
celalalt capat al cristalului, din dreapta. Daca exista numai procese de tip
N (K+K, = Kj), fluxul de fononi are impulsul neschimbat in urma
ciocnirilor, si un oarecare flux de fononi va persita de-a lungul cristalului.
Cand fononii au ajuns la capatul din dreapta, am putea sa convertim cea
mai mare parte a energiei lor in radiatie, realizand un receptor de fononi.
Avem o situatie similara cu primul caz, cand rezistivitatea termica era
Zero.

din Kittel



Capatul : Vi Capatul
i e L A s T s e [ECE

cEFsne e ENIT S TIRE

= **— procese de tip U

Cand avem procese de tip U, apare o schimbare semnificativa
a impulsului n fiecare proces de cicnire. Fluxul initial net de
fononi va descreste rapid pe masura ce ne apropiem de
capatul din dreapta. Capetele se comporta ca si sursa si
respectiv, receptor de fononi. Apare acum un transport net de
energie sub un gradient de temperatura, ca si in a doua situatie
discutata aici.

vezi explicatiile din Kittel



Imperfectiunile

Efectele geometrice pot fi importante in limitarea drumului liber mediu. Trebuie
sa tinem seama de marginile cristalului, de distributia maselor izotopice in
elementele chimice naturale, de impuritatile chimice, de imperfectiunile retelei
si de structurile amorfe.

Cand la temperaturi joase drumul liber mediu devine comparabil cu
dimensiunile probei, conductivitatea termica devine o functie de dimensiunile
probei.

1. Sub 10K,k ~ T3
Acest efect devine dominant la temperaturi joase

— 2. k creste si atinge un maxim
Diferite sectiuni In jur de 18K.
transversale 3. Peste 18K, k descreste i
(a) 1.33mm x 0.91mm urmeaza curba exp(1/T).

(b) 7.55mm x 6.97mm 4. Aria sectiunii transversale

afecteaza marimea lui ¥
sub 20K.

K (Wattm1K1)

din Enss, Low Temperature Physics

10




alte efecte

(Watt/m/K)

Imprastierea pe impuritati

imprastierea pe defecte

diagrama

deprecierea
periodicitatii

Dependenta de
temperatura a
conductivitatii termice a
dielectricilor



graficul Log-log x(T) Efectul izotopic

Sub 5K, Ge’* imbogatit prezinta
Kk cu dependenta de T3

La temperaturi joase, A > L
(marimea probei)

Propagarea fononilor ~ balistica

K =(1/3)v4AC,, ~ v4LC,

Kk~ C,oc T3 Debye

o
-
o=

=
.
e

.

F

o

=
=
=
i

-

=

]

=

=

T

=

La temperaturi intermediare,
K=(1/3)v4AC, =(1/3)v,*1C,,

Procese U




Descresterea dimensiunilor
de transfer balistic

A

Cregterea co tratiei de defecte

geometrice Defecté  fonon-fonon
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Conductivitatea termica pentru
un monocristal de SiO, (cuart)
masurata perpendicular pe
axa c a cristalului. Sunt
prezentatea, de asemenea, Si
curbele corespunzatoare
pentru acelasi compus
prezentand defecte induse
prin bombardare cu neutroni,
si pentru sticla de cuart.

Harald Ibach - Hans Liith

Solid-State Physics

An Introduction to Principles
of Materials Science



Massachusetts Institute of Technology
http://news.mit.edu/2010/explained-phonons-0706

O simulare pe calculator (realizata la MIT) arata
fononii ca variatii de culoare propagéandu-se printr-o
retea cristalina. Reteaua este strapunsa de bare
cilindrice a caror amplasare a fost astfel aleasa incat
sa blocheze propagarea unor fononi de anumite
lungimi de unda.


http://web.mit.edu/�
http://web.mit.edu/�

Pentru examen:

*Trebuie sa stiti sa scrieti legea a Il a a lui Newton pentru un lant
monoatomic unidimensional de atomi conctati intre ei prin arcuri.
 Sa gtiti forma solutiilor ca unde plane.

*Relatia de dispersie. S-o reprezentati grafic pentru 1D
(monoatomic si di-atomic) 3 D (monoatomic si di-atomic) . Sunt 3
ramuri acustice. Acestea sunt lineare langa k=0. Sunt3p -3
ramuri optice unde p este numarul de atomi din celula primitiva.
Toate ramurile acustice si optice intalnesc zona Brillouin la 90°.
«Sa stiti sa calculati densitatea de stari, energia interna si caldura
specifica.

«Sa stiti defini modelul Einstein si modelul Debye. (Ce inseamna
temperatura Debye?)

«Sa descrieti mecanismul care sta la baza dilatarii termice.
*Sa puteti explica mecanismul conductiei termice in dielectrici.
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