lII. Fliggelék

Bessel fiiggvények, Hankel fliggvények, szférikus Bessel és Hankel
flggvények

Az alabbiakban bemutatjuk két differenciadlegyenlet-tipus megoldas-fiiggvényeit. Ezek az
egyenletek gyakran el6fordulnak a kvantummechanikai és atomfizikai problémaknal.
Matematikai részletekre nem tériink ki, a cél az, hogy hasznalni tudjuk ezeket a
fliggvényeket konkrét problémak megoldasanal.

A. Tekintsiik a kdvetkez0 differencial-egyenletet:
d? d
x2—¥+x—y+(x2—n2)y:0 (A1)
dx dx
Keresslik ennek az egyenletnek az y(x) megoldasait. A matematikai targyalas barmely
tetszéleges komplex n szamra érvényes, mi csak az egész n esetére korlatozodunk.

Ertelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket:
L. faju Bessel fliggvény:

» 1 X 2r+n
J. (X)= 1) —| = (A2)

) ;( ) r'(n+ r)!(z)

I1. faji Bessel fiiggvény (Neumann fiiggvény):

cos(nz)d (X)—J_ (X
Yn(x): ( ).n( ) —n( ) (A3)

sin(nrx)

n=0,1,2, ... esetén az (A2, A3) fiiggvények az (A1) egyenletnek linearisan fliggetlen

megoldésai.
Tulajdonsagok:

3,(0=(1"3,(x)
YL 00=(D"Y,(x)

L. faja Hankel fiiggvény:
H." () = 3,00 +iY,(X) (AS)

I1. faji Hankel fliggvény:
H,” () =J,() =Y, () (A6)

(AS, A6) fiiggvények az (A1) egyenletnek linearisan fiiggetlen megoldésai.

(A4)

B. Legyen a kovetkezo differencial-egyenlet:
2

d d
x2—2/+2x—y+[k2x2—l(l+l)]y=0 (B1)
~dx dx

Ertelmezziik a kovetkezd fliggvényeket:

L. faju szférikus Bessel fliiggvény:
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(X)) = JZJ.M(X) (B2)
2X

I1. faju szférikus Bessel fiiggvény:

77|(X) = \/ZYIH/z(X) (B3)
2X

1. faju szférikus Hankel fliggvény:

() = J, () +i7,(x) (B4)

I1. faja szférikus Hankel fiiggvény:

h® (x) = J,(0) —in,(X) (BS)

A (B1) egyenlet megoldasai a kovetkezd alaktak:

y= A| j| (kX) + Az77| (kX) (B6)
y = B,h/” (kx) + B,h'? (kx) (B7)

Amennyiben n természetes szam, a (B2-B5) fiiggvények az aldbbi Rayleigh képletek
segitségével egyszerlibb formaban megadhatok:

i,00= (-1 x”[lijn(smxj
X dx X

1,00 =~(-1y x”(lijn(“’sxj
X dx X

h(x) =—i(=1)" x”(li)n(gj
X dx X

h®(x)=i(-1)" x(li)n(iJ
X dx X

Vizsgaljuk a (B8) fliggvények aszimptotikus viselkedését (x = ):

i (%) zlsin[x—n—”)
X 2
n.(X)= —lcos(x _n_n)
X 2
h(x) ~ —Lexp{i(x —n—ﬂﬂ
X 2
h® (x) = lexp{— i(x — n—ﬂﬂ
X 2

Az origo6 kozelében a (B8) fliggvények viselkedése (x 20):

(B8)

(B9)
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n

X
2n+1)!

2n-H!
ﬂn(X)z—( n+1)
X

INCSE
(B10), ahol 2N+ 1)!1=1-3-5-...-(2n—1)(2n +1)
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