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Jelen fejezetiink célja bevezetni egy altalanos matematikai formalizmust ame-
lynek segitségével a végtelen dimenzids vektorterek elegiansan targyalhatok. Az
elemi kvantummechanika kurzus keretében lattuk, hogy egy tetszolges kvantum-
mechanikai rendszer allapotat egy hullamfiiggvénnyel tudtuk jellemezni. Ez a
hullamfiiggvény egy végtelen dimenzids vektortérnek, az ugynevezett Lo Hilbert
térnek volt eleme. A kvantummechanika altaldnos formalizmusdnak (mdsnéven
a Dirac formalizmus) keretében a kvantummechanikai rendszer dllapotéit egy
altalanos, végtelen dimenziés vektorral fogjuk leirni. Ennek a vektornak végtelen
sok, kiilénboz6 reprezentacioja lehet melyek koziil az egyik specialis reprezentécid
fogja megadni a hullamfiiggvényt. Feladatunk tehat a kvantummechanikdnak
egy altaldnosabb megfogalmazésa (Dirac formalizmus) amely specidlis esetként
fogja tartalmazni az elemi kvantummechanikédban tanult hullimmechanikat is.

1 Végtelen dimenziés vektorterek altalanos for-
malizmusa

1.1 A ”bra” és "ket” vektorok

A lehetséges kvantummechanikai dllapotok Osszesége egy végtelen dimenziés
vektorteret definial. Ezen térben egy vektor egy lehetséges kvantummechanikai
allapotnak felel meg. A végtelen dimenziés térben értelmezett vektorokat roviden
'ket” vektoroknak nevezziik. A megnevezés az angol 'bracket’ (zérdjel) szobol
ered, amely sz6bdl két 1j fogalmat alkotott Dirac, amikor a vektorokat ’ket’-
nek, és a hozzdjuk rendelt ’dudlis’ vektorokat (kés6bb meglatjuk mik is ezek)
"bra’-nak nevezte el.
Egy ’ket’ vektort a kdvetkezéképpen frunk:

|a) (1)
A vektortér elemei kommutativ (Abel féle) csoportot alkotnak
(la) +10)) +[¢) = [a) + (b} +[€)),
30 : [0) + [a) = |a) +0) = |a), V|a)
Vla) : 3(=la)) : |a) + (=|a)) = |0)
la) + |b) = [b) + |a),
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és értelmezett egy komplex skaldrral (A € C) val6 szorzds az aldbbi médon:
Alla) +1b)) = Ala) + Alb)
(M + A2)|a) = Ala) + A2]a)
(MA2)la) = Ar(Azla))
1la) = a).

A fentiek alapjan a kévetkezd tulajdonsagok bizonyithatok:

~N

~ o~ o~
o 0o
= D —

1. 0la) = |0)
Bizonyitas:
Aa) = (A +0)]a) = Ma) + 0]a) (10)

Mindkét oldalhoz most hozzddva a —\|a) értéket, azonnal kovetkezik, hogy

|0) = 0la) (11)

2. A0) = |0)
Bizonyitas:

Aa) = A(Ja) +10)) = Ala) + A0) — AJ0) = 0) (12)

3. Ala) =10) — XA =0 vagy |a) —=|0)
A bizonyités az el6bbiek alapjdn nyilvanvald!

Definicié: A |a1), |a2), ..., |an) vektorok linedrisan fiiggetlenek, hogyha
fenndll koztitk a kévetkezé ekvivalencia:

N
> Ny =10) & X\ =X =..=Ay =0 (13)
=1

A ’ket’ vektorok sokasiga egy linearis vektorteret értelmez. A vektortér
dimenzidja a legnagyobb szamu linearisan fiiggetlen 'ket’ vektorok szama.

Legyen € egy N dimenzids vektortér (minket &ltaldban a végtelen dimenzids
vektorterek érdekelnek). Ebben a vektortérben értelmezhetd egy bazisvektor
sokasdg amelynek segitségével (példdul az amelyet az elébb arra hasznéltunk
hogy a vektortér dimenzi6jdt definidljuk) kifejezhetjiik a vektortérnek minden
vektorat, vagyis:

N
Va), 31, Az, ooy Ans o) = D Ailas) (14)
=1

Hogyha most ebben a vektortérben vesziink egy kisebb szamossigu, egymatol
fiiggetlen vektorokbol 4116 halmazt, akkor ezen halmaz az € vektortéren egy €’ al-
teret definidl. Vegyiink egy n < N vektorbdl all6 bazist, ekkor |ay), |ag), ...|an)
vektorok a kovetkezd alteret definialjak:



V]a) € €31, Ag, oo Ans @) = D Ailas) (15)

Két |a) és |b) "ket” vektor kozott értelmeziink egy (|a), |b)) = A € C egy
miveletet a kovetkezd axiomdak alapjan:

(la), b)) = (Ib), [a))" (16)

(la), [b) +e)) = (|a), b)) + (la); |€) (17)
Alla);[6)) = (la), Ab)) (18)

(la);]a)) € Ry; .. (), ]a)) = 0 = |a) = |0) (19)

A fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd miiveletet skalaris szorzatnak nevezziik.
A skaldris szorzat segitségével értelmezziik az |a) vektor norméjét mint
(Ta), a)).
Azonnal bizonyithaté, hogy (]0), |a)) = 0. Bizonyithaté ugyanakkor a Schwartz
féle egyenl6tlenség

[(1B), )]} < (I8), 1)) (|a), |a)), (20)

ahol az egyenl6ség akkor 4ll fenn, hogyha |a) = «|b).

Definicié: Két vektor |a) és |b) ortogondlis (egymadsra meréleges), hogyha
(la), b)) = 0. A merdlegesség definiciéjat ki lehet terjeszteni alterekre is, € és
¢ egymdsra merdleges altér, hogyha minden vektor az egyik altérbdl meréleges
minden vektorra a masik altérbol. Ebben az esetben a két altérnek nem lehet
egy kozos vektora sem (a 0 normdju vektortdl eltekintve).

Hogyha van egy e;-es alteriink akkor definidlhatunk egy komplementaris
alteret a kovetkezo tulajdonsagokkal

€ — €F (21)
e let (22)
61D el =, (23)

ahol a @ miivelet a direkt osszeget jeloli. Két altér direkt Osszege azt jelenti,
hogy a két altér bazisvektorainak a halmazat egyesitjiik, és ezen bazisvektor
sokasag generdlja a direkt Osszegként kapott 1j alteret.

Azonnal belathatd, hogy az e térnek minden vektora felbonthaté a két altérbdl
vett komponensek Gsszegére

ja) = lax) + lai), (24)

ahol |a1) € €1 és |ai) € €.
Bevezetjiik most az e vektortér dudlis terét (e*), melynek elemei (a| tipusi
"bra” vektorok. Az e és €* vektorterek teljesen izomorf, és az € vektortér minden



|a) elemének egyértelmiien megfelel az e* vektortérnek egy (a|. A két vektortér
elemei kozott értelmezhet6 egy miivelet, amelyre:

{alb) = (la), [6))- (25)

Ezen Osszefiiggés az, amelynek segitségével egyértelmii megfeleltetést 1étesitiink
az € és € vektortér elemei kézott. A fenti megfeleltetés alapjan az Osszeadas
és a skalarral val6 szorzds sordn kapott ”ket” vektoroknak az €* vektortéren a
kovetkez6 elemek felenek meg:

Aa) — X\*(a (26)
|a) +[b) — {a| + (b] (27)

A kovetkezdkben a skalaris szorzatot mindig a ”bra” és "ket” vektorok
segitségével fogjuk felirni, vagyis a (b|a) jel6lést fogjuk haszndlni.

1.2 Operatorok

Az operator egy olyan fiiggvény amelynek mind az értelmezési tartoméanya,
mind az értékkészlete a linedris vektortér
Ala) = [b);]a), [b) € € (28)
Az operatorokat egy kalappal jeloljiik, és a 'ket’ vektorok bal oldalan hatnak.
A linearis operatorra igaz, hogy:
A(A]a) 4 Xa|b)) — A Ala) + Ao A|D) (29)
A kvantummechanika keretében mi csak linedris operatorokkal dolgozunk.
Ertelmezziik az identikus operatort: I:
I|a) = |a),V|a) € € (30)

Az operdtorok kozott értelmezziik a szorzas (vagy Osszetevés) milveletét.
Ha A s B két linedris operator, akkor C' = A - B szintén egy linearis operatort
eredményez, amelyre igaz, hogy:

V]a) € €, Cla) = A(Ba)) (31)

Az operdtorok szorzasa dltaldban nem kommutativ (felcserélhetd), vagyis
altaldban:

AB # BA (32)
Azon operitorokat amelyekre a szorzas felcserélhetd (AB = BA) kom-
mutald operatoroknak nevezziik.

Az inverz operator fogalma: Hogyha /Al|a>A—> |b) és B|b) — |a) minden
|a)-ra az e-bdl, akkor azt mondjuk, hogy B az A inverze. Ekkor



AB=BA=1 (33)

és az A inverzét gy jel8ljiik, hogy A1 (tehét B = fl’l). Megjegyzendé,

hogy nem minden operdtornak van inverze. Hogyha van két operator, A és B
amelyeknek van inverze, akkor igaz a kovetkezd egyenloség:

(AB)y"' =B 14! (34)

Ismerve az A operator hatdsat a *ket’ vektorokra, a skaldris szorzat segitségével
értelmezhetjiik a hatdsat a ’bra’ vektorokra is:

(Bl(Ala)) = ((blA)|a) = (b|AJa); V]a) € €,Y(b] € ¢* (35)
Ahol (b|Ala) tehat csak jelSlési konvencio.
Az el6bb elmondottak alapjan a kdvetkezd néhdany azonnali egyenletet lehet
felirni. Ha |a) € e és A € C :
(A)a) = A(AJa)) — (c|(A) = A{|A  (36)
Sla) = (A+ B)la) = Ala) + Bla) — (c[S = {c[(A + B) = (c|[A+{c|B  (37)
Pla) = (AB)|a) = A(Bla)) — {c|P = (c[(AB) = ({(c[A)B  (38)
A ’bra’ vektorok mindig az operatorok jobb oldalan, a ’ket’ vektorok pedig
mindig az operatorok bal oldalan talalhatéak.
Egy lényeges operétor csoport az |a)(b| tipusi operatorok. Ez az operétor
hathat gy egy ”bra” mint egy "ket” vektorra a kévetkez6 médon:

(la) () |v) = [a)((blv)) = Ala) (39)
(] (la)dl) = ((v]a))(bl = X' (0] (40)
1.2.1 Adjungalt operator
Egy tetszoOleges A operétorhoz hozzarendelhetjiik a kovetkezd adjungalt operatort:
A— At (41)

ugy, hogy Vl]a) € e R R
Ala) = |b) = (a|A* = (0] (42)

Az adjungalt operatorra a kovetkezo tulajdonsdgokat lehet bebizonyitani:

(AN =4 (43)

(A+B)T = A"+ BT (44)
(AA)F =\ AT (45)
(AB)t = BT A+ (46)

Az operdtorok adjungdlasa a szamok komplex konjugaldsaval ekvivalens miivelet.
Osszetett mennyiségek konjugaldsara egy egyszerdi torvényiink van:



a komplex szamokat komplex konjugaltjukkal

a 'ket’ vektorokat ’bra’-val

e a ’bra’vektorokat 'ket’-el
e az operdtorokat az adjungaltjukkal

helyettesitjiik, majd az egész Osszetett mennyiséget forditott sorrendben irjuk.
Példa:

=~
EN|

 — N ~—

Blu)(w|C — Lt = C*|v)(u|BT AT
(O} — (a] = {wlC*}o){ul B+ 4*
w) — p* = (w|CT o) (ul BTATt)

~ o~ o~
o
(=)

1.2.2 Onadjungalt (vagy Hermitikus) operator
Egy 6nadjungdlt (vagy hermitikus) operatorra igaz, hogy:
Q=0Q" (51)
Léteznek antihermitikus operatorok is. Egy operator antihermitikus ha:
Q=-Q" (52)

Néhany fontos tétel a hermitikus operdtorokkal kapcsolatban (javasoljuk,
hogy ezen tételeket gyakorlatként igazoljuk):

e Barmely linedris operator felirhaté egy hermitikus és egy antihermitikus
operator Osszegeként: o . .
VP,P=Lyg+ L, (53)

e Hermitikus operatorok linearis kombinaciéja szintén hermitikus operator

e Két hermitikus operator szorzata (Qng) is hermitikus operator, hogyha
a két operdtor kommutdl ( vagyis hogyha [Q1, Q2] = Q1Q2 — Q201 = 0)

e Hogyha Q hermitikus, (0|Qa) = ((a|Q[b))*, minden |a) € € és (b| € €*

esetén.

Definicié: egy H hermitikus operétor pozitiv definit, hogyha V|a) € ¢
esetén (a|H|a) > 0. Egy pozitiv definit H hermitikus operdtorra igaz az
altalanositott Schwartz féle egyenlétlenség:

(bl H|a)|* < (b H|b)(a| H|a) (54)

Az egyenléség akkor &ll fenn, hogyha H|a) = aH|b), ahol o € C.



1.2.3 Unitér operatorok
U egy unitér operator, hogyha:

vl=ut (55)

Ebben az esetben:

Ut =00 =1 (56)
Egy azonnal bizonyithaté tétel értelmében két unitér operator szorzata is
unitér operator. Az unitér operator megorzi a skalaris szorzatot, vagyis:

(alb) = (aUT|b) > (57)

Ugyanakkor ha [A, U] = 0 azonnal bizonyithaté, hogy:

UAUt = A (58)

1.3 Sajatvektorok, sajatértékek
Tekintsiink egy lineéris operdtort (A) tigy, hogy:

Ala) = ala) (59)

Ha a fenti egyenléség igaz akkor |a) az A operator sajatvektora, a pedig az
ehhez a sajatvektorhoz tartozé sajatérték. Egy sajatvektorhoz mindig csak egy
sajatérték tartozhat, azonban egy sajatértékhez tobb sajatvektor is tartozhat.
Hogyha azonos sajatértékhez tobb sajatvektor tartozik, ezt a sajatértéket elfa-
jult sajatértéknek nevezziik

Hogyha A hermitikus operator, igazak a kovetkezd kijelentések (gyakor-
latként javasoljuk ezeknek a bizonyitdsat):

o A sajatértékei valésak

A kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok merélegesek egymédsra

e A 'bra’ és a ’ket’ vektorokban felirt egyenlet sajatvektorai és sajatértékei
egymasnak megfeleléek, vagyis ha Ala) = ala) akkor (a|A = (ala.

Egy pozitivan definialt hermitikus operator sajatértékei nem-negativak
(vagyis ezek > 0).

1.3.1 Bazisvektorok, reprezentaciok

Az |a1),|asz),|as),...,Jan) vektorok egy ortonormélt bazist alkotnak az e vek-
tortéren, hogyha teljesitik az ortonormadltsdg (ortogonalitds + norméltsig) és
a teljesség feltételét.
Ortonormaltsag:
(ailaj) = di (60)



Teljesség:
N
S Jai{ai] = (61)
i=1
Ezen masodik feltételhez tigy jutunk, hogy megkoveteljiik, hogy minden vek-
tort kifejezhessiink a bdzisvektorok segitségével (maképp kifejezve megldtjuk,
hogy ez a képlet azt jelenti hogy a bazisvektorok terére val6 vetités az identikus
operator kell legyen). A teljesség feltételét azonnal beldthatjuk:

N
V|k) € e |k) = ZM% (62)

Beszorozva a fenti egyenletet balrél az (a;| vektorokkal, azonnal kévetkezik,
hogy

Ai = (ailk), (63)
és ezt behelyetesitve a kiindulé egyenletiinkbe:

N

k) = (ai|k)|a;) = ZW Yag))|k) (64)

=1

A fenti egyenletbol azonnal kovetkezik a teljesség feltétele.

A vélasztott basizvektorok ismeretében barmely |k) vektor jellemezhetd tehdt
a \; koordindtdkkal. Azt mondjuk, hogy az |a;) bazisvektorok egy reprezentaciét
alkotnak.

Néhédny fontosabb megjegyzés:

e Lehet bazisrdl beszélni egy €' altéren is.

e Az ortogonalitds és ortonormaltsag fogalma kiterjesztheté nem normalhaté
vektorokra is (nem normélhaté bazisvektorokkal taldlkozunk példaul amikor
a bdzisvektorokat jellemz6 index folytonosan véltozik). Ebben az esetben
az ortonormaltsag feltétele:

{a(r)la(r')) = 6(r —r') (65)

e Ha egy hermitikus operator sajatvektorai egy bazist alkotnak a vektorteriinkén
akkor az operdtort megfigyelhetének nevezziik. (A hermitikus operétor
sajatvektoraibol egy ortonormalt sorozat épithets. Ez kovetkezik az ed-
digi tételeinkbdl, lasd az 1. részben tanult Gramm-Schmidt féle ortogo-
nalizélasi eljarast. Ezen sorozat teljessége a vektortérben azonban nem
bizonyithaté dltaldnosan.)



1.4 Vetit6 operatorok (Projekciés operatorok)

Legyen e egy altér az e vektortéren. Legyen |ar) € €r és |ag) € €. Ekkor
Vla) € €, la) = |ag) + |ag). Azt mondjuk, hogy |ag) az |a) vetiilete (pro-
jekcidja) az eg-re. Ezt a vetiiletet egy Pr vetits operatorral kapjuk meg:
Prla) = |ag). Pr tehit az ep-re vetitd operator.
Tételként kijelentjiik, hogy Pg egy hermitikus operdtor. A tétel bizonyitdsa
azonnali. Legyen:
Prla) = |ar) = (alPe" = (axl (66)

A vetité operator és a skaldris szorzat tulajdonsagait felhasznalva:

(a Pr|b) = (albr) = {arlbr) = (ar|b) (67)
= (a|Pr = (agrl,¥(q| (68)

Felhasznélva a (66) és (68) egyenleteket azonnal kovetkezik, hogy:

:>]5R+:]5R (69)

Egy madsik fontos tétel is azonnal belathaté. Ha egymds utdn tobbszor
vetitiink egy Pr operatorral, ugyanazt az eredményt kapjuk:

Via) € ¢, Pr_|a) = Prlag) = |ar) (70)

vagyis:
~ 2 ~
Pr = Pgr (71)

Ezen eredményt fel lehet hasznalni arra, hogy definidljuk a projekciés operatorokat.
(4ltaldban ezzel az Gsszefiiggéssel definialjak a projektorokat)

Egy tovabbi fontos tétel kijelenti, hogy a projektorok sajatértékei 0 vagy 1.

A bizonyitas szintén azonnali, és a kovetkezd 1épések szerint torténik:

Prlu) = afu); — P’ |u) = aPglu) = a2|u) (72)

~ 2 ~
PR =Pp;—a’*—a=0=ac{0,1} (73)
Az a = 1-hez tartozé sajétvektor az er-bél, az o = 0-hoz tartozé az ex-bol
van.
Néhéany példa projektorokra:

1. Legyen |n) € €, (n|n) = 1. Hogyha |a) € ¢, akkor |a) = |a,)
lan) = c|n) és (nla) = 0. Ekkor (n|a) = (n|a,) + (n|a;})
c(n|n) = ¢, vagyis |an) = (n|a)|n) = |n)(nla), tehat B, = |n
elementdris egydimenzids térre vetité projektor.

+ |ait), ahol
= (nlan) =
Y(n|. Ez egy

2. Legyen |a1),|as), ..., |an) egy bazis amely az €; alteret generédlja. A P =
Zf;l |a;)(a;| operédtor az €; altérre vetit projektor.



3. Legyen A egy hermitikus operdtor, melynek sajatvektorai legyenek |a;)
(Alai) = aila;)). Az e vektortér legyen az |a;) 'ket’-ek dltal generdlt tér.
Ekkor P = >"" | |a;){a;| az e-ra vetité operdtor. Hogyha A megfigyelhets
akkor € = €5 ésP=1.

4. Legyen az A spektruma részben elfajult: Ala,;) = aplani),i = 1, ..., s(n),
s(n) az a, sajatérték elfajuldsi foka. P = Z:Sl) |ani){ani| az €, altérre
vetité operator. (Az e, alteret az |an;) vektorok generdljak.) Azonnal
beléthats, hogy: P = S ng) |ani)(ani| = I= > P,. Ha [v) € e,
|v) = Zm |ani){ani|v) = Zm)\m|am> A Ay a |v) koordindtdi az A
megfigyelhet reprezentdcidjaban (An; = (an;|v)). Azonnal bizonyithatjuk
a Parseval-féle dsszefiiggést: (vlv) = (v[Plv) = 32, (v|ani)(anilv) =

Yo [(wlani) .

1.41 Az A megfigyelhetd operator spektralis reprezentaciéja

Ertelmezhetjiik egy tetszbleges A megfigyelhet6 operator spektralis reprezentacidjat.
Ha A megfigyelhetd operator akkor felirhatjuk, hogy:

Alan:) = an|ans) (74)

AP = ZA|anz><an7| = Zan|ani><ani| = (76)
= Z an Z |ani)(ani| = Z a,P, = AP = A (77)

A fenti egyenlet alapjan definidljuk az A operédtor spektralis reprezentéciojat,
mint:

A=>"a,P, (78)
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