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Az elemi kvantummechanika keretében tárgyaltuk már az impulzusnyomatékot.
A továbbiakban általánośıtjuk az impulzusnyomaték fogalmát a kvantummechanikában
úgy, hogy be tudjuk vezetni a spin fogalmát is. Az elemi kvantummechanikában
tárgyalt módszerünk alapján megtanultuk, hogy az impulzusnyomaték kompo-
nenseihez operátorokat rendelünk:

~L = ~r × ~p −→ ~̂L = −ih̄(~r ×∇) (1)

~L(Lx, Ly, Lz) −→ ~̂L(L̂x, L̂y, L̂z) (2)

Az impulznyomaték komponenseihez rendelt operátorokra igazak az alábbi
kommutálási relációk:

[L̂x, L̂y] = ih̄L̂z

[L̂y, L̂z] = ih̄L̂x

[L̂z, L̂x] = ih̄L̂y (3)

Dolgozzunk a továbbiakban olyan mértékrendszerben, ahol h̄ = 1. Dimenzió-
anaĺızissel mindig kideŕıthetjük, hogy hova kell majd béırni a klasszikus mértékrendszerben
a h̄ értéket.

1 Az impulzusnyomaték új defińıciója a kvan-

tummechanikában

Definició: Bármely ~J vektoriális mennyiséget impulzusnyomatéknak nevezünk,
ha a ( ~Jx, ~Jy, ~Jz) komponenseihez rendelt operátorok teljeśıtik a:

[Ĵx, Ĵy] = iĴz (4)

[Ĵy, Ĵz] = iĴx

[Ĵz, Ĵx] = iĴy
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kommutálási összefüggéseket (h̄ = 1). Megjegyzés: Az ~̂L impulzusnyomaték

operátor bevezethető prećızebben is, kiindulva onnan, hogy ~̂L az elemi for-
gatások generátora kell legyen (lásd az elemi unitér operátorokkal kapcsolatos
alfejezetet). Kimutatható, hogy ez a defińıció szintén a (4) egyenletekhez vezet.

Bevezetjük a

Ĵ2 = Ĵx

2

+ Ĵy

2

+ Ĵz

2

(5)

operátort, amit a ~J ~J = J2-hez rendelünk. Ilyenkor:

[Ĵ2, Ĵx] = [Ĵ2, Ĵy] = [Ĵ2, Ĵz] = 0. (6)

Ĵ2 és Ĵα (α = x, y, z) tehát eggyütt mérhető, és van egy közös sajátvektor
rendszere! Jelőljük a sajátvektorokat |λ, µ〉 formában.

Ĵ2|λµ〉 = λ|λµ〉

Ĵz |λµ〉 = µ|λµ〉 (7)

Az elsődleges feladatunk, hogy meghatározzuk λ és µ értékét, vagyis Ĵ2 és Ĵz

sajátértékeit. Ennek érdekében bevezetjük a

Ĵ+ = Ĵx + iĴy

Ĵ− = Ĵx − iĴy, (8)

segédoperátorokat (hasonlóan mint az â és â+ operátorokat a harmonikus osz-
cillátor esetén). Ezen operátoroknak néhány azonnal bizonýıtható tulajdonsága
van:

(

Ĵ+

)+

= Ĵ− (9)

(

Ĵ−

)+

= Ĵ+ (10)

[Ĵ2, Ĵ+] = [Ĵ2, Ĵ−] = 0 (11)

[Ĵz, Ĵ+] = Ĵ+ (12)

[Ĵz , Ĵ−] = −Ĵ− (13)

[Ĵ+, Ĵ−] = 2Ĵz (14)

Ĵ+Ĵ− = Ĵ2 − Ĵ2
z + Ĵz (15)

Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2 − Ĵ2
z − Ĵz (16)

A felsorolt tulajdonságok bizonýıtását az olvasónak gyakorlatként javasoljuk.
A λ és µ sajátértékek meghatározásának érdekében bebizonýıtunk most

néhány tételt:
1. Tétel

λ ≥ µ2 (17)
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Bizonýıtás:

〈λµ|Ĵ−Ĵ+|λµ〉 = |Ĵ+|λµ〉|2 = 〈λµ|Ĵ2 − Ĵ2
z − Ĵz|λµ〉 =

(

λ − µ2 − µ
)

〈λµ|λµ〉 ≥ 0
(18)

〈λµ|Ĵ+Ĵ−|λµ〉 = |Ĵ−|λµ〉|2 = 〈λµ|Ĵ2 − Ĵ2
z + Ĵz|λµ〉 =

(

λ − µ2 + µ
)

〈λµ|λµ〉 ≥ 0
(19)

A fenti (18) és(19) összefüggésekből következik, hogy

λ − µ2 − µ ≥ 0 (20)

λ − µ2 + µ ≥ 0 (21)

A fenti két egyenlőtlenség teljesüléséhez elengedhetetlenül szükséges, hogy
λ ≥ µ2. Ez azonnal belátható összeadva a fenti két egyenletet.

2. Tétel

Ĵ2

(

Ĵ±|λµ〉
)

= λ
(

Ĵ±|λµ〉
)

(22)

Ĵz

(

Ĵ±|λµ〉
)

= (µ ± 1)
(

Ĵ±|λµ〉
)

(23)

Bizonýıtás:
A (11) kommutálási reláció értelmében:

Ĵ2

(

Ĵ±|λν〉
)

= Ĵ±Ĵ2|λµ〉 = λĴ±|λµ〉 (24)

A (12) és (13) kommutálási relációk felhasználásával meg:

Ĵz

(

Ĵ+|λν〉
)

=
[

Ĵ+Ĵz + Ĵ+

]

|λν〉 = Ĵ+µ|λν〉 + Ĵ+|λν〉 = (µ + 1)Ĵ+|λµ〉 (25)

Ĵz

(

Ĵ−|λν〉
)

=
[

Ĵ−Ĵz − Ĵ−

]

|λν〉 = Ĵ−µ|λν〉 − Ĵ−|λν〉 = (µ − 1)Ĵ−|λµ〉 (26)

Ezáltal bizonýıtottuk a 2. tételt. A fenti egyenletek értelmében a Ĵ+ operátort
növelő operátornak, a Ĵ− operátort meg csökkentő operátornak nevezzük. A
Ĵ+ alkalmazásával egy adott Jz-hez tartozó sajátvektorból egy eggyel nagy-
obb Jz sajátértékhez tartozó sajátvektort kapunk. A Ĵ− alkalmazásával egy
adott Jz-hez tartozó sajátvektorból egy eggyel kissebb Jz sajátértékhez tartozó
sajátvektort kapunk. A Ĵ+ és Ĵ− operátorokat lépcső operátoroknak (angolul
”ladder operator”) is nevezzük.

Az 1. tétel értelmében µ-nek egy alsó és egy felső határa van: j′ ≤ µ ≤ j.
A 2. tétel alkalmazásával, innen az következik, hogy igaz kell legyen

Ĵ+|λj〉 = |0〉

Ĵ−|λj′〉 = |0〉, (27)
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vagyis:
〈λj|Ĵ−Ĵ+|λj〉 =

(

λ − j2 − j
)

〈λj|λj〉 = 0 (28)

〈λj′|Ĵ+Ĵ−|λj′〉 =
(

λ − j′2 + j′
)

〈λj′|λj′〉 = 0. (29)

A fentiek alapján λ = j′(j′ − 1) és λ = j(j + 1), ahonnan következik, hogy:

j(j + 1) − j′(j′ − 1) = 0

j2 + j − j′2 + j′ = 0

(j − j′)(j + j′) + (j + j′) = 0

(j + j′)(j − j′ + 1) = 0 (30)

Mivel j ≥ j′ a fenti egyenlet csak akkor lehet igaz ha j = −j′ (ahol j ≥ 0).
Feĺırható tehát, hogy:

−j ≤ µ ≤ j (31)

A (28) és (29) alapján belátható, hogy:

λ = −j(−j − 1) = j(j + 1), (32)

következik tehát, hogy Ĵ2 lehetséges sajátértékei j(j+1) alakúak, és egy rögźıtett
j esetén Jz lehetséges sajátértékei: −j,−j +1,−j +2, ......j−1, j. Lássuk most,
milyen értékeket vehet fel j? Legyen

Ĵz|λµ〉 = µ|λµ〉, (33)

ahol λ = j(j+1). A következőkben az egyszerűség kedvéért a |λµ〉 ”ket” vektort
egyszerűen |jµ〉-vel fogjuk jelőlni, ugyanis amint láttuk j értéke meghatározza
λ értékét.

A Ĵ+ operátor alkalmazásával a

Ĵ+|jµ〉 −→ µ + 1

Ĵ2
+|jµ〉 −→ µ + 2

. . . (34)

Ĵp
+|jµ〉 −→ µ + p (35)

sajátértékekhez tartozó sajátvektorokat kapjuk. Tételezzük most fel, hogy

µ + p = j p ∈ N (36)

A Ĵ− operátor alkalmazásával a

Ĵ−|jµ〉 −→ µ − 1

Ĵ2
−|jµ〉 −→ µ − 2

. . . (37)

Ĵq
−|jµ〉 −→ µ − q (38)
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sajátértékekhez tartozó sajátvektorokat kapjuk. Az előző esethez hasonlóan
tételezzük most fel, hogy

µ − q = −j q ∈ N (39)

A (36) és (39) értelmében azonnal adódik, hogy:

p + q = 2j ∈ N =⇒ j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, . . . (40)

Azt kaptuk tehát, hogy j egész vagy félegész értékeket vehet fel. Adott j érték
mellett µ lehetséges értékei:

0,±1,±2, . . .± j ha j = 0, 1, 2, . . . (41)

±
1

2
,±

3

2
,±

5

2
, . . . ha j =

1

2
,
3

2
,
5

2
, . . . (42)

A (41) sajátértékek azon állapotvektorokhoz tartozó sajátértékek, amelyeket
a Schrödinger-féle hullámmechanikából már megismertünk. Az impulzusny-
omaték általánosabb értelmezése alapján azonban további, új lehetőségeket kap-
tunk (42), amelyek a félegész j értékeknek felel meg. A kitűzött sajátérték
egyenletekre következtetésként feĺırható tehát:

Ĵ2|λµ〉 = λ|λµ〉

Ĵz|λµ〉 = µ|λµ〉 (43)

λ = j(j + 1) j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . (44)

ahol rögźıtett j mellett: µ = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j
Lássuk most hogyan kaphatók meg a Ĵ2 és Ĵz közös és normált sajátvektorai.

Tételezzük fel, hogy |jµ〉 sajátvektora Ĵ2 és Ĵz-nek:

Ĵ2|jµ〉 = j(j + 1)|jµ〉

Ĵz |jµ〉 = µ|jµ〉 (45)

(46)

Az előbb bizonýıtottak értelmében

Ĵ+|jµ〉 . . . Ĵp
+|jµ〉 p + µ = j

Ĵ−|jµ〉 . . . Ĵq
−|jµ〉 µ − q = −j, (47)

szintén sajátvektorok és a µ + 1, µ + 2, . . . , µ + p illetve µ − 1, µ − 2, . . . , µ − q
sajátértékekhez tartoznak. A Ĵ+ és Ĵ− operátorok seǵıtségével megkaphatók
tehát a többi sajátvektorok. Az ı́gy kapott sajátvektorok azonban nem feltétlenül
normáltak. Feltevődik tehát a kérdés, hogyan kapunk normált sajátvektorokat
a Ĵ+ és Ĵ− alkalmazásával. A feladat tehát, hogy ha

Ĵ+|jµ〉 = c|j, µ + 1〉, (48)
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mi lesz c értéke ahhoz, hogy ha
∣

∣|jµ〉
∣

∣ = 1, akkor

〈j, µ + 1|j, µ + 1〉 = 1 (49)

Felhasználva a (16) és (45) egyenlőségeket

〈jµ|Ĵ−Ĵ+|jµ〉 = c2〈j, µ + 1|j, µ + 1〉

〈jµ|Ĵ−Ĵ+|jµ〉 = [j(j + 1) − µ(µ + 1)] 〈jµ|jµ〉

}

⇒ (50)

⇒ c =
√

j(j + 1) − µ(µ + 1) (51)

A normált sajátvektorokra feĺırható tehát, hogy:

Ĵ+|jµ〉 =
√

j(j + 1) − µ(µ + 1)|j, µ + 1〉 (52)

Ĵ+|jj〉 = |0〉 (53)

A feladat hasonló a Ĵ− operátorra is

Ĵ−|jµ〉 = d|j, µ − 1〉, (54)

keressük itt d értékét úgy, hogy a jobb és baloldalon is normált sajátvektorok
legyenek. A (15) és (45) felhasználásával azonnal adódik, hogy:

〈jµ|Ĵ+Ĵ−|jµ〉 = d2〈j, µ − 1|j, µ − 1〉

〈jµ|Ĵ+Ĵ−|jµ〉 = [j(j + 1) − µ(µ − 1)] 〈jµ|jµ〉

}

⇒ (55)

⇒ d =
√

j(j + 1) − µ(µ − 1) (56)

A normált sajátvektorokra feĺırható tehát:

Ĵ−|jµ〉 =
√

j(j + 1) − µ(µ − 1)|j, µ − 1〉 (57)

Ĵ−|j,−j〉 = |0〉 (58)

2 A standard reprezentáció
{

Ĵ2, Ĵz

}

Defińıció: Bármely olyan reprezentáció, amelynek a |τjm〉 bázisvektorai egymásból
a

Ĵ+|τjm〉 =
√

j(j + 1) − m(m + 1)|τ, j, m + 1〉 Ĵ+|j, j〉 = |0〉 (59)

Ĵ−|τjm〉 =
√

j(j + 1) − m(m − 1)|τ, j, m − 1〉 Ĵ−|j,−j〉 = |0〉 (60)

képletekkel származtathatók ((j = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . .) és m = −j,−j + 1, ...j −

1, j egy
{

Ĵ2, Ĵz

}

t́ıpusú standard reprezentációt alkot. A τ kvantumszámok az

összes olyan sajátértéket jelőli, amely azon operátorhoz tartoznak, amelyekkel
Ĵ2 és Ĵz egy teljes megfigyelhető mennyiség-rendszert alkot!

Megjegyzések:
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1. Legyen τ és j rögźıtett. Ilyenkor a |τ, j, j〉, |τ, j, j − 1〉, . . . , |τ, j,−j〉, vek-
torok egy standard reprezentációt alkotnak az ǫ(τ, j) → (2j+1) dimenziós
altéren!

2. A különböző τ és j értékekhez tartozó ǫ(τ, j) alterek kölcsönösen merőlegesek
egymásra.

3.
ǫj =

⋃

τi

ǫ(τi, j) (61)

egy rögźıtett j értékhez tartozó altér.

4.

ǫ =
⋃

j

ǫj

{

j = 0, 1, 2, . . . ez a klasszikus Hilbert ter
j = 1

2
, 3

2
, . . . ez egy újabb Hilbert teret ad

}

→ (62)

(összesen egy összetett, átfogóbb Hilbert teret eredményez)

5. A standard reprezentációban a ~̂J operátor komponenseinek egyszerűen
meghatározható mátrix alakjai vannak:

〈τ ′, j′m′|Ĵz |τ, j, m〉 = m〈τ ′, j′m′|τ, j, m〉 = mδττ ′δjj′δmm′ (63)

〈τ ′, j′m′|Ĵ+|τ, j, m〉 =
√

j(j + 1) − m(m + 1)δττ ′δjj′δm′,m+1 (64)

〈τ ′, j′m′|Ĵ−|τ, j, m〉 =
√

j(j + 1) − m(m − 1)δττ ′δjj′δm′,m−1 (65)

Ĵx =
1

2

(

Ĵ+ + Ĵ−

)

Ĵy =
1

2
i
(

Ĵ− − Ĵ+

)

(66)

Ha csak az ǫ(τ, j) altéren dolgozunk, akkor egyszerű (2j + 1)× (2j + 1)-es
mátrixok formájában ı́rhatók fel Ĵx, Ĵy, Ĵz komponensei.

6. A τ és j változókra vonatkozóan a Ĵ2, Ĵx, Ĵy, Ĵz , Ĵ+, Ĵ− operátorokhoz
tartozó mátrixok diagonálisak akár egy tetszőleges altéret tekintünk vagy
ha az egész Hilbert téren dolgozunk.

Példaként az ǫ(τ, j) altéren: nézzük meg a Ĵ2, Ĵx, Ĵy, Ĵz, Ĵ+, Ĵ− mátrixok
alakjait különböző j értékekre:

a.

j = 0
[

Ĵ2

]

= 0
[

Ĵz

]

=
[

Ĵ+

]

=
[

Ĵ−

]

=
[

Ĵx

]

=
[

Ĵy

]

= 0

(67)

b. j = 1

2

Ĵ2 =
3

4

[

1 0
0 1

]

(68)

Ĵz =
1

2

[

1 0
0 −1

]

(69)
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Ĵ+ =

[

0 1
0 0

]

(70)

Ĵ− =

[

0 0
1 0

]

(71)

Ĵx =
1

2
i

[

0 1
1 0

]

(72)

Ĵy =
1

2
i

[

0 −1
1 0

]

(73)

(74)

c. a j = 1 esetet házi feladatként javasoljuk. Határozzuk meg ebben az
esetben a Ĵ2, Ĵz, Ĵ+, Ĵ−, Ĵx, Ĵy alakjait a standard reprezentációban.
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