Az impulzusnyomatékok altalanos elmélete
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Az elemi kvantummechanika keretében targyaltuk mar az impulzusnyomatékot.
A tovabbiakban dltaldnositjuk az impulzusnyomaték fogalmat a kvantummechanikédban
gy, hogy be tudjuk vezetni a spin fogalmét is. Az elemi kvantummechanikaban
targyalt mddszeriink alapjan megtanultuk, hogy az impulzusnyomaték kompo-
nenseihez operatorokat rendeliink:

L—rxj —  L=—ia(fxV) (1)

= >

L(Ly, Ly, L)  —  L(L., Ly, L.) (2)

Az impulznyomaték komponenseihez rendelt operatorokra igazak az aldbbi
kommutéalasi relaciok:

(L., L,] =ihL.
[Ly, L.] = ihL,
(L., L) = ihL, (3)

Dolgozzunk a tovédbbiakban olyan mértékrendszerben, ahol A = 1. Dimenzié-
analizissel mindig kiderithetjiik, hogy hova kell majd beirni a klasszikus mértékrendszerben
a h értéket.

1 Az impulzusnyomaték 1j definiciéja a kvan-
tummechanikaban

Definicié: Barmely J vektorialis mennyiséget impulzusnyomatéknak neveziink,
ha a (Jy, Jy, J») komponenseihez rendelt operdtorok teljesitik a:

>
>
>

[y Jy) = i T (4)
[y, J2) = i
[A27 Am]:ZAy



kommutdldsi osszefiiggéseket (h = 1). Megjegyzés: Az L impulzusnyomaték
operator bevezethetd precizebben is, kiindulva onnan, hogy L az elemi for-
gatdsok generdtora kell legyen (ldsd az elemi unitér operdtorokkal kapcsolatos
alfejezetet). Kimutathatd, hogy ez a definici6 szintén a (4) egyenletekhez vezet.
Bevezetjiik a

s 22 22 .2

J=J +Jy +J; (5)
operatort, amit a J.J = J2-hez rendeliink. Ilyenkor:

[j2;<]w] = [jzvjy] = [j2ajz] = 0. (6)

J? ¢és Jy (o = x,y,2) tehdt eggyiitt mérhets, és van egy kozds sajatvektor
rendszere! JelSljik a sajatvektorokat |, p) formédban.

T2 ) = M)
o |Ap) = p[Ap) (7)

Az elsodleges feladatunk, hogy meghatarozzuk A\ és u értékét, vagyis J? és J,
sajatértékeit. Ennek érdekében bevezetjiik a

o= Jo+id,

J_=J, —idy, (8)

segédoperdtorokat (hasonléan mint az a és a* operatorokat a harmonikus osz-
cilldtor esetén). Ezen operdtoroknak néhany azonnal bizonyithaté tulajdonsdga
van:

[JQ,J-I-]:[anJ—]:O (11)
A[jzij+ = :+ (12)

(o J ] = —J- (13)
[']+7 j—] = jZ (14

JoJ_ ==+, (15
J_J.=J2—J—J, (16

A felsorolt tulajdonsagok bizonyitasat az olvasénak gyakorlatként javasoljuk.
A X és p sajatértékek meghatarozasanak érdekében bebizonyitunk most
néhany tételt:
1. Tétel
A > p? (17)



Bizonyitas:

Al T M) = [T M) P = Al > = T2 = T ) = (A = p® = ) (AlA) >0

(18)

Al T ) = 1T I = (al? = 72 4 T A = (A= 2 + ) Qyalwgt) 20

(19)

A fenti (18) és(19) Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy
A=p?=p>0 (20)
A=+ p>0 (21)

A fenti két egyenlStlenség teljesiiléséhez elengedhetetleniil sziikséges, hogy
A > p?. Ez azonnal beldthaté ésszeadva a fenti két egyenletet.
2. Tétel

2 (Telm) = A (Jeln) (22)
T (Jel)) = (1) (Sl (23)
Bizonyitas:
A (11) kommutélési reldcié értelmében:
2 ()} = T2 ) = Al (24)

A (12) és (13) kommutélési reldcidk felhasznildsdval meg:

o (Felw)) = [Jede + Je] Iw) = Jealw) + T 2w = (u+ 1)J4 ) (25)

J. (j_|Au>> - [j_jz - j_} W) = J_pl ) — J_[A) = (u— 1)J_ ) (26)

Ezaltal bizonyitottuk a 2. tételt. A fenti egyenletek értelmében a j+ operatort
novel6 operatornak, a J_ operatort meg csokkent6 operatornak nevezzik. A
jJr alkalmazasaval egy adott J,-hez tartozé sajatvektorbdl egy eggyel nagy-
obb J, sajatértékhez tartoz6 sajatvektort kapunk. A J_ alkalmazéséval egy
adott J.-hez tartozé sajatvektorbdl egy eggyel kissebb J, sajatértékhez tartozo
sajatvektort kapunk. A j+ és J_ operétorokat 1épcsé operatoroknak (angolul
”ladder operator”) is nevezziik.

Az 1. tétel értelmében u-nek egy alsé és egy fels6é hatara van: jr < p < j.
A 2. tétel alkalmazasaval, innen az kovetkezik, hogy igaz kell legyen

TN =10)
Tty = o), (27)



vagyis: o
M= T Mgy = (A = 3% = 5) (AdAG) = 0 (28)
gL d- Nty = (A — 372 + §1) (NI AGr) = 0. (29)
A fentiek alapjdn A = j/(j/ — 1) és A = j(j + 1), ahonnan kévetkezik, hogy:
JG+1) = jGr—=1)=0
it it +ir=0
G=iNG+iN+0G+4)=0
(G+iNG—-jr+1)=0 (30)

Mivel j > j/ a fenti egyenlet csak akkor lehet igaz ha j = —js (ahol j > 0).
Felirhato6 tehat, hogy:

—J<p<y (31)
A (28) és (29) alapjdn belathatd, hogy:
A=—j(=i-1)=jG+1), (32)

kovetkezik tehét, hogy J2 lehetséges sajatértékei j(j+1) alakiak, és egy rogzitett
j esetén J, lehetséges sajatértékei: —j, —j+1,—j4+2,...... 7—1, 7. Lassuk most,
milyen értékeket vehet fel j7 Legyen

T2\ ) = plAp), (33)

ahol A = j(j+1). A kovetkezdkben az egyszeriiség kedvéért a | A\u) "ket” vektort
egyszeriien |ju)-vel fogjuk jelélni, ugyanis amint lattuk j értéke meghatdrozza
A értékét.

A jJr operator alkalmazdsaval a

Jplim) — p+1
i) — p+2

. (34)
i) — p+p (35)
sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat kapjuk. Tételezziik most fel, hogy
ptp=j peN (36)
AJ_ operator alkalmazéasaval a
J_lju) — p—1
S2\jp) — =2
. (37)
JLju) — n—q (38)



sajatértékekhez tartozd sajatvektorokat kapjuk. Az el6z6 esethez hasonléan
tételezziik most fel, hogy

p—qg=-j qeN (39)

A (36) és (39) értelmében azonnal adédik, hogy:

(40)

N | Ot

1 3
p+q:2]€N - j:Oa§a17§72a

Azt kaptuk tehat, hogy j egész vagy félegész értékeket vehet fel. Adott j érték
mellett u lehetséges értékei:

0,4£1,42,...£5 ha j=0,1,2,. (41)
1 .3 5 . 135
:l:g,:l:§,:|:§, ha ] = 5,5,5,... (42)

A (41) sajétértékek azon allapotvektorokhoz tartozé sajatértékek, amelyeket
a Schrodinger-féle hullimmechanikabol mar megismertiink. Az impulzusny-
omaték altalanosabb értelmezése alapjan azonban tovabbi, 1j lehet&ségeket kap-
tunk (42), amelyek a félegész j értékeknek felel meg. A kitlizott sajatérték
egyenletekre kovetkeztetésként felirhato tehat:

2y = AAp)
S| ) = pl A (43)
» ) 1.3
A=j(+1) j=0,§,1,§,... (44)

ahol rogzitett j mellett: p=—j,—j+1,....,5-1,J
Léssuk most hogyan kaphatok meg a J 2 és J. kozds és normalt sajatvektorai.
Tételezziik fel, hogy |ju) sajatvektora J?2 és J,-nek:

Py = 3G+ Dlin)
Jelim) = plim) (45)
(46)

Az el6bb bizonyitottak értelmében
Jeljpy - TPy prp=j
J_ljm) - Ty p—a=—j, (47)

szintén sajatvektorok ésa p+ 1, u+2,...,u+pilletve u — 1, p—2,...,u—gq
sajatértékekhez tartoznak. A jJr 6s J_ operatorok segitségével megkaphatok
tehat a tobbi sajatvektorok. Az igy kapott sajatvektorok azonban nem feltétleniil
normaltak. Feltevédik tehat a kérdés, hogyan kapunk normélt sajatvektorokat
a j+ 6s J_ alkalmazdsaval. A feladat tehat, hogy ha

Jiljm) = cljp+1), (48)



mi lesz ¢ értéke ahhoz, hogy ha ||ju>| =1, akkor
(o4 1j,p+1) =1 (49)

Felhasznélva a (16) és (45) egyenlGségeket

Guld-deljn) = (G p+ 1, + 1)
s oa o o (50)
Guld=Jdlim) =[G +1) — ple+ D] (Gulim)
= c=Vj[+1) —pup+1) (51)
A normalt sajatvektorokra felirhaté tehdt, hogy:
Jelju) = V(G +1) = u(u + D)lj, p+ 1) (52)
J+17j) = 10) (53)
A feladat hasonlé a J_ operatorra is
J-|ju) = dlj,u — 1), (54)

keressiik itt d értékét ugy, hogy a jobb és baloldalon is normalt sajatvektorok
legyenek. A (15) és (45) felhasznéldsdval azonnal adddik, hogy:

GpldeJ-jp) = d(j, pp — 1]j, p — 1)
Gl d_ i = GG + 1) — alu - D] Gulin) } = (55)
=d=ji+1) —pp-1) (56)

A normalt sajatvektorokra felirhaté tehét:

J_ljmy = GG+ 1) — plp— 1), p— 1) (57)
J_|j,—j) = |0) (58)

2 A standard reprezentacio {j2, jz}

Definicié: Barmely olyan reprezentécid, amelynek a |7jm) bézisvektorai egymdsbol
a

Jilrjm) = V3G +1) —m(m + Dl jym+1)  Jielig) =100 (59)
J_|rjm) = (G +1) —m(m =D, jym —1)  J_|j,—j)=10)  (60)

képletekkel szdrmaztathaték ((j =0,1/2,1,3/2,2,...)ésm = —j,—j+1,...5 —
1,7 egy {j 2 jz} tipusud standard reprezentaciot alkot. A 7 kvantumszamok az

Osszes olyan sajdtértéket jelSli, amely azon operdtorhoz tartoznak, amelyekkel
J? és J, egy teljes megfigyelheté mennyiség-rendszert alkot!
Megjegyzések:



. Legyen 7 és j rogzitett. Ilyenkor a |7,4,5),|7,7,5 — 1),...,|7 4, —J), vek-
torok egy standard reprezentédciét alkotnak az e(7, j) — (2j+1) dimenzids
altéren!

. A kiilonboz8 1 és j értékekhez tartozo e(T, j) alterek kolesonosen merdlegesek
egymasra.

e =Jelm i) (61)

Ti

egy rogzitett j értékhez tartozd altér.

—_

(62)

e:Uq{ﬁ

0,1,2,... ez a klasszikus Hilbert ter }
1 —
j 2

, %, . ez egy ujabb Hilbert teret ad

(Gsszesen egy Osszetett, atfogdbb Hilbert teret eredményez)

. A standard reprezentiaciéban a J operator komponenseinek egyszeriien
meghatarozhaté matrix alakjai vannak:

63

(' ' | T 7, jym) = m{r! ' |7, j,m) = 8y S (63)
(' ' | I, jom) = V(G + 1) = m(m + 1)6r0 855 0mrmrr (64)
(65)

(66)

<T/ajlml|j—|7-a Js m> = \/j(.] + 1) - m(m - 1)57'7"5jj’5m’7m—1 65
P 5 A .
=3 (J+ + J_) Jy =5 (J_ - J+) 66
Ha csak az (7, j) altéren dolgozunk, akkor egyszerti (2j + 1) x (2j + 1)-es
matrixok formdjaban irhaték fel J,, Jy, J., komponensei.

. A 7 és j véltozokra vonatkozéan a jQ,jm,jy,jz,jJr,j, operatorokhoz
tartozé matrixok diagonalisak akar egy tetszdleges altéret tekintiink vagy
ha az egész Hilbert téren dolgozunk.

Példaként az ¢(1, j) altéren: nézzik meg a J2, J,, jy, J., j+, J_ maétrixok
alakjait kiilonb6zo6 j értékekre:

=0 [P]=o 2] =[5] =] =[] =[] -0
(67)
b.j:%
7=l 1] @
=30 | (69)

~



jo=[ 0L (70)

i =] (1) 8 (71)
=3il 9 5] (72)
Jy = %z (1) _01 (73)
(74)

c. a j = 1 esetet hdzi feladatként javasoljuk. Hatdrozzuk meg ebben az
esetben a J?,J,, J4, J_, J,, J, alakjait a standard reprezentéciéban.



