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1 A spin a kvantummechanikaban

Az elektronnak és sok mas kvantummechanikai részecskének is van egy sajat
impulzusnyomatéka amely fiiggetlen a mozgasédllapottol. (Ijgy is mondhatjuk,
hogy ezen kvantummechanikai részecskéknek van egy mozgasallapottdl fiiggetlen
plussz szabadségi foka.) Ezen impulzusnyomaték més mint a mag koriili mozgasbél
adédo impulzusnyomaték és spinnek nevezziik. A spin léte a relativisztikus kvan-
tummechanikdbdl direkt médon kovetkezik (az elektron és mds 1/2-es spinll
részecske esetére az Sket lefré Dirac egyenletbdl). A nem relativisztikus kvan-
tummechanikdban azonban a spint empirikusan vezetjiik be.

Definicié: Szdamos elemi részecskének van egy sajat mozgédsallapotatdl fiiggetlen
impulzusnyomatéka amit spinnek neveziink és amit 4ltaldban %—el jeloliink.
Ehhez az impulzusnyomatékhoz tigy mint a mozgasallapottdl fliggé T impulzus-
nyomaték komponenseihez operdtorokat rendeliink ( pl. Sy oy S, S52?). Ezen
operéatorokra ugyanazon kommutélasi relaciok és sajatérték-egyenleteket érvényesek
mint az I:z, I:m, l:y és L? operdtorokra:

[63, Ay} =S, (1)

(5. 8:] =i, (2)

(5. 8:| =8, 3)

S:|s,m) = mls,m) (4)

5%|s,m) = s(s+1)|s,m) (5)

(6)

ahol s = %, 1, %,2, ... a spin-kvantumszdm és m = —s,—s+ 1,...,s — 1,s. (A

fenti sajatérték-egyenletekben a i = 1 konvencidval éltiink). Az elektron esetén
s=1
A t5lt5tt részecskék esetén S léte (s # 0) egy mdagneses nyomatékot is

eredményez:

/T; = gs/‘eﬁ (7)



ahol pe az elemi Bohr magneton pu. = 2273 , S az impulzusnyomaték-vektor

/I (adimenziondlis alakban) és gs a giromdgneses faktor (elektron esetén g, ~
2, tulajdonképpen g=2.0023193043737). A fenti Gsszefiiggés igaz az orbitdlis

mozgdasbdl szarmazd impulzusnyomatékra is

iz =grue L, (8)

ebben az esetben azonban g, = 1 ! Az elektronra tehdt gs = 2gr, amit
a spin mdgneses anomdlidjinak neveziink. A ¢ értéke akkor vehet fel nem
egész értékeket, ha egy Osszetett (t6bb magneses impulzusnyomaték dsszegeként
felfoghatd) rendszert vizsgalunk.

Az elektron spinjét jellemz6 kvantumszam s = % A proton és a neutron
spin-kvantumszamja is s = %, a giromagneses faktoruk pedig proton esetén

g=2.675 és neutron esetén g=1.832. A fotonok spinje 1, a m és a k mezonok
spinje pedig 0.
2 Az elektronspin operatorai

Mint minden fizikai mennyiséghez, az elektron spinjéhez is a kvantummechanikaban
operatorokat rendeliink:

S5 (9)

(Sz, Sy, S2) = (82, Sy, S2) (10)
(%) — (5?) (11)

[sty} —iS, (12)

(9. 8:] =S, (13)

[SST} = i§, (14)

(15)

Az elektron esetén s = %, és igy m = :l:%. Az impulzusnyomatékok esetén
targyaltak értelmében az (S2,5.,) operdtoroknak két kozds |s,m) sajatvektora
van, amiket a kévetkezéképpen jeloliink:
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) =1+) (16)

)=1-) (17)

A lényeges elektron-spin operatorok azonnal felirhaték abban a reprezentacioban
ahol a bazisvektorok a |+) és a |—) (amint ezt az el6z6 fejezetben definidltuk ez
a standard (S2,5,) reprezentdcid). Az operatorok matrix alakjai a kovetkezdk
lesznek:



s=3[3 9Js 25 4] o
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=t[2a]smd[e 7] w

A fenti matrixok segitségével konnyen ellenorizhetok a kovetkezd Gsszefiig-
gések:

. . . 1.
=S =st= gl (21)
Aw Ay + gﬂ Aw =0 (22)
S,S. 4+ 5.5, =0 (23)
SAz Ar + gr Az =0 (24)

= {S;, S} = Iajk (25)
g k= (x,y, z) (26)

Az s = 1/2 kvantumszdm esetén tehdt a spinoperator komponensei antikom-
mutalnak. A kovetkez6kben bevezetjitkk a @ = (04, 0y, 0,) Pauli métrixokat:
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A Pauli matrixoknak néhany azonnali tulajdonsagai:
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Op0y = 10,5040, = 104,00, = i0y;
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04040, = il
Sp(oz) = Sp(oy) = Sp(o.) =0

A 0,,0,,0,,] mértixok egy bazist alkotnak a (2 x 2)-es métrixok terén,
vagyis minden 2 x 2 métrix felirhaté ezen négy matrix linearis kombindciéjaként:
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ahola = 1(a+d), B=1(b+c),y=4(b—c), 5= L(a—d).
Egy nagyon lényeges szintén gyorsan bizonyithaté tulajdonsiag értelmében
ha A és B két tetszoleges vektor, akkor:

(¢A)@B)=AB +ic(4 x B) (35)

A fenti tulajdonsagok bizonyitasat gyakorlatként az olvaséra bizzuk.

3 Az elektron teljes allapotvektora.
Az elektron teljes hullamfiiggvénye

Az elektron éllapotanak a leirasdhoz tehat kétféle valtozo sziikséges, orbitélis
valtozok (77, ) és spin (m, s) valtozdk. Ha |¢) adja az elektron teljes dllapot-
vektordt, akkor |¢)) € €, ahol € egy olyan vektortér amit két mdsik vektortér
tenzoridlis szorzatabol kapunk: € = e ® €5, ahol e az orbitalis védltozok
vektortere (oo dimenzids tér) és €5 a spin valtozdk vektortere (2 dimenzids

tér). Az e tér-en az %’, ﬁ’, f), H, tipusu operdtorok hatnak, és igaz, hogy
[Pk, Dj] = idx;h. Az €5 vektortéren az S, ,S’Ay’ S, 52 tipusi operatorok hat-
nak, az allapotvektorok ezen a téren pedig a |+) és |—) vektorok linedris kom-
binacidival kaphatok meg.

A teljes allapotvektor 1) = |¢) @ |k) alakd, ahol |k) = a|+) + 8]—) («,
tetszéleges komplex szdmok). Az |7, +) és |7, —) vektorok sokasdga egy bazist
alkotnak e-on. |7,—) = |7)®|-),|7,+) = |7) ® |+) (az |7) vektorok az
7 koordindta-operdtor sajdtvektorait jelenti). Etrelmezhetjiik most az elek-
tron teljes hullamfiiggvényét mint a allapotvektornak ezen béazisvektorokra esé
vetiileteit. Az elektron teljes hullamfliggvényének tehdt két komponense lesz:
G4(T) és ¥_(T), abol 4 (T) = (T, +1) 6 ¥_(T) = (7, —|). Az elek-
tront teljes dllapotat lefré (7)) = {4+ (7),v_(7)} mennyiséget spinornak
nevezzik. A teljes hullamfliggvényre a normaldsi feltétel:

[ wmpar + [ e-par - (36)
{7} {7}

A kétkomponensi hullamfiiggvényt, a spinort, egy 1x2 oszlopmatrix forméjaban
irjuk fel:

| v (T) | (7

¢(T)—{¢_(?) ],w(ht)—{ 7, 1) (37)
A teljes hullamfiiggvényben tehat egy matrixba elhelyezve fliggvényeink van-

nak. Az orbitdlis mennyiségekhez rendelt operatorok a fiiggvényekre hatnak, a

spin-hez rendelt operatorok meg a matrixokra hatnak.



4 A Pauli egyenlet

A relativisztikus kvantummechanika keretében meglatjuk, hogy a spinnel ren-
delkez6 elektron mozgdsat a kvantummechanikdban a Dirac egyenlet adja. U-
gyanitt kimutatjuk, hogy a kis mozgasi sebességek hataresetében a Dirac egyen-
let &tmegy a Pauli egyenletbe. A Pauli egyenletet konzekvensen a Dirac egyen-
letbél lehet levezetni. Az egyenletet meg lehet indokolni azonban fenomenologiku-
san, a jelenlegi tudasunk alapjan is.

Kis sebességgel mozgd elektron esetén a spin csak magneses kolesonhatasok
soran jelentkezik. Igy a Schrodinger egyenlettol eltérd egyenletiink csak magneses
térben lesz. A spin-méagneses tér kolcsonhatasi energidja

E=-@ -B=-g pSB=-u7B, (38)

ahol figyelembe vettiik, hogy @ = 275 és g ~ 2. Mégneses térben tehat a
rendszer Hamilton fiiggvénye

1
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H=Hy+H =—(7 —cA)>+ed— o7 B, (39)

ahol 4 a vektorpotencial és ¢ a skalarpotencidl. A Schrédinger egyenlet alakja

dip

h— = H 40
i = fr, (10)
ahol
A 1 A 2 A -
H=—(p —eAd)P+edp—poB (41)
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Ha a (7 ,t) = b (P 1) spinort tekintjiik az elektron allapotdt leiré

hullamfiiggvénynek és hasznaljuk a Pauli matrixokat:

T =0 i +0, ]+ k (42)
B=B,7+B,7+B.% (43)
o2 0 1 0 —i 10
?ﬁ_[l O}B"’+{i 0 ]By+[0 _1}32 (44)

A Schrodinger egyenlet alakja ezaltal:

o [ S e | R



A fenti egyenlet tehat a Schrodinger egyenlet a spinnel rendelkezo elektronra.
Ezt az egyenletet mésnéven Pauli egyenletként ismerjiik és val6jabol nem mas,
mint két egymassal dsszekapcsolt differencidlegyenlet:

d N -
s (70 = | e (5 = )P e (F10) +
+Bapot01 (77, 1) + (B — iBy ) potp— (7, 1)

ih%w_ (7,t) = { L (P — eﬁ))2 + eé] V_ (T, t) +

2Me
_BZ/J'()@[}* (?a t) + (Bai =+ ZBTI)/‘D¢+(?7 t)

Amikor tehat a kvantummechanika keretében egy eletron nemrelativisztikus
mozgasat vizsgaljuk magneses terek jelenlétében elso kozelitésként a Pauli egyen-
letet kell megoldanunk.

A Pauli egyenlettel kapcsolatban két 1ényeges megjegyzést tehetiink:

e Mégneses tér hidnydban vagy a B, = B, = 0 esetben a Pauli egyenlet
leiré két kapcsolt differencidlegyenlet felbomlik két egymastdl fiiggetlen
egyenletre.

e A Pauli egyenlet nem tokéletes, és amint a relativisztikus targyaldsmédban
majd meglatjuk nem tartalmaz egy lényeges kolcsonhatdsi tagot, nincs
benne a spin-orbitalis kolcsonhatas! Mivel gy az elektron palyamenti
mozgasabol mind pedig a spinjébo kifolydlag egy magneses nyomték szarmazik,
a két mégneses nyomaték kolcsonhat, és ez eredményezi a spin-orbitalis
kolesonhatast. Konnyen belathato, hogy ennek a kolecsonhatdsnak az
erossége az ST szorzattal aranyos, és egy plusz tagot eredményez a rend-
szert leir6 Hamilton fliggvényben. Ezen spin-orbitalis kolecsénhatasnak a
targyalasara vissztériink majd a relativisztikus kvantummechanika keretében.



