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1 A spin a kvantummechanikában

Az elektronnak és sok más kvantummechanikai részecskének is van egy saját
impulzusnyomatéka amely független a mozgásállapottól. (Úgy is mondhatjuk,
hogy ezen kvantummechanikai részecskéknek van egy mozgásállapottól független
plussz szabadsági foka.) Ezen impulzusnyomaték más mint a mag körüli mozgásból
adódó impulzusnyomaték és spinnek nevezzük. A spin léte a relativisztikus kvan-
tummechanikából direkt módon következik (az elektron és más 1/2-es spinű
részecske esetére az őket léıró Dirac egyenletből). A nem relativisztikus kvan-
tummechanikában azonban a spint empirikusan vezetjük be.

Defińıció: Számos elemi részecskének van egy saját mozgásállapotától független
impulzusnyomatéka amit spinnek nevezünk és amit általában

−→
S -el jelölünk.

Ehhez az impulzusnyomatékhoz úgy mint a mozgásállapottól függő
−→
L impulzus-

nyomaték komponenseihez operátorokat rendelünk ( pl. Ŝx, ..., Ŝz, Ŝ2). Ezen
operátorokra ugyanazon kommutálási relációk és sajátérték-egyenleteket érvényesek
mint az L̂z, L̂x, L̂y és L̂2 operátorokra:

[

Ŝx, Ŝy

]

= iŜz (1)
[

Ŝy, Ŝz

]

= iŜx (2)
[

Ŝz, Ŝx

]

= iŜy (3)

Ŝz|s,m〉 = m|s,m〉 (4)

Ŝ2|s,m〉 = s(s+ 1)|s,m〉 (5)

(6)

ahol s = 1

2
, 1, 3

2
, 2, ... a spin-kvantumszám és m = −s,−s + 1, ..., s − 1, s. (A

fenti sajátérték-egyenletekben a h̄ = 1 konvencióval éltünk). Az elektron esetén
s = 1

2
.

A töltött részecskék esetén
−→
S léte (s 6= 0) egy mágneses nyomatékot is

eredményez:

−→µs = gsµe
−→
S (7)
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ahol µe az elemi Bohr magneton µe = eh̄
2me

,
−→
S az impulzusnyomaték-vektor

/h̄ (adimenzionális alakban) és gs a giromágneses faktor (elektron esetén gs ≃
2, tulajdonképpen g=2.0023193043737). A fenti összefüggés igaz az orbitális
mozgásból származó impulzusnyomatékra is

−→µL = gLµe
−→
L , (8)

ebben az esetben azonban gL = 1 ! Az elektronra tehát gs = 2gL, amit
a spin mágneses anomáliájának nevezünk. A g értéke akkor vehet fel nem
egész értékeket, ha egy összetett (több mágneses impulzusnyomaték összegeként
felfogható) rendszert vizsgálunk.

Az elektron spinjét jellemző kvantumszám s = 1

2
. A proton és a neutron

spin-kvantumszámja is s = 1

2
, a giromágneses faktoruk pedig proton esetén

g=2.675 és neutron esetén g=1.832. A fotonok spinje 1, a π és a k mezonok
spinje pedig 0.

2 Az elektronspin operátorai

Mint minden fizikai mennyiséghez, az elektron spinjéhez is a kvantummechanikában
operátorokat rendelünk:

−→
S →

−̂→
S (9)

(Sx, Sy, Sz) → (Ŝx, Ŝy, Ŝz) (10)

(S2) → (Ŝ2) (11)
[

Ŝx, Ŝy

]

= iŜz (12)
[

Ŝy, Ŝz

]

= iŜx (13)
[

Ŝz , Ŝx

]

= iŜy (14)

(15)

Az elektron esetén s = 1

2
, és ı́gy m = ± 1

2
. Az impulzusnyomatékok esetén

tárgyaltak értelmében az (Ŝ2, Ŝz) operátoroknak két közös |s,m〉 sajátvektora
van, amiket a következőképpen jelölünk:

|
1

2
,
1

2
〉 = |+〉 (16)

|
1

2
,−

1

2
〉 = |−〉 (17)

A lényeges elektron-spin operátorok azonnal feĺırhatók abban a reprezentációban
ahol a bázisvektorok a |+〉 és a |−〉 (amint ezt az előző fejezetben definiáltuk ez

a standard (Ŝ2, Ŝz) reprezentáció). Az operátorok mátrix alakjai a következők
lesznek:
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Ŝ2 =
3

4

[

1 0
0 1

]

; Ŝz =
1

2

[

1 0
0 −1

]

(18)

Ŝ+ =

[

0 1
0 0

]

; Ŝ− =

[

0 0
1 0

]

(19)

Ŝx =
1

2

[

0 1
1 0

]

; Ŝy =
i

2

[

0 −1
1 0

]

(20)

A fenti mátrixok seǵıtségével könnyen ellenőŕızhetők a következő összefüg-
gések:

Ŝ2
x = Ŝ2

y = Ŝ2
z =

1

4
Î (21)

ŜxŜy + ŜyŜx = 0 (22)

ŜyŜz + ŜzŜy = 0 (23)

ŜzŜx + ŜxŜz = 0 (24)

⇒ {Ŝj , Ŝk} =
1

2
Îδjk (25)

j, k = (x, y, z) (26)

Az s = 1/2 kvantumszám esetén tehát a spinoperátor komponensei antikom-
mutálnak. A következőkben bevezetjük a −→σ = (σx, σy, σz) Pauli mátrixokat:

−→σ = 2
−→
S (27)

σ̂x =

[

0 1
1 0

]

; σ̂y =

[

0 −i
i 0

]

; σ̂z =

[

1 0
0 −1

]

(28)

A Pauli mátrixoknak néhány azonnali tulajdonságai:

σ̂2
x = σ̂2

y = σ̂2
z = Î (29)

{σx, σy} = {σy, σz} = {σz , σx} = 0 (30)

σxσy = iσz ;σyσz = iσx;σzσx = iσy; (31)

σxσyσz = iÎ (32)

Sp(σx) = Sp(σy) = Sp(σz) = 0 (33)

A σx, σy, σz, I mártixok egy bázist alkotnak a (2 × 2)-es mátrixok terén,
vagyis minden 2×2 mátrix feĺırható ezen négy mátrix lineáris kombinációjaként:

[

a b
c d

]

= α

[

1 0
0 1

]

+ β

[

0 1
1 0

]

+ γ

[

0 −i
i 0

]

+ δ

[

1 0
0 −1

]

(34)
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ahol α = 1

2
(a+ d), β = 1

2
(b + c), γ = i

2
(b− c), δ = 1

2
(a− d).

Egy nagyon lényeges szintén gyorsan bizonýıtható tulajdonság értelmében
ha

−→
A és

−→
B két tetszőleges vektor, akkor:

(−→σ
−→
A )(−→σ

−→
B ) =

−→
A
−→
B + i−→σ (

−→
A ×

−→
B ) (35)

A fenti tulajdonságok bizonýıtását gyakorlatként az olvasóra b́ızzuk.

3 Az elektron teljes állapotvektora.

Az elektron teljes hullámfüggvénye

Az elektron állapotának a léırásához tehát kétféle változó szükséges, orbitális
változók (−→r , −→p ) és spin (m, s) változók. Ha |ψ〉 adja az elektron teljes állapot-
vektorát, akkor |ψ〉 ∈ ǫ, ahol ǫ egy olyan vektortér amit két másik vektortér
tenzoriális szorzatából kapunk: ǫ = ǫ−→r ⊗ ǫs, ahol ǫ−→r az orbitális változók
vektortere (∞ dimenziós tér) és ǫs a spin változók vektortere (2 dimenziós

tér). Az ǫ−→r tér-en az −̂→r , −̂→p ,
−̂→
L , Ĥr t́ıpusú operátorok hatnak, és igaz, hogy

[r̂k, p̂j ] = iδkj h̄. Az ǫs vektortéren az Ŝx, Ŝy, Ŝz, Ŝ2 tipusú operátorok hat-
nak, az állapotvektorok ezen a téren pedig a |+〉 és |−〉 vektorok lineáris kom-
binációival kaphatok meg.

A teljes állapotvektor |ψ〉 = |φ〉 ⊗ |k〉 alakú, ahol |k〉 = α|+〉 + β|−〉 (α, β
tetszőleges komplex számok). Az |−→r ,+〉 és |−→r ,−〉 vektorok sokasága egy bázist
alkotnak ǫ-on. |−→r ,−〉 = |−→r 〉 ⊗ |−〉,|−→r ,+〉 = |−→r 〉 ⊗ |+〉 (az |−→r 〉 vektorok az
−̂→r koordináta-operátor sajátvektorait jelenti). Étrelmezhetjük most az elek-
tron teljes hullámfüggvényét mint a állapotvektornak ezen bázisvektorokra eső
vetületeit. Az elektron teljes hullámfüggvényének tehát két komponense lesz:
ψ+(−→r ) és ψ−(−→r ), ahol ψ+(−→r ) = 〈−→r ,+|ψ〉 és ψ−(−→r ) = 〈−→r ,−|ψ〉. Az elek-
tront teljes állapotát léıró ψ(−→r ) = {ψ+(−→r ), ψ−(−→r )} mennyiséget spinornak

nevezzük. A teljes hullámfüggvényre a normálási feltétel:

∫

{−→r }

|ψ+(−→r )|2d−→r +

∫

{−→r }

|ψ−(−→r )|2d−→r = 1 (36)

A kétkomponensű hullámfüggvényt, a spinort, egy 1×2 oszlopmátrix formájában
ı́rjuk fel:

ψ(−→r ) =

[

ψ+(−→r )
ψ−(−→r )

]

;ψ(−→r , t) =

[

ψ+(−→r , t)
ψ−(−→r , t)

]

(37)

A teljes hullámfüggvényben tehát egy mátrixba elhelyezve függvényeink van-
nak. Az orbitális mennyiségekhez rendelt operátorok a függvényekre hatnak, a
spin-hez rendelt operátorok meg a mátrixokra hatnak.
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4 A Pauli egyenlet

A relativisztikus kvantummechanika keretében meglátjuk, hogy a spinnel ren-
delkező elektron mozgását a kvantummechanikában a Dirac egyenlet adja. U-
gyanitt kimutatjuk, hogy a kis mozgási sebességek határesetében a Dirac egyen-
let átmegy a Pauli egyenletbe. A Pauli egyenletet konzekvensen a Dirac egyen-
letből lehet levezetni. Az egyenletet meg lehet indokolni azonban fenomenologiku-
san, a jelenlegi tudásunk alapján is.

Kis sebességgel mozgó elektron esetén a spin csak mágneses kölcsönhatások
során jelentkezik. Igy a Schrödinger egyenlettől eltérő egyenletünk csak mágneses
térben lesz. A spin-mágneses tér kölcsönhatási energiája

E = −−→µe ·
−→
B = −g · µ0

−→
S
−→
B = −µ0

−→σ
−→
B, (38)

ahol figyelembe vettük, hogy −→σ = 2
−→
S és g ≈ 2. Mágneses térben tehát a

rendszer Hamilton függvénye

H = H0 +H1 =
1

2me

(−→p − e
−→
A )2 + eφ− µ0

−→σ
−→
B, (39)

ahol
−→
A a vektorpotenciál és φ a skalárpotenciál. A Schrödinger egyenlet alakja

ih̄
dψ

dt
= Ĥψ, (40)

ahol

Ĥ =
1

2me

(−̂→p − e
−̂→
A )2 + eφ̂− µ0

−̂→σ
−̂→
B (41)

Ha a ψ(−→r , t) =

[

ψ+(−→r , t)
ψ−(−→r , t)

]

spinort tekintjük az elektron állapotát léıró

hullámfüggvénynek és használjuk a Pauli mátrixokat:

−̂→σ = σ̂x
−→
i + σ̂y

−→
j + σ̂z

−→
k (42)

−→
B = Bx

−→
i +By

−→
j +Bz

−→
k (43)

−̂→σ
−̂→
B =

[

0 1
1 0

]

Bx +

[

0 −i
i 0

]

By +

[

1 0
0 −1

]

Bz (44)

A Schrödinger egyenlet alakja ezáltal:

ih̄
d

dt

[

ψ+(−→r , t)
ψ−(−→r , t)

]

=

[

1

2me

(−̂→p − e
−̂→
A )2 + eφ̂

] [

ψ+(−→r , t)
ψ−(−→r , t)

]

+ (45)

+µ0

[

Bz Bx − iBy

Bx + iBy −Bz

] [

ψ+(−→r , t)
ψ−(−→r , t)

]

(46)
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A fenti egyenlet tehát a Schrödinger egyenlet a spinnel rendelkező elektronra.
Ezt az egyenletet másnéven Pauli egyenletként ismerjük és valójából nem más,
mint két egymással összekapcsolt differenciálegyenlet:

ih̄
d

dt
ψ+(−→r , t) =

[

1

2me

(−̂→p − e
−̂→
A )2 + eφ̂

]

ψ+(−→r , t) + (47)

+Bzµ0ψ+(−→r , t) + (Bx − iBy)µ0ψ−(−→r , t) (48)

ih̄
d

dt
ψ−(−→r , t) =

[

1

2me

(−̂→p − e
−̂→
A )2 + eφ̂

]

ψ−(−→r , t) + (49)

−Bzµ0ψ−(−→r , t) + (Bx + iBy)µ0ψ+(−→r , t) (50)

Amikor tehát a kvantummechanika keretében egy eletron nemrelativisztikus
mozgását vizsgáljuk mágneses terek jelenlétében első közeĺıtésként a Pauli egyen-
letet kell megoldanunk.

A Pauli egyenlettel kapcsolatban két lényeges megjegyzést tehetünk:

• Mágneses tér hiányában vagy a Bx = By = 0 esetben a Pauli egyenlet
léıró két kapcsolt differenciálegyenlet felbomlik két egymástól független
egyenletre.

• A Pauli egyenlet nem tökéletes, és amint a relativisztikus tárgyalásmódban
majd meglátjuk nem tartalmaz egy lényeges kölcsönhatási tagot, nincs
benne a spin-orbitális kölcsönhatás! Mivel úgy az elektron pályamenti
mozgásából mind pedig a spinjébő kifolyólag egy mágneses nyomték származik,
a két mágneses nyomaték kölcsönhat, és ez eredményezi a spin-orbitális
kölcsönhatást. Könnyen belátható, hogy ennek a kölcsönhatásnak az
erőssége az

−→
S
−→
L szorzattal arányos, és egy plusz tagot eredményez a rend-

szert léıró Hamilton függvényben. Ezen spin-orbitális kölcsönhatásnak a
tárgyalására vissztérünk majd a relativisztikus kvantummechanika keretében.
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